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Einfiihrung

Ist X Banach-Raum und T ein beschrinkter, linearer Operator, dann definiert man dessen
Resolventenmenge als

p(T) :={AeC: (T — \I) ist invertierbar},

wobei ein S € B(X) dann invertierbar ist, wenn kerS = {0} und ranS = X. Das Spektrum
eines Operator T definiert man als

o(T):=C\p(T) ={A € C: (T — \I) ist nicht invertierbar}.

Fir T € B(X) gilt also A & o(T), wenn ker(T — AI) # {0} oder ran(T — A\I) # X. Damit
unterteilt man das Spektrum in das Punktspektrum

op(T) :={AeC: ker(T'— XI) # {0}}

und nennt A\ € 0,(T) einen Eigenwert von 7" und ein x € ker(T'— AI) einen Eigenvektor von 7.
Das stetige Spektrum o.(7") enthilt alle A € C, fir die (7" — AI) injektiv ist und ran(7 — \I)
zwar dicht in X, aber nicht ganz X ist. Das Residualspektrum o, (T) enthilt alle A € C, fiir die
(T — M) injektiv ist und ran(7 — AI) nicht dicht in X ist.

Wir definieren auflerdem das approximative Punktspektrum

n—oo

Oapp(T) :={A€C: I (zp)neny € X, [Jzn|| =1,n €N, || Te, — Acy|| — 0}.
Das approximative Spektrum ist abgeschlossen und erfiillt

op(T) U 0e(T) € 0app(T) € o(T).

Ist H ein Hilbertraum und F(#) der davon erzeugte Fock-Raum, dann ist fiir v € H der (links-)
Erzeuger Operator

lw): F(H) — F(H), fr—vRf

sowie dessen adjungierter Operator [(v)*, der (links-) Annihilator Operator, definiert. Fiir
v,w € H mit ||v]| = ||lw| =1 und v L w, kann man das Spektrum des Operator I(v) + l(w)*
betrachten. Es stellt sich heraus, dass dieses rein stetig ist und mit dem abgeschlossenen Ein-
heitskreis {iberein stimmt

In dieser Arbeit werden zunichst alle vorkommenden Begriffe erkliart. Dann wird der Beweis
dieser spektralen Aussage erbracht, wobei die Beweisfithrung in mehreren Schritten erfolgt. Zu-
erst zeigt man, dass die Resolventenmenge eine Obermenge von \{z € C: |z| > 1} ist. Danach,
dass Punkt- und Residualspektrum leer sind. Schlussendlich wird bewiesen, dass das approxi-
mative Spektrum Obermenge des Einheitskreises ist. Der folgende Beweis geht auf [B] zuriick
und wird in dieser Arbeit noch etwas genauer ausgearbeitet.



Das Tensorprodukt und der Fock Raum

Das Tensorprodukt

Zu Beginn werden einige Resultate aus der Multilinearen Algebra priisentiert, welche das zu
Grunde liegende Tensorprodukt definieren. Diese grundlegenden Aussagen werden ohne Beweis
angefiihrt, welche in der Fachliteratur nachgelesen werden konnen, siehe [G] und [KM].

1.1 Definition. Gegeben seien Vektorrdume Vi,Vs,...,V,, X iiber C und eine multilineare
Abbildung 7: Vi x Vo x ... xV, — X. Dann heiit (X, 7) ein Tensorprodukt von Vi x ... xV,,
falls gilt:

Zu jedem Vektorraum W iiber C und fiir jede multilineare Abbildung f : VixVox...xV, — W
existiert genau eine lineare Abbilung g : X — W, sodass f =goT.

1.2 Satz. Seien Vi, V5, ..., V), Vektorrdume iiber C. Dann existiert ein Tensorprodukt zu die-
sen Vektorrdumen. Seien (X1, 71) sowie (Xa,72) zwei solche Tensorprodukte, dann sind beide
Tensorprodukte isomorph zu einander.

Das Tensorprodukt ist also eindeutig gegeben und wird im Weiteren als V1 @ Vo @ ... ®@ V),
bezeichnet. Die Elemente des Tensorproduktes nennt man Tensoren. Auflerdem definiert man
U1 ® ... vy :=7(v1,...,vp) und nennt Tensoren dieser Bauart rein. Schlieflich ist das Tensor-
produkt assoziativ: (V1 @ Vo) @ V3=V @ (Vo @ V3) =V @ Vo @ V.

1.3 Bemerkung. Fiir zwei Vektorrdume V, W iiber C mit dim(WW) = 1 folgt aus der Ein-
deutigkeit des Tensorprodukts, dass V@ W =V =2 W ® V. Insbesondere gilt damit CQV = V.

1.4 Satz. Sind V; und V, Vektorrdume iiber C mit Basis £y = {b; : i € I} beziehungsweise
Ey ={bj: je J}. Sobildet E :={b; ® b; : (i,j) € I x J} eine Basis von Vi @ V5.

1.5 Bemerkung. Falls die Dimensionen zweier Vektorrdume Vi und V5 iiber C endlich sind,
so kann man (Vi ® V2)* mit Vi* ® V5 identifizieren und V" ® V5" mit der Menge aller linearen
Abbildungen von V; nach V5 beziehungsweise der Menge aller linearen Abbildungen von Vi x V
in den Skalarkorper K.

1.6 Definition. Sei V ein Vektorraum n € N. So definiert man dessen n-faches Tensorprodukt
induktiv durch

Ve = K, vel=v, Vet — v g ver,

Das Tensorprodukt von Hilbertraumen

Hat man einen Hilbertraum gegeben, so kann man dessen n-faches (algebraisches) Tensorpro-
dukt bilden. Man wiinscht sich jedoch, dass das Endergebnis wieder ein Hilbertraum ist. Dies ist
im Allgemeinen nicht der Fall. Im Weiteren bezeichnen wir die im vorigen Abschnitt eingefiihrte



Kontruktion des algebraischen Tensorproduktes als V; ®, Va.

1.7 Satz. Sei H versehen mit dem Skalarprodukt (., .) ein Hilbertraum und B eine algebraische
Basis. Auf dem (algebraischen) Tensorprodukt H®e" definiert man fiir v;, w; € B, € {1,...,n}:

(a1 ®qv2 R ... Qg U, b W1 Qg W Rq . .. Dg W)y 1= ab - (v1,w1) - (vo, wa) - - (v, wy)

Durch lineare Fortsetzung erhélt man damit eine wohldefinierte Sesquilinearform (.,.),. Diese
ist ein von der gewiihlten Basis unabhiingiges Skalarprodukt auf H®".

Beweis. Da (.,.) ein Skalarprodukt auf H ist, folgt sofort, dass (., .),, sesquilinear und hermitesch
ist. Die Basisunabhéngigkeit ist einfach nachzurechnen. Es bleibt also die positive Definitheit
zu zeigen. Es reicht die Aussage fiir H®+? zu beweisen. Danach folgt der Satz durch Induktion.
Sei also x = 224:1 ar(vr ®wy). Dann spannen (vg) | und (wy )M | jeweils Unterrdume M; C H
und My C H auf. Sind (gf))g:ll und (1/})?21 Orthonormalbasen dieser Unterrdume, so erhélt man

r= Y culop®)

(k,l)EMl X Mo

und damit

<l‘,l’>2 = < Z Ckl(gbk@wl)’ Z Cmn(¢m®¢n)>2

(k,l)eMy x Mo (m,n)eMix Mas

= > S (o © G) (D ® wn>>

(k,D)eM1x Mz ~ (m,n)eMy x Ma

= > el

(k,l)GMl X Mo

1.8 Definition. Ist H versehen mit dem Skalarprodukt (.,.) ein Hilbertraum, so nennt
man die Vervollstindigung von H ®, ... ®, H beziiglich des Skalarproduktes (.,.),, das n-fache
(Hilbertraum-) Tensorprodukt von H und bezeichnet diese als H®".

1.9 Bemerkung. Sei H versehen mit dem Skalarprodukt (.,.) ein Hilbertraum. Fiir f,g € @ H®",
nENg

f =" neng frs 9= D nen, 9n ist auf P H®™ ein Skalarprodukt gegeben durch
n€eNg

<fvg>w = Z<fnvgn>n

neN

1.10 Definition. Ist H versehen mit dem Skalarprodukt (.,.) ein Hilbertraum, so nennt man

@ HE™ versehen mit (.,.),, den Fock-Raum von H. Man bezeichnet diesen Raum auch als
n€Ng

F(H).



1.11 Lemma. Sind 71 ® ... ® 2, € H®" und 11 ® ... @ y, € H®" gegeben und definiert man

(xj —y;) firj=k,
lej = Zj fir j > k,
Yj fir j < k,

so gilt

n
IR Q=@ QUYn =D b1 ®... Dlpp
k=1

Beweis. Seien tj ; wie oben definiert. Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion. Zuerst
der Induktionsanfang fiir n = 2:

TI1RT2— YN QY =21Q0 T2 —Y1 QT2+ Y1 @2 — Y1 QY2
= (21 —y1) @22+ 11 ® (2 — y2)
=111 ®t12 + 121 ®tao.

Nun der Induktionsschritt n — n + 1:

T1Q... QTpt1 —Y1 Q... O Ynt1

=103 ...0x, @Tp+1 — Y1 QY2 X ... Yp Q Tpt1
TN RY2 @ ... QYp @ Tnt1 — Y1 D Y2 D ... @ Yn @ Ynt1

:(x1®a:2®...®a;n—y1®y2®...®yn)®xn+1+y1®yg®...®yn®(ﬂcn+1—yn+1)

n
= Z(tm R .. Dtk Qlpnt1) Ftnt11 Qtni12® ... @ tpgin @ (ng1,n+1)
k=1

n+1
= Ztk71 & ... g nt1-
k=1

O

1.12 Satz. Fiir einen Hilbertraum A mit Orthonormalbasis B ist auf dem n-fachen Hilbertraum-
Tensorprodukt eine Orthonormalbasis gegeben durch

B, = {b1®®bn bl,...,bnEB}.
Auf dem Fock-Raum F(H) ist eine Orthonormalbasis gegeben durch

B ={b1j®...Q@b,: neN, by,...,b, € B} U{1}.



Beweis. Ein Orthonormalsystem A ist eine Orthonormalbasis eines Hilbertraumes G, wenn
deren lineare Hiille span(A) dicht in G ist. Durch die Konstruktion von H®", muss also nur
gezeigt werden, dass span(B,,) dicht in H®" liegt.

Sei also 7 = 21 ®@ -+ @z, € H®™ fest und € > 0 beliebig gegeben. Wiihle y; € span{B}, sodass

€
|21 =yl - [l2ll - - flznll < —

Fiir k£ > 1 wéhle induktiv y; € span{B}, sodass

€
-2l - Nyl e = yell llowall - flzall <

Aus Lemma 1.11 folgt

n
<) Nt @ @bl <e
k=1

n
Ztm ® ... tkn
k=1

H:L‘1®...®.’L'n—y1®.--®ynH:

Dass B* dicht in @ H®" liegt, folgt sofort aus der gerade bewiesenen Tatsache, dass B,, dicht
n€ENp

in H®" liegt. O

Erste Vereinfachungen

Reduktion des Problems

Anhand der Darstellung der Elemente des Fock-Raumes, kann man bereits erahnen, dass ein
Beweis sehr umsténdlich werden wird. Immerhin ist es bereits fiir eine endliche Basis von H
sehr miihsam, die Elemente des Raumes F(#H) durch unendliche Summen darzustellen. Fiir
eine unendliche Basis wird es noch komplizierter, weshalb das Problem reduziert wird und eine
Notation eingefiihrt wird, welche die Beweisfithrung angenehmer gestaltet.

1.13 Proposition. Fiir v € H definiert man den (links-) Erzeuger Operator I(v) als
l(v): F(H) — F(H), fr—ov® f.

Dann erfiillt dessen adjungierter Operator {(v)*(z1 ®- - - ®@zy) = (X1,0) T2 ® - - - @y, fiir z; € H,
i=1...nund l(v)*(1) =0.

Beweis. 1(v)*(1) = 0 ist klar. Fiir beliebiges n € N und reine Tensoren z := z; ® ... ® z,, und
Y =Y QY1 X ... R Y, gilt

(@, 1(v)"y) = (l(v)x,y) =

VRTI R ... T, Yo QY1 X ... QYp)

0,90){(T1, Y1) - - (Tns Yn)
VY1 @ ... R Ty Y1 @ ... @ Yn)

T, (Y0, V)Y1 ® . .. @ Yn)-

o~ o~~~

Diese Gleichheit stimmt auch fiir reine Tensoren y einer Linge ungleich n+ 1, da ganz links und
ganz rechts dann Null steht. Also gilt die Gleichheit fiir Linearkombinationen reiner Tensoren.



Da diese im Fock-Raum dicht liegen, erhalten wir die Aussage. O

Seien nun v,w € H mit ||v]| = [Jw|| = 1 und v L w gegeben und [(v) sowie {(w) wie in (1)
definiert. Die Menge {v,w} erweitert man zuerst zu einer ONB B von H. Fiir H' := span{v, w}
interpretiert man nun den Raum F(#') als Teilmenge von F(#) auf kanonische Art und Weise.
Weiters sei B* :=={bj®--®b,: n€N, by,...,b, € B} U{1l}. Zuerst wird gezeigt, dass das
Problem, das Spektrum von I(v) 4+ {(w)* in F(H) zu berechnen, darauf reduziert werden kann,
das Spektrum auf dem Unterraum F(H') C F(H) zu berechnen.

1.14 Proposition. Der Raum F(#H) ist die orthogonale direkte Summe von Unterrdumen
{Uy . f €1}, welche invariant unter den Operatoren [(v),l(w),l(v)*,I(w)* sind. Dabei ist die
Einschrénkung eines dieser Operatoren auf einen Unterraum Uy unitér dquivalent, zu seiner
Einschrinkung auf F(H’).

Beweis. Wiéhle I := B* Nker(l(v)*) Nker(I(w)*). Aus Proposition 1.13 erkennt man, dass fiir
f#1, f=fi® - ® f, € Bgenau dann f € ker(I(v)*) gilt, falls (f1,v) = 0, also wenn f; # v.
Daher gilt

I={fi® - ®f.eB: fi ¢{v,w}}U{l}.

Wir setzen z ® f = z - f fiir alle z € C und f € B* (siehe Bemerkung 1.3). Fiir f € I definieren
wir

Up={f'af: fle FH)}.

Mit obigen Uberlegungen erkennt man sofort, dass diese Unterriume eine geeignete Zerlegung
bilden. Die Invarianz unter [(v) und I(w) ist sofort ersichtlich. Fiir z € C und f € I gilt

(o) (z® f) = l(0)* (= - f) = 0 € Uj.
Fir fel, f'e F(H'), ' # 1 gilt mit Proposition 1.13 [(v)*(f") € F(H') und damit folgt
)" (f @ f)=1)"(f)® f €Uy

Also sind die Unterrdume auch invariant unter I(v)* und I(w)*. Um die unitire Aquivalenz
einzusehen, setzen wir

Ug: ]:('H,) — Uy, f/ — f’@f.

Fiir f € Bist die Funktion Uy isometrisch und bijektiv. Die Isometrie und damit die Injektivitét
folgt aus (g,h) = (g, h)(f, f) = (9 ® f,h® f) = (Us(g),Ug(h)). Die Surjektivitat ist durch die
Konstruktion sofort ersichtlich. Exemplarisch rechnen wir fiir /(v) die unitére Aquivalenz nach.
Fiir f € I und f' € F(H') gilt

(l(v)’uf)(f,(gjf) = U®f/®f = Uf(U@f/) = (Ufol(v)’]:(q.y))(f/) = (Ufol(v){]:(%/)on)*(f,(g)f)'

Ahnlich beweist man die Aussage fiir den adjungierten Operator I(v)* O

Von nun an kénnen wir also 0.B.d.A annehmen, dass H = H’ und B = {v, w}. Dann gilt

B* ={1,v,w,v®@v,v @W,w RV, wRQ W, -}



Notation

Die Elemente in B* werden nun folgendermaflen abgekiirzt:

fE == 1 fo = v f,w =W
fm):'l)®’l) fvwzv@u} fww:w®w
Jooo =V® Vv foow =V®VQwW
Mit ¥* = {¢, v, w, vv, vw, ww, vov, vow, ...} bezeichnen wir die Menge aller moglichen

Indizes. Das sind alle endlichen Strings, bestehend aus den Buchstaben v und w, wobei € den
leeren String bezeichnet.

1.15 Definition. Fiir s € ¥* definiert man die Lénge |s| von s induktiv durch

le| =0, |vs| = |ws| =1+ |s|, s € X",

wobei vs und ws die Strings bezeichnet, die man erhélt, wenn man v beziehungsweise w links
and den String s anhéngt. Mit dieser Notation kann jedes f € F(#H) beziiglich der Basis B
folgendermaflen dargestellt werden:

f= cls)fsmit Y le(s)? = [If|I* < +oo. (1)

sEX* sex*
Um den folgenden Beweis zu formulieren, verwenden wir also den zu F(#) isomorphen Hilber-

traum I?(2*) = {c € C¥ : > 5. |c(s)|*> < 0o} mit der Norm lel? = S sess le(s).

1.16 Definition. Fiir ¢ € [?(X*) definiert man

cv™)=0und c(v lws) =0, c(v lvs)=c(s), seX*

1.17 Bemerkung. Mit Definition 1.16 , der Definition von /(v), sowie Darstellung (1) erhélt man

(0)f =Y clw™'s)fs undinfolge I(w)*f= Y clws)fs. (2)

sex* SEX*

1.18 Korollar. Aus Definition 1. 16, sowie Darstellungen (2) und (3) folgt, dass die zu /(v)
und I(w)* unitéir #quivalenten Abbildungen V und W* in I?(X*) gegeben sind durch

(Ve)(s) = c(vts), (W*e)(s) =c(ws), seX*. (3)

Mit all diesen Uberlegungen kann die in der Einfithrung aufgestellte Aussage folgendermafen
formuliert werden:



1.19 Satz. Ist ¥* = {¢, v, w, vv, vw, ww, vov, vow, ...} und sind V und W* Operatoren
auf [2(X*), definiert durch Darstellung (3), dann ist das Spektrum des Operators T := V + W*
rein stetig und stimmt mit dem Einheitskreis iiberein:

o(T)=0.(T)={z€C: |z|] <1}.

Der Beweis

Die Resolventenmenge

1.20 Lemma. Ist ¥* = {e, v, w, vv, vw, ww, vov, vow, ...} und sind V und W* Operatoren
auf 12(X*), definiert durch Darstellung (3), dann gilt |V| = |[W] =1, W*V =0

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der Tatsache, dass V und W Shift-Operatoren sind.
Aus Darstellung (3) und Definition 1.16 erhdlt man die zweite Aussage:

(W*Ve)(s) = (Ve)(ws) = c(v  ws) =0, c€l*)(T¥), s € X%
U

1.21 Lemma. Ist ¥* = {e, v, w, vv, vw, ww, vov, vvw, ...} und sind V und W* Operatoren
auf 12(3*), definiert durch Darstellung (3), dann gilt fiir die Resolventenmenge von T

p(T)D{zeC: |z| >1}.

Beweis. Aus Lemma 1.20 erhilt man

zn: Vn—k W*k
k=0

Iz = <n+l.

Fiir |z| > 1 konvergiert daher die Reihe}_n | -T7 absolut und ihr Grenzwert stimmt {iberein
mit (z — T)7!, also z € p(T). O

Das Punktspektrum und das Residualspektrum

1.22 Lemma. Fiir z € C, a = (ag, a1, az,...) € [*(N) mit ap = 1 gilt

oo
Z lap—1 — z-ag|* > 1 — |2~
k=1

Beweis. Wir halten z € C fest. Fiir a € [?(N) definieren wir

[e.e]

v(a) = Z jag—1 — 2 af*, und p = infei2(), ap=17(a).
k=1



Es bleibt > 1 — |2|? zu zeigen. Dazu berechnen wir

= inf ap—z-a1|* + inf v((ay,az,as,...
H ao=1, a16C(| 0 1| (az,a3, )EI2(N) (( 1,%2,%3 ))
= inf (|1 —z-a1]* + inf v(d
a1€(C(| 1’ a’€l?(N), aj=a1 ( ))
— f 1— . 2 2
Jof (]I =2~ a1+ Jaa )

* . L 4)2 2
= Inf((1 — 2| - )"+ t°p)

" e 22
= inf(t\/ |22+ p— ——)"+1—

g (VP - ) i
_ 1%

EEEyr

Wobei (*) aus folgt. Denn man berechnet

1= J2l - w® + [wPp =1 = [2] - (Re(w) + i - Im(w))[* + [Re(w) + i - Im(w) "
=1-2Jz] - Re(w) + [2]* - Re(w)? + |2* - Im(w)* + (Re(w)? + Im(w)?)u

= |1+ Re(w) - (Re(w)|z\2 —2|z| + Re(w),u)} + [Im(w)2 . (|z|2 + ).

Da (2% + p) immer gréfier Null oder gleich Null ist, wird dieser Term minimal, falls Im(w) = 0
gilt. Daraus folgt

inf (|1 =2 a1* + a1 [’p) = inf (|1 — |2 - a1 * + [ar]p)

inf

a1€C o2
= inf 1—1z a 2+ a 2

aleC,Im(al):O(’ ‘ ‘ 1‘ ‘ 1’ M)

. a2 g2
— inf((1 =[] + £2p)

= inf((1— |2| - t)* + t*p).
Inf((1 —[2] - )" +17p)

Die Gleichheit (**) ist nach ausmultiplizieren des quadratischen Terms ersichtlich.
Um die urspriingliche Aussage zu zeigen, unterschieden wir mehrere Félle:

Fall 1: |z| > 1. In diesem Fall ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt. Zudem folgt aus
W= MQ%H, dass p gleich 0 sein muss.

Fall 2: |z| < 1. In diesem Fall bemiiht man abermals einer Fallunterscheidung. Fiir p # 0 folgt

aus [ = dass p=1—|z|%

_ Kk
R
Der verbleibende Fall kann nicht eintreten, denn falls 1 = 0, so miisste ein a € [?(N) existie-
ren, mit ag = 1 und v(a) < (1 — |2|). Insbesondere gilt diese Ungleichung auch fiir jeden der
Summanden, also |a;_1 — z - ag| < (1 — |2])%. Da die Folge (ay)ren als Element von [?(N) eine
Nullfolge ist, existiert m := min{k € N : |ax| < 1}. Wobei m > 1, da ap = 1 gewihlt wurde.
Daraus erhélt man den Widerspruch

1=z <lam-1] = |z am| < |am-1 — 2z am| < (1 — ]z\)z



1.23 Lemma. Fiir ¢ € [2(3*), s’ € B* definieren wir ¢/(s) := c(ss), s € o*. Dann gilt

(T —2))(s) = (T — 2)c)(ss'), se€¥* & clvs)=0.
Beweis. Aus der Definition von T folgt

(T —2))(s) = (v s) +(ws) —z-d(s), seX*
(T — 2)c)(s8') = c(v™tss") + c(wss’) — z - c(ss'), s€X*.

Gemif} der Definition von ¢ folgt

d(ws) = c(wss'), d(s) =c(ss'), se¥*

d(vts) =c(vlss’), se X\ {e}

Somit gilt Gleichheit genau dann, wenn c(v=1s’) =0 O

1.24 Lemma. Ist ¥* = {¢, v, w, vv, vw, ww, vov, vow, ...} und sind V und W* Operatoren
auf [2(X*), definiert durch Darstellung (3), dann gilt 0,(T) = 0.

Beweis. Wir wollen die Annahme, dass z € C ein Eigenwert von T ist, auf einen Widerspruch
fiihren. Dafiir definieren wir
M :={cel?(X*): Tc=zc, c(e) =1}, p:= inf ||c|*.
ceM
Um M # () einzusehen, wihle man ¢ € 12(X*), ¢ # 0, einen beliebigen Eigenvektor von 7' zum
Eigenwert z. Sei s’ € ¥*, sodass |s'| = mlzn{|s] : c(s) # 0}.
sEX*

Definiere nun ¢é € [?(X*), sodass &(s) = Cc((sj)), s € ¥*. GeméB Lemma 1.24 ist ¢ ein Eigenvektor

von T zum Eigenwert z und damit ein Element von M.

Wir setzen
W= e, 0 = wf, Kk eN.

Sei ¢ € M beliebig aber fest gewihlt. Fiir k € Ny definieren wir ¢, € I2(X*) durch
cr(s) = c(swo®), se ¥

Lemma 1.24 angewendet auf ¢, liefert uns wieder, dass dies ein Eigenvektor zum Eigenwert z
ist, womit

lerll® > len(e)Pu, k€ No.

Wegen Tc = zc gilt c(v™'s) + c(ws) = z - ¢(s) und in Folge c(€) = c(wv®) = z - c(v*) — c(vF~1).

10



Wir wenden nun die Folge (¢(v¥))ren, auf Lemma 1.22 an und erhalten

[e.9]

lell® = > (@) + llex]*)

k=0
> (e@)P + le()* - )

vV
>
g

(le(™)? + |2 - e(v*) — (™ 1)* - p)

M

B
I
o

= le()? + |z ()P - 1t Y (@) + [z e(o") = (" P )
k=1

o0
> 14 [P+ (1= o) -+ ) le@b)?
k=1

> 14 p.
Wegen p = in]\f4 lle||? folgt der Widerspruch p > 1 + . O
ce
1.25 Korollar. Ist ¥* = {e, v, w, vv, vw, ww, vvv, vow, ...} und sind V und W* Opera-

toren auf [?(X*), definiert durch Darstellung (3), dann gilt o,.(T) = 0.

Beweis. Fiir alle s € ¥* definiere s € ¥* durch

€=¢ VS=ws, ws=vs5, se€X*

Also wird v in einem String durch w ersetzt und umgekehrt. Nun definieren wir die offensichtlich
unitdre Abbildung U durch

U:2(Z%) — 13X, (Uc)(s) =c(3), cel?*(Z*), s€ ™
Mit Definition 1.16 und Darstellung (3) berechnet man

(U™VUe)(e) = (VUe)(e) = (Ue)(v™) = 0 = c(w™) = (We)(e)
(UVUCe)(vs) = (VUCe)(ws) = (Ue) (v 'ws) = 0 = c(w ws) = (We)(vs)

(UTW*Uc)(e) = (W*Uc)(e) = (Ue)(w) = c(v) = (V*¢)(e)
(UTIW*Ue)(s) = (W*Uc)(5) = (Uc)(ws) = c(vs) = (V*¢)(s).

Damit folgt
UMTU =U Y V+WHU =U WU+ U WU =W 4+ V* =T"

Also sind 7' und 7™ unitdr &quivalent. Aus Lemma 1.24 folgt daher o,(7%) = (. Wegen
ker(A*) = ran(A)* fiir A € Ly(H), folgt o,.(T) = 0. O
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Das approximative Punktspektrum und das stetige Spektrum

Wir haben im letzten Abschnitt gezeigt, dass Punkt- sowie Residualspektrum des Operators
T leer sind. Es bleibt zu zeigen, dass das stetige Spektrum Obermenge des Einheitskreises ist.
Dies ist erfiillt, wenn folgendes Lemma bewiesen wird:

1.26 Lemma. Ist ¥* = {¢, v, w, vv, vw, ww, vov, vow, ...} und sind V und W* Operatoren
auf [2(X*), definiert durch Darstellung (4), dann gilt 0,4,,(T) 2 {z € C: |2| < 1}

Beweis. Aufgrund der Abgeschlossenheit des approximativen Spektrums, reicht es
D:={zeC: |z| <1} C ogpp(T) zu zeigen. Fiir z € D beliebig aber fest gewéhlt definieren wir
die Folge (cp)nen, € 12(X*) rekursiv durch

co(e) =1, co(sw) =co(sv) =0, se€X*
Cn+1(’0k) =zF Cn1(sw) =z - en(s), Cn+1(8ka+1) =zF. (|z|2 —1)-cu(s), s X,
fﬁrkGNo, TLENO

Wegen ¥* = {vF: ke Ng} U{sw: s € 2} U {swobt!: s € %, ke Ny} gilt

2
el = > le@h)P+ > fe(sw)?+ Y Y le(swo™2.
keNg sex* seX* keNg
‘2

Wegen [2| < 1 konvergiert >, -, [2]°, womit fiir n € N gilt

1 (12> - 1)
2 _ 2 _ 2 2 2 _ 2
ool =1, lewsall = =1z + 1o lenl o+ L el = el
Daraus folgt ||c,||* =1+ ﬁ mit Induktion nach n € Np.
Um z € 0gpp(T') zu zeigen, reicht es fiir d,, := (T' — 2)¢;, zu zeigen, dass Hccl:” 2.

Fiir s € ¥* und n € N gilt
dp(8) = cn(v718) + cn(ws) — 2 - en(s).
Setzt man in die Definition dieser Terme ein, erhéilt man

do(€) = co(v™) +co(w) —z-cole) =0+0—2-1=—2
do(v) = co(e) + co(wv) —z-cp(v) =1—-04+2-0=1

do(ss") = co(v™ss") + co(wss') — z - co(ss') = 0, s" € {w,wv,vv}, s € ¥

Also gilt ||do|® =1+ |2

Genauso berechnet man:
A1 (V) = g1 (v H0F) 4 cppr (wok) — 2 - cpyr (V)
=2 2L (|22 = 1) - enle) — 228
=Pyl (22— 1)1 — 22

=zF b5k 15k =9
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Fiir s € ¥* mit s = ws’ fiir ein s’ € ¥* gilt

Lws') = z- cp(v71s).

o1 (vl sw) = cpp1 (v ws'w) = 0=z - e (v™
Im Fall s = vs’ fiir ein s’ € X* folgt
Cnp1(v 7 sw) = cpp1(s'w) = 2 - cu(s') = 2 - ca(v71s).

Damit erhalten wir

dp41(sw) = cn+1(’u_1sw) + cpt1(wsw) — z - epp1(sw) =

= z¢n, (V1) + zen(ws) — 2(2 - cn(s))

=z - dp(s).
Mit der gleichen Fallunterscheidung begriindet man ¢, 41 (v swvf 1) = 2% (|2]2 = 1) - ¢, (v 1s),
weshalb
dp1 (5w = ¢ppr (v L swoP ) + cn+1(wska+1) — 2 Cppr1(sworth)

=2 e = 1) eulo”1s) + 2 (e 1)) = 22 (2 = 1) ()
= 2 (2 = 1) (enl0™9) + enlws) = 2+ als))
= 2 (22 = 1) (o).

Insgesamt erhélt man

2 2 (\Z|2—1)2 2 2
4 11 = 2l + 55—l =

Also folgt [|dp||* = 1+ |2[2 und damit z € oy (T). O

Literaturverzeichnis

[G] W.H. Greub, Multilineare Algebra, Grundlehren Band 136, Springer, 1967

[KM] A.I Kostrikin und Yu.I. Manin, Linear Algebra and Geometry, Gordon and Breach, New
York, 1989

[B] B. Bodenstorfer, The spectrum of annihilation plus orthogonal creation, Acta Math. Hungar.
90 (2001), no. 3, p. 199-207

13



