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Zusammenfassung

In dieser Seminararbeit werden zundchst Funktionen mit Werten in Banachrdumen im
Lichte des bekannten Konzeptes der Messbarkeit untersucht. Der Verlust der Approximier-
barkeit durch Treppenfunktionen gibt Anlass zur Definition der starken Messbarkeit, die
dann durch den Messbarkeitssatz von Pettis charakterisiert wird. Starke Messbarkeit ist
auch der Schliissel zum Bochner-Integral, einer Verallgemeinerung des Lebesgue-Integrals.
Abschlieflend wird dieser Integralbegriff verwendet, um ein Analogon des bekannten Dar-
stellungssatzes von Riesz zu beweisen und die als Integrale beziiglich eines reguldren Mafles
darstellbaren Operatoren aus Ly(C(S, X), X) fiir einen kompakten Hausdorff-Raum S und
einen Banachraum X zu charakterisieren.

Die ersten drei Kapitel folgen weitgehend [N]; Teile stammen auch aus [DU]. Die Ge-
genbeispiele, Teile von Korollar 1.6 sowie der Abschnitt iiber das Bochner-Integral nach
einem komplexen Mafl stammen vom Autor. Das vierte und letzte Kapitel folgt [M], wobei
der darin genannte Beweis durch Verwendung der Resultate aus fritheren Kapiteln kiirzer
dargestellt werden konnte.

In der gesamten Arbeit bezeichne (X [|]|) einen Banachraum iiber C und X’ seinen topologi-
schen Dualraum, versehen mit der Abbildungsnorm.

1 Starke Messbarkeit

Sei in diesem Kapitel (£2,2) stets ein Messraum, also 2 eine o-Algebra auf €2.

Prinzipiell lisst sich das Problem der Messbarkeit einer Funktion f :  — X unmittelbar mit den
aus der Mafitheorie bekannten Mitteln behandeln: Man betrachtet die von ||-|| auf X erzeugte
Topologie T := T (]|-]|) und die davon induzierten Borelmengen B(X) := B(T). Die Funktion
f nennen wir 2|B(X)-messbar (kurz messbar), wenn f~1(B) € 2 fiir alle B € B(X). Es zeigt
sich aber (vgl. Satz 1.4), dass eine der wichtigsten Eigenschaften von messbaren Funktionen mit
Bild in C oder C", ndmlich die Approximierbarkeit durch Treppenfunktionen, verloren gehen
kann, wenn man unendlichdimensionale Bildrdume zulésst. Daher definieren wir:

Definition 1.1.
(i) Eine Treppenfunktion ist eine Funktion der Form! Y% 1 4,2;, 4; € A, x; € X.

(ii) Eine Funktion f : Q — X heifit stark messbar, wenn es eine Folge (g, )nen von Treppen-
funktionen gibt, sodass f(w) = limy 00 gn(w) fiir alle w € Q.

Unmittelbar klar ist, dass sowohl die Treppenfunktionen als auch die stark messbaren Funk-
tionen Untervektorriume von X, dem Raum aller Funktionen f : @ — X, bilden, wobei jede
Treppenfunktion stark messbar ist. Ist f : Q@ — X stark messbar und h : Q@ — C messbar,
so kann man beide Funktionen durch Treppenfunktionen (mit unterschiedlichen Bildrdumen)
approximieren: f = lim, o gn, h = lim, 00 hyy. Dann gilt h - f = lim,, o Ay - gn, wobei die
hy - gn Treppenfunktionen 2 — X sind, sodass h - f :  — X stark messbar ist.

Mit demselben Beweis wie im reell-/komplexwertigen Fall existiert fiir jede Treppenfunktion
eine Standardform, d.h. A; # (0 und A;NA; =0, z; # x; fiir i # j. Damit sieht man auch, dass
jede Treppenfunktion g = > | 14,2; stets messbar ist:

n
g (B) = U A; € 2, als endliche Vereinigung messbarer Mengen.
el
Eine weitere Moglichkeit, von Messbarkeit zu sprechen, die sich sofort anbietet, ist die der
schwachen Messbarkeit.

Man beachte die Reihenfolge in der Multiplikation von Skalar und Vektor.



Definition 1.2. Eine Funktion f : Q — X heif3t schwach messbar, wenn fiir jedes 2’ € X' die
Funktion (f, 2’) := 2/ o f : Q@ — C messbar im klassischen Sinne, also bzgl. der o-Algebren 2
und B(C), ist.

Aus der Stabilitdt der komplexwertigen messbaren Funktionen bzgl. punktweiser Grenzwer-
te, der Approximierbarkeit ebenjener Funktionen durch Treppenfunktionen und
C'={(z+— a-z2): a € C} folgt, dass fiir X = C die drei Konzepte von Messbarkeit zusammen-
fallen. Wie der Messbarkeitssatz von Pettis zeigen wird, liegt dies daran, dass C separabel ist;
es gibt eine abzahlbare, dichte Menge. Bevor wir diesen Satz beweisen koénnen, benotigen wir
jedoch noch einige technische Aussagen zur Separabilitit.

Lemma 1.3.
(i) Ist M C X separabel (bzgl. der Spurtopologie) und N C M, dann ist auch N separabel.

1) Ist M C X separabel, so gibt es eine Folge (z!),en aus normierten Funktionalen in X'
( ) n/ne
mit ||ly|| = suppen [(y, 23,)| fir alle y € M.

Beweis. (i) Nach [A2, Proposition 12.14.7] ist fiir einen metrischen Raum die Separabilitét
dquivalent zur Existenz einer abzéhlbaren Basis der zugeordneten Topologie. Teilmengen
von X sind klarerweise wieder metrische Rdume, sodass die Aussage daraus folgt, dass
sich das zweite Abzihlbarkeitsaxiom auf Teilrdume iibertragt.

(ii) Sei {ym : m € N} dicht in M. Nach dem Satz von Hahn-Banach, [FA, Korollar 5.2.4], gilt
|z|| = sup{|{z, 2')| : 2’ € X', ||| =1} fiir alle z € X. Ist (ex)ren eine Nullfolge aus

positiven Zahlen, dann gibt es also fiir alle (m, k) € N? ein 2/, € X’ mit |2/, = 1 und
’(ym, x;nkﬂ > (1 — €x) [|ym||- Seien y € Y und 6 > 0 mit oBdA § < 1 gegeben. Dann gibt

es ein kg € N mit €5, <6 und ein M € N mit ||y — ya|| < 0. Es folgt

+o<

(1 =0) [lyll <1 —ero) llyll < (1 = exo) llyarll + (1 — €no) [ly —ymll < ‘<yM, T ko)

+0 < sup ‘<y, x;nkﬂ + 20.
(m,k)EN2

(s Thrio) | + | wnr = v, @)

<lym—yll <8

Da § > 0 beliebig war, folgt [y|| < sup(,, xyenz |(y, 2,1} |; die Ungleichung
SUD (1, ) €N |y, «2.)| < |lyll ist offensichtlich. Ist (m(n), k(n))nen eine Durchnummerie-

rung von N? und definieren wir z/, := x () k( dann folgt das Gewiinschte.

n)’

O
Damit kommen wir zum schon angekiindigten

Satz 1.4 (Messbarkeitssatz von Pettis, Fassung I). Sei f : Q — X eine Funktion. Dann sind
die folgenden drei Aussagen dquivalent:

(i) f ist stark messbar.
(ii) f ist messbar und hat separables Bild f(Q2) C X.
(iii) f ist schwach messbar und hat separables Bild f(Q2) C X.

Beweis. (i) = (ii): Sei f = limy, oo f, punktweise mit Treppenfunktionen f,. Da B(X) von den
offenen Mengen erzeugt wird, folgt die Messbarkeit, wenn f~1(0) € 2 fiir alle offenen O C X



gezeigt ist. Definiere dazu fiir > 0 die Mengen O, := {y € X : d(y,O0°) > r} (C O). Da die O,
als offene Mengen in B(X) enthalten und die f,, messbar sind, geniigt es,

= U U N Oym) (1)

meNneNk>n

Zu zeigen.

Aus fiy(w) € Oy, fiir alle k > n folgt f(w) € Oy € O1jgp € O, dh. w € f71O).
Ist andererseits w im Komplement der rechten Seite enthalten, dann gibt es fiir alle m,n € N
ein k(m,n) > n mit d(fi(m,n)(w), 0°) < 1/m. Die Folge (fi(nn))nen ist nun eine Teilfolge von
(fa)nen, sodass f(w) = limy,—e0 fk(n,n) (w), also

A(f(@),0%) = 1 d(fyp(w). 0%) =0

<

S|=

Aus der Analysis ist bekannt, dass dies gleichbedeutend ist zu f(w) € O° = OF, sodass w im
Komplement der linken Seite enthalten ist.

Weiters gilt f(2) C U, ey fn(2) =: M. Da jedes f, endlichen Bildbereich hat, ist M separabel
und nach Lemma 1.3(i) auch f(9).

(ii) = (iii): Folgt sofort aus der bekannten Tatsache, dass Verkettungen messbarer Funktionen
wieder messbar sind, und daraus, dass die 2’ € X’ als stetige Funktionen messbar sind.

(iii) = (i): Sei {yn : n € N} eine dichte Teilmenge von f(2). Klarerweise ist auch

D :={yn — ym : n,m € N}

abzihlbar, sodass M := D separabel ist; M umfasst sicher {f(w) — ym : w € Q,m € N}. Nach
Lemma 1.3(ii) gibt es eine Folge (z,)nen aus normierten Vektoren in X' mit
|z = suppen (2, @,,)]| fir alle z € M. Mit den (f, x,) ist fiir festes kK € N auch

w = sup (@) = gk @) | = 11 (@) =yl (2)

messbar. Um die punktweise gegen f konvergente Folge von Treppenfunktionen zu finden,
bendétigen wir zunéchst Hilfsfunktionen. Sei dazu fiir w € 2

1<5<

mm:mﬁMﬂmmmﬂ%M—mwﬂ>m$

und setze gn(w) = Yr(nw)- Da {yn : n € N} dicht in f(Q) ist, gilt lim;, 00 gn(w) = f(w) fiir alle
w € Q. Jedes g, nimmt offenbar nur endlich viele Werte an, nidmlich hochstens yy, ..., yn. Also
ist nur noch zu zeigen, dass g, ! ({yx}) € A fiir alle 1 < k < n. Das folgt aber sofort aus

gﬁG%Dz{WGQWﬂ) yM—Imn!()—w”ﬂ

1<5<

h{WGQ [ (@) = yill > min |[f(w )—yjll}

1<j<n

und der Messbarkeit von (2). O

Bemerkung 1.5. Mit demselben Beweis wie im Schritt (i) = (ii), insbesondere unter Verwendung
von (1), zeigt man, dass der punktweise Grenzwert messbarer Funktionen mit Werten in X wie-
der messbar ist. Das ist insofern bemerkenswert als der klassische Beweis dieser fiir reellwertige



Funktionen wohlbekannten Tatsache? entscheidend auf der Ordnungsrelation auf R aufbaut,
indem er lim inf und lim sup beniitzt. Die Approximationseigenschaft durch Treppenfunktionen
fuBt in R genauso auf der Ordnung, lisst sich aber nicht vollstdndig verallgemeinern.

Korollar 1.6.

(i) Seien (U, ") ein Messraum, g : ' — Q messbar und f : Q — X stark messbar. Dann ist

auch fog:Q — X stark messbar.

(it) Seien (Y,||||y-) ein weiterer Banachraum, g : X —'Y stetig und f : Q@ — X stark messbar.

Dann ist auch go f: Q — Y stark messbar.

(iii) Sind Funktionen (n € N) f, : Q@ — X stark messbar und punktweise konvergent, so ist

auch die Grenzfunktion f:Q — X stark messbar.

(iv) Sei (S,T) ein kompakter topologischer Raum. Dann ist jede stetige Funktion f :S — X

stark messbar, wenn man S mit den Borelmengen B(T) versieht.

Beweis.

(i)

(i)

(iif)

Die Funktion f o g hat nach Lemma 1.3(i) wegen (f o g)(€2') C f(f2) separables Bild und
ist als Verkettung messbarer Funktionen messbar, sodass die Aussage aus dem Messbar-
keitssatz von Pettis folgt.

Es gilt £(Q) = D'Y = D £(Q) fiir ein abzihlbares D C X, d.h. £() C D. Da g stetig
ist, gilt weiter

(g0 /)() Cg(D) € g(D),
sodass g o f nach Lemma 1.3(i) separables Bild hat; g(D) ist ja abzdhlbar. g o f ist als
Verkettung messbarer Funktionen wieder messbar.

Wegen der Stetigkeit der Funktionale 2’ € X' ist (f, 2/} = lim,,_,« (fy, «’) als punktweiser
Grenzwert messbarer komplexwertiger Funktionen messbar, d.h. f ist schwach messbar.
Wie im letzten Punkt gilt f,,(Q2) C D, fiir abzihlbare Mengen D,,. Daraus folgt

F@ < m@c Y D

neN neN
Da J,,cn Drn wieder abzihlbar ist, ergibt sich mit Lemma 1.3(i) die Separabilitét von f(£2).

Die Menge M := f(95) ist als stetiges Bild eines Kompaktums wieder kompakt. Da X
insbesondere ein metrischer Raum ist, ist M aber auch metrisch. Aus [A2, Korollar 12.14.6]
folgt dann, dass M als kompakter, metrischer Raum separabel ist. Schliellich ist f als
stetige Funktion sicher messbar.

O

Die Kompaktheitsvoraussetzung in Korollar 1.6(iv) ist notwendig, wie das folgende Beispiel

zeigt.

Beispiel 1.7. Sei X ein nichtseparabler Banachraum, beispielsweise /2(R), und f : X — X
die Identitat auf X. Dann ist f klarerweise stetig und damit messbar, hat aber nichtseparables

Bild.

2Die Verallgemeinerung auf komplexwertige Funktionen ist dann offensichtlich.



2 pu-starke Messbarkeit

Wir spezialisieren nun auf Mafirdume (Q, 2, 1), die wir als o-endlich und vollstindig annehmen.
Wesentlich ist dabei vor allem die erste Voraussetzung, da nach [R2, Theorem 1.36] jeder MafB-
raum eine Vervollstindigung hat. Beim Ubergang zu ebenjener erhalten wir nur mehr messbare
Mengen und damit mehr messbare Funktionen.

Definition 2.1.

(i) Eine p-Treppenfunktion® ist eine Treppenfunktion Y 7 | 1 4,2; mit
p(A4;) < 4oo fiir alle i € {1,...,n}.

(ii) Eine Funktion f : Q@ — X heiit p-stark messbar, wenn es eine Folge (gn)nen von p-
Treppenfunktionen gibt, sodass f(w) = limy 00 gn(w) fiir p-fast alle w € Q.

(iii) Eine Funktion f:Q — X habe p-f.i. separables Bild*, wenn es eine u-Nullmenge N € 2
gibt, sodass f(Q2\ N) C X separabel ist.

Wie in Kapitel 1 gilt, dass die u-Treppenfunktionen und die p-stark messbaren Funktio-
nen fiir sich genommen Vektorrdume bilden und letztere unter Multiplikation mit messbaren
Funktionen h : 0 — C abgeschlossen sind.

Mit der folgenden Aussage konnen wir die Ergebnisse des letzten Kapitels auf p-starke Mess-
barkeit verallgemeinern. Auflerdem zeigt sie, dass u-starke Messbarkeit eine Verallgemeinerung
der starken Messbarkeit ist®.

Lemma 2.2. Fiir eine Funktion [ :Q — X sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i) fist p-stark messbar.
(ii) Es gibt eine stark messbare Funktion f:Q—= X mit f=f p-fi

Insbesondere folgt aus der p-starken Messbarkeit von f auch die von jedem f', das p-f.i. mit f
tbereinstimmd.

Beweis.

(i) = (ii): Sei f = limp 00 g auf @\ N mit p(N) = 0 fiir p-Treppenfunktionen g,. Dann
ist g, := Lc - g, fiir jedes n € N eine Treppenfunktion, wobei lim,, oo G, = Inc - f =: f stark
messbar ist. Aus u(N) = 0 folgt f = f p-f.ii.

(ii) = (i): Sei f = f p-f.ii. und f = limy,_s00 §n punktweise mit Treppenfunktionen §,. Wegen der
o-Endlichkeit gibt es eine monoton wachsende Folge messbarer Mengen (Ay,)nen mit | J,cn An =
Q und p(A,) < +o0, n € N. Die Funktionen g, := 14, - g, sind p-Treppenfunktionen mit
limy, 00 Gn = f punktweise, also f = limy,_, o gn p-f.. O

Mit Lemma 2.2 ergibt sich leicht folgende Version des Messbarkeitssatzes von Pettis.

Satz 2.3 (Messbarkeitssatz von Pettis, Fassung II). Sei f : Q — X eine Funktion. Dann sind
die folgenden drei Aussagen dquivalent:

(i) f ist p-stark messbar.

(ii) f ist messbar und hat p-f.i. separables Bild.

3Die Zusatzbedingung wird bei der Einfithrung des Integrals in Kapitel 3 unabdingbar sein.
Yengl: p-separably valued; vom Autor iibersetzt
SHierfiir ist o-Endlichkeit gefordert.



(iii) f ist schwach messbar und hat p-f.i. separables Bild.

Bewess.

(i) = (ii): Nach Lemma 2.2 gibt es ein stark messbares f mit f = f u-f.ii., das wegen Fas-
sung I des Pettis’schen Messbarkeitssatzes, Satz 1.4, separables Bild hat. Ist f(w) = f(w) fiir
w e Q\ N mit u(N) =0, dann ist f(Q\ N) = f(2\ N) C f() nach Lemma 1.3(i) separabel.
Da (Q,2, ;1) vollstéindig ist, vererbt sich die Messbarkeit® von f auf f.

(ii) = (iii): Folgt wie im Beweis von Fassung I.

(iii) = (i): Sei N € A eine p-Nullmenge, fiir die f(2\ N) C X separabel ist. Die Funktion
f := 1 ye - f hat separables Bild, denn ist D dicht in f(2\ N), so ist D U {0} dicht in f(Q).
Zudem stimmt f p-f.i. mit f iiberein, womit <f, :B’> = (f, o'y p-f.ii. fir alle 2/ € X'. Wegen

der Vollstandigkeit ist f daher schwach messbar. Nach Fassung I des Pettis’schen Messbarkeits-
satzes, Satz 1.4, ist f stark messbar, sodass aus Lemma 2.2 die u-starke Messbarkeit von f
folgt. O

Korollar 2.4.

(i) Seien (Y,[-||,) ein weiterer Banachraum, g : X — Y stetig und f : Q — X p-stark
messbar. Dann ist auch go f : Q =Y u-stark messbar.

(ii) Sind Funktionen f, : Q@ — X (n € N) u-stark messbar und p-f.i. konvergent, so ist auch
die Grenzfunktion f :Q — X p-stark messbar.

(iii) Ist X separabel, so sind alle vier Messbarkeitsbegriffe, starke Messbarkeit, pi-starke Mess-
barkeit, Messbarkeit und schwache Messbarkeit, dquivalent.

Beweis.

(i) Nach Lemma 2.2 gibt es ein stark messbares f:Q — X mit f = f p-fi. Dann gilt
gof = gof u-f.ii., wobei die rechte Seite nach Korollar 1.6(ii) stark messbar ist. Wiederum
aus Lemma 2.2 folgt jetzt die Aussage.

(ii) Sind N, die Nullmengen, sodass f,(2\ NV,,) separabel ist, und Ny die Ausnahmenullmenge
zur Konvergenz, so ist N := (J, ey (0} N, ebenfalls eine Nullmenge, sodass
fon = 1nc- fo = fn und f = Lye S f = f, jeweils p-f.ii. Die f, sind stark messbar
und konvergieren punktweise gegen f. Letztere ist infolge ebenfalls stark messbar. Aus
Lemma 2.2 folgt nun die Aussage.

(iii) Die letzte Aussage ist klar.
O

In Korollar 2.4(iii) findet sich auch die bekannte Tatsache wieder, dass eine Funktion f : Q@ — C”
genau dann messbar ist, wenn alle ihre Komponentenfunktionen messbar sind.

Korollar 1.6(i) ldsst sich nicht auf u-starke Messbarkeit verallgemeinern, wie man an folgen-
dem Beispiel sieht.

Beispiel 2.5. Definiere Q := [0,1] U {2}, 2 := BN Q7 und x als das PunktmaB in 2, p(A) :=
14(2). X := ¢%(]0,1]) ist sogar ein Hilbertraum und hat die Orthonormalbasis {e; : t € [0,1]},
wobei e; := (st)sefo,1]- Die Funktion f: Q — X,

_Jew, wel0,1]
P

5Genau wegen dieser Tatsache ist Vollstéandigkeit gefordert worden.
"Spur-o-Algebra der Borelmengen auf §



stimmt p-f.ii. mit der Nullfunktion iiberein, ist daher nach Lemma 2.2 p-stark messbar. Definiere
weiter Q' := Q, ' := 2, p’ als die Einschrinkung des Lebesgue-Mafles auf 2 und g = idg. Dann
ist g : @ — Q offenbar A'|2 messbar und (f o g)(w) = ey, w € Q. Da (f o g)(A) genau dann
separabel ist, wenn |A| < Xg, und das Lebesgue-Ma$ (auf Q') keine coabzihlbaren Nullmengen
hat, hat f o g nicht p/-f.ii. separables Bild. Damit ist f o g nicht p/-stark messbar.

3 Bochner-Integral

Sei weiterhin (9,2, 1) ein o-endlicher und vollstindiger Mafiraum. In diesem Kapitel wollen
wir eine Verallgemeinerung des bekannten Lebesgue-Integrals fiir p-stark messbare Funktionen
einfiihren.

Definition 3.1.

(i) Sei g =", 14,2; eine u-Treppenfunktion in Standardform. Dann definieren wir®

/diu = Z,u(AZ)xl
=1

(ii) Sei f : Q@ — X eine p-stark messbare Funktion. Dann heiit f (u-)Bochner-integrierbar
oder einfach integrierbar, wenn es eine Folge (g )nen von p-Treppenfunktionen gibt mit

li_}rn gn=f pfii und (3a)
i [ 117 = gl dp =0, (3b)
n oo O

In diesem Fall ist das Bochner-Integral von f nach p definiert durch

/fd,u = lim /gnd,u. (4)
Q n—oo Q

Bemerkung 3.2. Diese Definition ist etwas redundant, da die starke u-Messbarkeit per defini-
tionem aus (3a) folgt. AuBlerdem konnte man auch nur von (3b) ausgehen, da - wie aus der
MafBtheorie bekannt - fiir eine Teilfolge dann auch (3a) gilt. Weiters beachte man, dass der
Integrand in (3b) messbar ist: f — g, ist p-stark messbar, insbesondere messbar (nach dem
Messbarkeitssatz von Pettis, Satz 2.3), und ||-|| : X — [0, 400) ist stetig.

Wie im skalarwertigen Fall (siehe [K, Lemma 9.6]) zeigt man, dass man das Integral einer
u-Treppenfunktion von jeder beliebigen Darstellung aus bilden kann und nicht auf die Standard-
form zurtickgreifen muss. Damit folgt fiir Treppenfunktionen die Linearitéit des Integrals sowie
|l fogdu|l < follgll du. Fiir den Nachweis dieser Ungleichung stellt man g in Standardform dar,
da dann ||g|| = >"7" | 14, - || gilt. Durch Blick auf die Definition von p-Treppenfunktionen ist
mit dieser Formel auch klar, dass ||g|| Lebesgue-integrierbar ist.

Es ist nicht auf Anhieb klar, dass (4) einen Vektor aus X wohldefiniert.

Lemma 3.3. Ist f pu-Bochner-integrierbar, dann ist das Bochner-Integral von f nach p wohl-
definiert.

8Nach Definition ist u(A;) < +oo.




Beweis. Zu zeigen ist, dass der Grenzwert in (4) existiert und nicht von der Wahl der Folge

(gn)nen in (3a)-(3b) abhingt. Wegen
9n — gm d/~LH < / Hgn - gm” dp
Q Q

H/ gndu gmd:U’H
s/ lgn — £ du+/ If = gmll ds
Q Q

und (3b) ist ([, gn dit)nen eine Cauchy-Folge im Banachraum X, womit sie konvergent ist.
Ist (hp)nen eine weitere Folge von p-Treppenfunktionen mit (3a)-(3b), dann folgt mit ana-

loger Rechnung
H/gndu hdMH [ lou= 11 dut [ 17 = mall ai,

lim /gnd,u— lim hnduH = lim H/ gn dp — h d,uH
9] n—oo 0

also

n—oo n—o0

< limsup (/ lgn — I du+/ T du) —o.
n—oo 0O 9]

Da die Folge approximierender Treppenfunktionen also beliebig gew#hlt werden kann, ist un-
mittelbar klar, dass das Bochner-Integral linear ist. Auflerdem folgt, dass die Definitionen 3.1(i)
und (ii) konsistent sind, indem man fiir eine u-Treppenfunktion g in (3a)-(3b) die konstante
Folge g, := g wahlt. Weiters sieht man, dass mit einer u-stark messbaren Funktion auch alle
damit p-f.i. iibereinstimmenden Funktionen integrierbar sind, wobei die Integrale gleich sind.

Das folgende Ergebnis gemeinsam mit Korollar 2.4(iii) zeigt, dass fiir X = C das Bochner-
Integral mit dem Lebesgue-Integral zusammenfillt, Ersteres also eine Verallgemeinerung des
bekannten Integrals ist.

O]

Satz 3.4. FEine u-stark messbare Funktion f : Q — X ist genau dann Bochner-integrierbar,
wenn || fI| € L', 2, o) =: L (), d-h. [o If]] du < +o0.

Beweis. ad ,,=*“: Sei (gn)n € N die Folge aus (3a)-(3b) und N € N so gewahlt, dass
Jo If = gl dp < 1. Dann gilt

/HfH dué/ I = gnl du+/ lawl duS1+/ lgw | du < +oc.
(9] [9] Q Q

ad ,<“: Da f p-stark messbar ist, gilt f = lim, o g, p-f.i. fiir p-Treppenfunktionen g,.
Definiert man B,, := {w € Q:||gn(w)|| < 2||f(w)||} und g, := 1p, - gn, dann gilt offenbar
f = lim, o0 gn p-fii. (d.h. (3a)) und ||gn|| < 2||f|| bzw. ||f — Gnll < 3|f]] € L' (1). Der Satz

iiber die Konvergenz durch Majorisierung zeigt nun (3b), also die Bochner-Integrierbarkeit von

1. O

Lemma 3.5. Sei f : Q@ — X Bochner-integrierbar, (Y,|||ly) ein weiterer Banachraum und
T € Ly(X,Y). Dann ist auch T'f : Q — Y Bochner-integrierbar, wobei

T(/Qfd,u> :/Qdeﬂ.

Insbesondere gilt fiir jedes ' € X', dass (f, ') € L'(u) und

()~ s
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Beweis. Ist (gn)nen wie in (3a)-(3b) fiir f, dann folgt, da T stetig ist, T'f = lim, 00 T'gp p-fii.
Offenbar sind die T'g,, wieder p-Treppenfunktionen und erfiillen

/Q ITf — Taully du < T /Q 1 = gull dp "0,

(T'gn)nen erfiillt also (3a)-(3b) fiir T'f, sodass T'f Bochner-integrierbar ist. Da Integrale von
Treppenfunktionen mit linearen Abbildungen vertauschen, gilt dabei

Tfdu= lim/Tgnd = limT(/gnd):T<lim/gnd>:T(/fd>.

O
Korollar 3.6. Ist f : Q — X Bochner-integrierbar, dann gilt || [o, f du|| < [, 1 fI dp.
Beweis. Nach Lemma 3.5 gilt fiir 2/ € X/ mit ||2/|| =1
([ rana)| =|[ sy anl < [ )] aus [ 150 an
Q Q Q Q
Aus dem Satz von Hahn-Banach folgt damit
[ rau| s {|( [ ana) o e xfl =1} < [0 an
Q Q
O

Nimmt man zu Satz 3.4 und Korollar 2.4(iii) noch Lemma 3.5 dazu, so ergibt sich, dass auch
fir X = C™ Bochner- und Lebesgue-Integral zusammenfallen.

Als Faustregel gilt, dass sich diejenigen Sétze iiber das Lebesgue-Integral, die keine Nichtne-
gativitdtsvoraussetzungen haben, auf das Bochner-Integral iibertragen lassen. Als Beispiel der
vielen derartigen Resultate sei der Satz von der beschrankten Konvergenz angefiihrt.

Satz 3.7 (von Lebesgue iiber die beschriankte Konvergenz). Seien f,, : @ — X, n € N, Bochner-
integrierbare Funktionen, die u-f.i. gegen eine Grenzfunktion f : Q — X konvergieren. Weiters
gebe es ein h € L () mit || f|| < h p-f.i. Dann gilt limy o0 [, ||f — fnll dp = 0. Insbesondere

ist f Bochner-integrierbar mit
/ fdu = lim / fudp. (5)
Q n—oo Q

Beweis. Nach Korollar 2.4(iii) ist f u-stark messbar. Klarerweise gilt ||f|| < h p-f.i., sodass
einerseits f wegen Satz 3.4 integrierbar ist und andererseits ||f — f,| < 2h p-f.ii. gilt. Das
klassische Resultat angewandt auf ||f — f,| liefert nun lim, o [ || f — full du = 0. Daraus
folgt mit Korollar 3.6 die Beziehung (5). O

Fiir eine messbare Funktion f : 2 — C™ ist bekannt bzw. sieht man aus Satz 3.4, dass
sie genau dann integrierbar ist, wenn alle ihre Komponentenfunktionen integrierbar sind. Es
ist zu erwarten, dass man in allgemeinen Banachriaumen diese Eigenschaft verliert. Allerdings
stellt sich die Frage, ob sie daran hingt, dass C™ endlichdimensional ist, oder ob Hilbertriume
ausreichend sind. Das folgende Beispiel zeigt, dass Ersteres der Fall ist.
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Beispiel 3.8. Sei H der separable, unendlichdimensionale Hilbertraum ¢?(N) mit Orthonor-
malbasis {e, : n € N}, wobei e, := (0ymn)men. Seien weiters Q@ = (0,1), 2 := BN Q und p das
Lebesgue-Maf3 auf €. Definiere fiir n € N die Funktionen

QO —-C
fTL : on
t= S Lign o-(m-1)(t)

und damit f : Q@ — H durch f(t) := > 7, fa(t)en. Da fiir jedes t € Q hochstens ein f,(¢)
von 0 verschieden ist, ist f wohldefiniert. Jedes Funktional in H' kann man in der Form (-, v)
schreiben mit einem v € H, das sich als v = Y7 | (v, e, )e,, ausdriicken ldsst. Damit folgt

271

(F(B0) =D —(v,en)lgnp-u) (1),

n=1

f ist also schwach messbar und daher (u-)stark messbar nach Korollar 2.4(iii). Da die Mengen
(27", 2= (1) disjunkt sind, folgt daraus |(f(t),v)| = S (v, en)| L(g=n 9-(n-1))(t). Somit
erhalten wir

nln

o0

/| v)| dpu(t) 2/ (0, €n)] Tign g1y (£) dpa(t) :Z

(v,en)].

3\*—‘

Beachte dabei, dass man das Integral und die Reihe vertauschen darf, da alle Summanden nicht-
negativ sind. Nach Cauchy-Schwarz ist dieser Ausdruck endlich, da (1 ),en und (|(v, €n)|)nen
quadratsummierbar sind. Alle Verkettungen von f mit stetigen Funktionalen sind also inte-
grierbar,” insbesondere ist f komponentenweise integrierbar. Trotzdem ist f nicht integrierbar:
Wieder da die (27,27 ("7Y) disjunkt sind, gilt || f(£)[| = Y52 21 (3-n o-(n-1)(t) und somit

n=1n

L 1s@l dutey = Y- % =+

Als néchstes soll eine Verallgemeinerung vom Mittelwertsatz der Integralrechnung bewiesen
werden. Hier ist zu beachten, dass dieser Satz im klassischen Fall sehr stark von der Ordnung
lebt. Dennoch ldsst er sich mithilfe des Satzes von Hahn-Banach auch fiir das Bochner-Integral
zeigen.

Satz 3.9 (Mittelwertsatz fiir das Bochner-Integral). Sei f : Q — X Bochner-integrierbar und
w(Q) = 1. Dann gilt

Af@emﬁmw
Also ist das Integral von f in der abgeschlossenen konvexen Hiille ihres Bildbereiches enthalten.

Beweis. Setze C' := co(f(£2)). Diese Menge ist natiirlich konvex, sodass nach einer Folgerung
des Satzes von Hahn-Banach, siehe [FA, Korollar 5.2.6],

C= N (Rea')~!(—00,7].
' e X’ ,yeR

CC(Rez’)~1(—00,9]

Sei also Re (z, 2') <~ fiir alle z € C, insbesondere fiir z = f(w). Dann gilt

Re</ﬂfdu, x’>:Re/Q<f,x’> du:/QRe<f, oY dj < - () = .

9Man sagt, f ist schwach integrierbar.
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Fiir das ndchste Kapitel benotigen wir noch das Bochner-Integral nach einem komplexen
Maf}. Im Folgenden werden wir einige Aussagen iiber komplexe Mafle, insbesondere iiber In-
tegrale komplexwertiger Funktionen nach komplexen Maflen, verwenden, die teilweise leicht
gekiirzt aus [A3, 16.1-16.2] iibernommen wurden und der Vollsténdigkeit halber aufgelistet wer-
den. Dazu sei (€2, 2() wieder nur ein Messraum, M (£2,2() der Raum aller komplexen Mafie darauf
und sei fur g € M(2,2) die Variation von p definiert durch

ol (4) = sup § S (4] 5|, A = A
j=1

Lemma 3.10.

(1) || ist ein endliches, nichtnegatives Mafs mit |(A)] < |u| (A) fir alle A € A. Dabei gilt
fiir ein nichtnegatives Mafl v, dass |u(A)| < v(A) fir alle A € A genau dann, wenn
|| (A) < v(A) fir alle A € 2.

(ii) Versehen mit ||u|| := |p| () wird M(2,2d) zu einem Banachraum.

(iii) Sei p ein o-endliches Mafs. Dann ist ein Maf§ v € M(Q,20) genau dann absolut stetig
beziiglich p, d.h. aus u(A) = 0 folgt v(A) = 0, wenn es eine Funktion w € L' (2,2, u, C)
gibt, sodass

V(A):/wd,u, Ae
A

Der Zusammenhang zwischen v und w ist bijektiv, wobei
()= [ ful dp, Ac
A

und damit ||w||, = ||v|.

(iv) Ist fiir p € M(Q,2) das Map v o-endlich mit p < v'° und w die Dichte von p beziiglich
v, dann heifst g beziiglich u integrierbar, wenn gw beztiglich v integrierbar ist. In diesem
Fall ist das Integral von g nach p definiert durch

/diu :Z/ngdv. (6)

Dieses Integral ist wohldefiniert in dem Sinne, dass es nicht von der konkreten Wahl von
v abhdngt.

(v) Sind p,v € M(Q,A) mit p < v, d.h. per definitionem u < |v|, dann existiert eine |v|-
f. eindeutig bestimmte Dichte von p beziiglich v, ndmlich w := %, wobei w1 die Dichte
von p beziiglich |v| sowie we die unimodulare Dichte von v beziglich |v| ist. Dabei ist
eine messbare Funktion g : Q@ — C genau dann nach p integrierbar, wenn gw nach v
integrierbar ist. In diesem Fall gilt weiterhin (6).

(vi) [ gdp ist linear in g sowie in p.

Nun wollen wir die Definition aus Lemma 3.10(iv) auf das Bochner-Integral ausdehnen.

10y = || ist eine Moglichkeit
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Definition 3.11. Sei p € M(Q,2A) und f : Q@ — X stark messbar. Sei v ein o-endliches Maf}

mit u < v und sei w : 2 — C die Dichte von p beziiglich v. Dann heifit f integrierbar beziiglich

w, wenn'! w - f integrierbar beziiglich v ist. In diesem Fall definiert man

/Qfdu :—/Qw-fdu (7)

Bemerkung 3.12. Es ist auch moglich, nur |u|-starke Messbarkeit von f zu fordern, da w - f in
diesem Fall v-stark messbar ist. Hier geht wesentlich ein, dass fiir eine p-Nullmenge A schon
w|a = 0 p-f.ii. Da wir diese erweiterte Definition im Folgenden nicht benétigen werden und die
Formulierungen und Beweise der Aussagen in Satz 3.13 technisch (noch) aufwindiger wiirden,
werden wir darauf aber verzichten.

Dieses Integral hat folgende Eigenschaften:
Satz 3.13. Seip € M(Q,2) und f: Q — X stark messbar.
(i) Definition 3.11 hdngt nicht von der Wahl des MajSes v mit p < v ab.

(i) f ist genau dann nach p integrierbar, wenn [q || f| d|p| < +oco. In diesem Fall gilt

H/QfduH < [0 bl

(1it) Sei (Y,|||ly-) ein weiterer Banachraum und T € Ly(X,Y). Ist f nach p integrierbar, so

auch Tf :Q —Y, wobei
T(/fdu)z/deu.
Q Q

Insbesondere gilt fiir jedes ' € X', dass (f, ') integrierbar ist und dass

</Qfdu, x> :/Q<f, ) du.

(iv) Seiv ein kompleres Mafi mit p < v, d.h. p < |v|, und w = 7L : Q@ — C die Dichte von
u beztiglich v. Dann ist f genau dann nach p integrierbar, wenn w - f nach v integrierbar
ist. In diesem Fall gilt weiterhin (7).

(v) Das Bochner-Integral ist linear, sowohl in f als auch in pu.

Beweis. Die Integrierbarkeit von w - f nach v ist nach Satz 3.4 dquivalent zu

/ |lw - f]| dv < +o0.
Q

Nach Lemma 3.10(iii) ist |w| die Dichte von |u| beziiglich v, sodass

/Quw-fu dv-/ﬂ!w\-HfH dv—/QHfH dll. (8)

Ist ¥ ein weiteres o-endliches Mafl mit ¢ < 7 und der Dichte w von p beziiglich 7, dann folgt
aus (8), dass @ - f genau dann nach 7 integrierbar ist, wenn w - f nach v integrierbar ist. In
diesem Fall gilt fiir jedes 2’ € X’ nach Lemma 3.5:

</Qw.fdl/,1:’>:/g<w.f,x’> dy:/Qw.<f,$/> du@/ﬂ<f’$/> d,

"1Wie in Kapitel 1 erwihnt ist w - f stark messbar.
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was nach analogen Umformungen in die andere Richtung mit < fQ w- fdo, ! > iibereinstimmt.
Da X’ auf X punktetrennend operiert, folgt

/Qw-fdu:/gu")-fdﬂ.

Damit haben wir (i) und den ersten Teil von (ii) gezeigt. Der zweite Teil folgt aus

‘/Qfd”‘ :‘/Qw'fd” S/Q”w'fli dv@/anH dlul.

ad (iii): Wegen w - T'f = T'(w - f) folgt die Aussage sofort aus der Definition und Lemma 3.5.
ad (iv): Nach (ii) ist f genau dann nach p integrierbar wenn

/ 11 dlu] < +oo. (9)
Q

|wi| ist nach Lemma 3.10(iii) die Dichte von |u| beziiglich |v|, sodass (9) dquivalent ist zur

Endlichkeit von
/ £ Jw1] dv| =/ 1 £1 Jw]| d|v| =/ [w- fIl dlv],
Q Q Q

also zur Integrierbarkeit von w - f nach v. Beachte fiir die erste Gleichheit, dass ws unimodular
ist. Im Falle der Integrierbarkeit gilt fiir jedes 2’ € X’ nach (iii)

</Qfdu,:c’>=/ﬂ<f,x’> du@/ﬂ<f,x’>wdy:/g<w-f,:c’> du:</ﬁw-fdu,:c’>_

Die Aussage folgt nun wieder daraus, dass X’ auf X punktetrennend operiert.
ad (v): Die Linearitét in f folgt unmittelbar aus der Definition und der entsprechenden Aussage

fiir das Integral nach nichtnegativen Maflen.
Seien jetzt pq, p2 € M(2,20) und a1, as € C. Wegen (A € 2 beliebig)

|(apn + agua) (A)] < lan [ (A)] + [zl [p2(A)] < feal|p] (A) + |ag| [uz| (A)
und da die rechte Seite ein nichtnegatives Mafl definiert, gilt nach Lemma 3.10(3i)
|arpn + oopa| < o] |pa] + [oof [pe |

sodass aus der Integrierbarkeit von f nach p; und ps wegen (ii) die Integrierbarkeit nach
aip1 + agpe folgt. Die Gleichung

/ fd(aipr + agps) = al/ fdpy + Oéz/ [ dpz
0 Q 0

zeigt man nun wie oben durch Zuriickfithren auf den skalaren Fall. O

Bemerkung 3.14. Es sei nicht verschwiegen, dass das Bochner-Integral bei weitem nicht der
einzige Integralbegriff in topologischen Vektorrdumen ist. Hervorzuheben ist hier vor allem das
Pettis-Integral oder schwache Integral, bei dem der abstrakte Vektor fQ f du einzig durch

</fd,u, :E/>:/<f, 2’y dp  fiir alle 2’ € X
Q Q

definiert ist. Der Vorteil dieser Begriffsbildung ist, dass f nicht (u-)stark messbar sein muss,
sondern schwache Messbarkeit kombiniert mit schwacher Integrierbarkeit, d.h. (f, 2’) € L(u),
ausreichend ist. Auflerdem muss X kein Banachraum sein; in lokalkonvexen R&umen ist die
Eindeutigkeit von fQ f du stets gegeben, sodass man nur Bedingungen fiir die Existenz benotigt
(siche zB [DU] oder [R1]).
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4 Darstellungssatz von Riesz

In diesem Kapitel seien (S, T') ein kompakter Hausdorff-Raum und B(S) := B(7T) die Borelmen-
gen darauf. Interessiert man sich fiir die beschréankten linearen Funktionale auf C(S) := C(S, C),
stoBt man unweigerlich auf den Darstellungssatz von Riesz, der den Begriff des reguléiren Mafles
verwendet.

Definition 4.1. Ein nichtnegatives Mafl p auf den Borelmengen B(Y') eines lokalkompakten
Hausdorffraums Y heifit reguldr, wenn fiir jedes B € B(Y") gilt, dass

w(B) =inf {u(O) : B C Ooffen} sowie u(B)=sup{u(K): B 2D K kompakt}.

Ein komplexes Ma8l p € M(Y,B(Y)) heifit reguldr, wenn |u| in diesem Sinne regulér ist; be-
zeichne den Raum der reguliren komplexen Mafie mit M,.,(Y, B(Y))!2.

Damit kann man den Darstellungssatz von Riesz beweisen, der in einer recht allgemeinen
Formulierung wie folgt lautet (siehe [R2, Theorem 6.19]13):

Satz 4.2. IfY is a locally compact Hausdorff space, then every bounded linear functional ® on
Co(Y) is represented by a unique reqular complex Borel measure i, in the sense that

¢f—Afw

for every f € Co(Y). Moreover, the norm of ® is the total variation of p:

[ = [u] (¥).

Aus diesem Satz folgt sofort, dass M,.,(Y,B(Y")) fiir sich schon ein Banachraum ist. In
unserer Situation fiir Y = S ergibt sich

Korollar 4.3. Jedes beschrinkte lineare Funktional ® auf C(S) ldsst sich schreiben als

¢f=Lf@,

fir ein eindeutiges p € Myeg(S,B(S)). Dabei gilt ||| = ||p| und die Zuordnung ® — p ist
linear, insgeamt also ein isometrischer Isomorphismus C(S) — Myeq(S, B(S)).

Nun wollen wir das Bochner-Integral aus dem letzten Kapitel verwenden, um eine Verall-
gemeinerung des Darstellungssatzes von Riesz, genau genommen von Korollar 4.3, fiir stetige
Operatoren zu beweisen, die auf den stetigen Funktionen f : S — X operieren und nach X
abbilden!4. Betrachte fiir ein yu € M,.4(S, B(S)) als Motivation den Operator

)OS, X) =X
' foQfd:u

Jedes f € C(S,X) ist geméB Korollar 1.6(iv) stark messbar und wegen

/S\If(S)II dlpl (s) <[ flloo llpell < o0 (10)

12Nach [A3, Lemma 17.3.5] ist M,ey(Y, B(Y)) ein Unterraum von M (Y, B(Y)).
13Tn der Originalquelle wird der lokalkompakte Hausdorffraum mit X bezeichnet.
14 Pparadebeispiel fiir einen solchen Operator ist die Punktauswertung f +— f(s) fiir ein s € S.
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integrierbar. U ist also wohldefiniert, linear und wegen Satz 3.13(ii) und (10) auch beschrankt,
also U € Ly(C(S, X), X), wobei ||¥| < ||p|l. Weiters erfiillt ¥ eine Kompatibilititseigenschaft:
Fiir f,g € C(S,X) und 2/, ¢’ € X’ gilt wegen Satz 3.13(iii)

<f, m/> = <g, y’> = <\Iff, x'> = <\I/g, y’> . (11)

Diese Bedingung ist also notwendig fiir die Darstellbarkeit als Bochner-Integral. Es wird
sich zeigen, dass sie sogar hinreichend ist; dies ist der Inhalt dieses Kapitels. Interessant und im
Folgenden wichtig ist noch der Zusammenhang zwischen ¥ und dem von p induzierten Operator
® e C(S) = Ly(C(S),C): aus Satz 3.13(iii) folgt

(' oW)f =(¥f, ') =D((f, a')) = (a’ o f).
Bevor wir das Resultat formulieren, fithren wir einige Kurzschreibweisen ein.
Definition 4.4.
(i) Cx == C(S,X),

-AX = {\IJ € Lb(CXvX) ‘Vfag € Cvalvy/ € X' <f> $/> = <gv y,> = <\ij7 ZL',> = <\Ijg7 y/>}
(ii) Definiere fiir 2’ € X’ den Operator

/‘{CX—>C(S)
Tl ) (=0 f)

Bemerkung 4.5.

e Da norm-konvergente Folgen aus Ly(Cx, X) insbesondere in der schwachen Operatorto-
pologie konvergieren, ist Ax ein abgeschlossener Unterraum von Ly(Cx, X), also selbst
ein Banachraum.

e Mit der Notation aus Definition 4.4 gilt Cc = C(S) und Ac = Ly(Cc,C) = C(S)’, da C’
nur aus den Funktionalen z — « - z, a € C, besteht und das Integral linear ist.

e Einfache Abschédtzungen unter Beachtung der Tatsache, dass die konstanten Funktionen
in Cx enthalten sind, zeigen, dass U, € Ly(Cx,C(S)) mit ||Uy| = |||

Aus beweistechnischen Griinden werden wir das Resultat in der folgenden Form zeigen; aus
dem Beweis wird sich dann als Korollar das Analogon des Darstellungssatzes von Riesz ergeben.

Satz 4.6. Die Banachriume Ax und C(S)" sind isometrisch isomorph. Insbesondere enthdlt
Ly(Cx, X) eine isometrisch isomorphe Kopie von C(S)’.

Fiir den Beweis benotigen wir ein Lemma.

Lemma 4.7. Es gibt ein 2’ € X' mit ||2'|| = 1, sodass U, surjektiv ist. Fiir jedes h € C(S) gibt
es also ein [ € Cx mit h = (f, 2’). Dabei gilt noch ||f]|. = |h]] -

Beweis. Sei z € X mit ||z| = 1 beliebig. Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es ein 2’ € X’
mit ||2|| = 1 = (x, 2’). Dieses Funktional erfiillt die Bedingungen: Fiir h € C(S) definiere
f(s) = h(s) - . Dann gilt f € Cx, (f(s), 2/) = h(s) - (z, ) = h(s) und offenbar | f||, =
172/l o - -
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Aus diesem Lemma folgt insbesondere |,/ x/ ran U, = C(S).

Beweis (von Satz 4.6). Wir werden ® € C(S) und ¥ € Ay einander so zuordnen, dass die
Gleichung
2ol =>0oU, (12)

fiir alle 2’ € X’ gilt.

Eindeutigkeit: Ist ® gegeben, so ist ¥ sicherlich eindeutig bestimmt, da X’ auf X punktetren-
nend operiert. Ist umgekehrt ¥ gegeben, so ist ® auf | .y ranU,» = C(S) eindeutig bestimmt.
Existenz: Sei zunéichst ® gegeben. Nach dem klassischen Darstellungssatz von Riesz gilt

Oh = / hdup
S
fir ein p € Myeg(S,B(S)), wobei ||®|| = ||p||. Definiere damit
vfim [ fdu
S

nach den Ausfithrungen vor Definition 4.4 ist W ein wohldefinierter beschrinkter Operator aus
Ax, der (12) erfiillt. Dabei ist
I < [l = 1] (13)

Sei umgekehrt ¥ € Ax gegeben. Die Definition

O C(S) =Upex ranlUy —C
lh=2'of = (U f, ')

ist zuldssig, da ¥ € Ax und daher aus 2’/ o f = 3/ 0 g geméf (11) schon (U f, 2’) = (Vg, v/)
folgt. Wahlt man fiir b € C(S) die Darstellung 2z’ o f mit || f|l., = |||l aus Lemma 4.7,
dann kann man fiir h;y = 2’ o fi und he = 2/ o fy sowie a, 3 € C den Ausdruck ahi + Sho
als 2’ o (af1 + Bf2) schreiben, woraus sich die Linearitdt von ® ergibt. Weiters folgt |®h| <
12N NP F < NN flloo = [1¥]] |2 > also die Beschranktheit von ®, wobei

1] <[] (14)

Damit ist ® € C(S)’; (12) ist nach Konstruktion erfiillt.

Wir haben damit eine bijektive Beziehung zwischen Ax und C(S)" hergestellt.
Linearitit der Zuordnung: Sind ¥y bzw. Uy die geméf (12) zu ®1 bzw. ®9 gehorigen Operatoren,
so erfiillt (o, B € C) a¥;+ SV, Bedingung (12) zu a®; + Py, woraus die Linearitéit von & — ¥
folgt. ¥ — & ist dann als Umkehrfunktion einer linearen Abbildung ebenfalls linear.
Isometrie der Zuordnung: Folgt sofort aus (13) und (14). O

Nun kommen wir zum angekiindigten Hauptergebnis.

Korollar 4.8 (Darstellungssatz von Riesz in Banachrdumen). Jeder Operator ¥ € Ax ldsst
sich schreiben als

vf— [ tan

S

fir ein eindeutiges p € Myeq(S,B(S)), wobei genau die Elemente von Ax als derartige Opera-
toren auftreten. Dabei gilt || V|| = ||u|| und die Zuordnung ¥ — p ist linear, insgesamt also ein

isometrischer Isomorphismus Ax — Myeq(S, B(S)).
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Beweis. Sei ® der gemif} (12) zu ¥ gehorige Operator. Wegen der Eindeutigkeit der Zuordnung
aus dem letzten Satz stimmt ¥ mit dem & zugeordneten Operator iiberein. Aus dem Beweis
des Satzes folgt die Darstellung von ¥ mit dem & induzierenden Mafl p € M,.4(S, B(S5)),
wobel ||W] = ||®|| = ||g/|. Sind g1, p2 zwei verschiedene MaBle aus M, eq(S, B(S)), so sind die
induzierten Operatoren ®;, ®3 € C(S)" nach dem klassischen Darstellungssatz verschieden und
damit wegen der Eindeutigkeit der Zuordnung ¥ — & auch die induzierten Operatoren Wy, ¥y €
Ax. Das beweist die Eindeutigkeit von p. Aus den Bemerkungen vor Definition 4.4 folgt, dass
genau die Operatoren aus Ax auftreten, aus Satz 3.13(v) die Linearitét der Zuordnung p +— W
und damit auch die von ¥ — p. O

~Y

Zum Abschluss noch ein Beispiel, das zeigt, dass nur fiir X = C jeder Operator aus
Ly(Cx, X) im obigen Sinne als Integral darstellbar ist.

Beispiel 4.9. Sei dim X > 2. Dann gibt es zwei normierte, linear unabhéngige Vektoren

b1,b2 € X. Nach einer Anwendung des Satzes von Hahn-Banach, [FA, Proposition 5.2.8], hat
M := span{b;,bs} ein abgeschlossenes Komplement, wobei die Projektion P : X — M stetig
ist. Bezeichne mit b] bzw. b3 die klarerweise stetigen Koordinatisierungen von b; bzw. by in
M. Definiert man 2 (z) := (P, b}),,, #5(x) := (Pz, b3),, und 2’ := x| + 25, so gilt offenbar
), xh, 2" € X'. Sei jetzt sy € S gegeben. Es gibt stetige Funktionen hq,he : S — C mit
hi + ha = 0 und hq(sg) # 0, beispielsweise hy = 1 und he = —1. Dann ist h : S — X definiert
durch h(s) := hi(s)b1 + ha(s)bs stetig, d.h. h € Cx, und es gilt 2’ o h = 0, also (h, ') = (0, z’).
Fiir ein o € (0,1) liegt der Operator

U {C’X — X
g — a(g(so), 1) b1 + (g(s0), 75) b2
in Ly(Cx, X) und erfiillt
(Wh, ') = a(h(so), 1) + (h(s0), z5) = ahi(so) + ha(so) = (a — 1)h1(s0) # 0,
also (¥h, 2') # (W0, 2’). Damit haben wir gezeigt, dass ¥ Bedingung (11) nicht erfiillt; also
U ¢ Ax.
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