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1 Einleitung

Was die Beziehungen endlicher Mengen zueinander anbelangt, kann man sich
zumeist auf die eigene Intuition verlassen. Ob es Injektionen beziehungswei-
se Surjektionen von einer Menge in eine andere gibt, ist mit dem Schubfach-
prinzip schnell beantwortet und dementsprechend auch nicht iiberméfig inter-
essant. Ganz anders verhélt es sich mit unendlichen Mengen. Dass beispielsweise
die Vereinigung abzéhlbar unendlich vieler Kopien einer abzahlbar unendlichen
Menge wieder abzéhlbar unendlich ist, ist uns von den rationalen Zahlen her
bekannt.

Im Kapitel 3 dieser Arbeit wollen wir einen Schritt weitergehen und uns am Bei-
spiel des Kontinuums veranschaulichen, dass auch fiir iiberabzédhlbare Mengen
M Bijektionen zwischen M und M x M existieren kénnen'. Solche Abbildungen
werden wir als Cantorfunktionen bezeichnen. Zusétzlich zum Existenznachweis
werden wir uns die Frage stellen, ob solche Bijektionen f: [0,1] — [0,1] x [0, 1]
bzw. g: R — R x R oder auch ihre Umkehrfunktionen stetig sein kénnen. Das
konnen sie namlich nicht.

In Kapitel 4 werden wir Abbildungen f : [0,1] — [0,1] x [0, 1] betrachten und
deren Stetigkeit voraussetzen. Es wird sich herausstellen, dass sich das mit der
Forderung nach Surjektivitéit vereinbaren lisst, es also stetige, surjektive Wege
f:[0,1) = [0,1] x [0,1] (sogenannte Peanokurven) gibt, die bildlich gesprochen

1Sie existieren sogar immer, vgl.[Mar20] Satz 11.4.8.6, uns geht es aber um den konkret
anschaulichen Fall und zusétzliche Eigenschaften dieser Bijektionen.



,das Einheitsquadrat ausmalen“.

Diese Arbeit fufit zum Grofiteil auf dem Buch Strange functions in real analysis
von A.B. Karazishvili [Kar00], genauer auf dessen Kapitel Cantor and Peano
type functions.

2 Definitionen und Voraussetzungen

Wir beginnen mit ein paar notwendigen Defintitionen sowie aus der Analysis
oder Funktionalanalysis bekannten Resultaten, die wir angeben, aber nicht be-
weisen werden.

Definition 2.1. Mit den natiirlichen Zahlen N sei im Folgenden die Menge
{1,2,3,...} gemeint. Fiir die Menge N U {0} werden wir Ny schreiben.

Definition 2.2. Das Einheitsintervall [0, 1] wird im Folgenden mit Z bezeichnet,
das Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1] mit Q.

Aus der Analysis Grundvorlesung ist folgende Tatsache bekannt.

Lemma 2.3. Sei
D = {(2n)nen, € RY|20 € Ny, 2, € {0,...,9IAVN € NIn € N,n > N : 2, # 9}.

Dann existiert fir jede nichtnegative reelle Zahl & genau ein (zp)nen, € D
derart, dass € = z0 + 3.2 147-

Mit anderen Worten: Wenn man periodisch 9 nicht zulésst, hat jede nichtnega-
tive reelle Zahl eine eindeutige Dezimaldarstellung.

Bemerkung 2.4. Indem man fiir negative Zahlen ein Minus vor die Summe
setzt, ldsst sich diese Existenz- und Eindeutigkeitsaussage natiirlich auf alle
reellen Zahlen ausdehnen.

Definition 2.5. Fiir eine beliebige Menge M bezeichnen wir mit §2(M) die
Potenzmenge von M.

Wir wollen noch an folgenden Satz erinnern. Fiir einen Beweis verweisen wir
auf [Har20], Satz 4.1.1.

Satz 2.6. (von Baire). Sei X ein vollstandiger metrischer Raum. Ist (Ap)nen
eine Folge abgeschlossener Teilmengen von X mit leerem Inneren, so hat auch
Unen An leeres Inneres.



3 Cantorfunktionen

Definition 3.1. Eine Funktion f: R — R x R respektive f: Z — Q heifit
Cantorfunktion, wenn Sie bijektiv ist.

Um die Existenz von Cantorfunktionen nachzuweisen, kénnte man explizit Bi-
jektionen zwischen den gegebenen Mengen konstruieren. Es ist jedoch einfacher,
die Existenz von Injektionen in beide Richtungen nachzuweisen. Wie der folgen-
de Satz zeigt, ist das dquivalent zur Existenz einer Bijektion.

Satz 3.2. (von Cantor-Schréder-Bernstein). Seien A, B Mengen. Gibt es In-
jektionen f : A — B und g : B — A, so existiert auch eine Bijektion zwischen
A und B.

Beweis. Wir fithren den Beweis wie in [Mar20], Satz 11.4.3.6. Definiere induktiv
Cy = A\ g(B), Chi1 = g(f(Cy)) sowie C =, .y Cn- Nun sei h := f|c U

o neN ~n
9~ |a\c, also
fla), a€ C,
) = {719
g 'a), acA\C.

Diese Funktion ist wohldefiniert, da g: B — A\ C7 bijektiv ist, und, wie sich
nun zeigen wird, sogar eine Bijektion.

e Fiir die Surjektivitit sei b € B beliebig. Im Fall b € f(C) ist nichts zu
zeigen. Es gelte also b € B\ f(C) und sei a := g(b).

— Nach Definition von C gilt a ¢ C;.

— b liegt nicht in f(C), insbesondere liegt b in keiner Menge f(C,,).
Folglich liegt a in keiner Menge g(f(Cr)) = Cpnt1-

— Also gilt a ¢ C und somit b = g~'(a) € h(A).

e Die Injektivitdt von h wird aus jener von f und g folgen: h|c und h|4\¢
sind sicher injektiv. Angenommen, es gibe ¢ € C sowie a € A\ C mit
h(c) = h(a). Dann miisste ¢ insbesondere in einer Menge C,, liegen, wo-
durch g(h(c)) = g(f(c)) in der Menge C,, 1 C C liegen wiirde. Gleichzeitig
miisste aber nach Konstruktion von h gelten, dass g(h(a)) = g(g~'(a)) =
a, was ein Element von A\ C ist. ¢

O

Bevor wir uns um die Existenz von Cantorfunktionen kiimmern, kénnen wir
mit dem soeben gezeigten Satz 3.2 von Cantor-Schrioder-Bernstein direkt eine
weitere wohlbekannte und hilfreiche Aussage zeigen.

Satz 3.3. Die reellen Zahlen R sind gleichmdchtig wie das Finheitsintervall Z,
in Zeichen
R 10, 1].



Beweis. Unter Beriicksichtigung des Satzes von Cantor-Schréder-Bernstein miissen
wir nur eine Injektion R — 7 angeben, da die Einbettung von [0, 1] in R offenbar
injektiv ist. Bekanntlich ist der Arkustangens eine Injektion von R ins Intervall
(=%, %), weshalb die Abbildung

T 202
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das Gewiinschte liefert. O

Gemif Satz 3.3 gilt also Z =2 R und dementsprechend auch Q = R x R. Ins-
besondere ist die Existenz von Bijektionen f:Z — Q zu jener von Bijektionen
g: R — R x R &dquivalent.

Satz 3.4. Es existieren Cantorfunktionen f:[0,1] — [0,1] x [0, 1].

Beweis. Um diese Aussage zu beweisen, wollen wir Satz 3.2 bemiihen. Wir
miissen eine Injektion f : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] angeben, die Abbildung ¢ — (¢, 0)
ist offenbar eine Injektion in die andere Richtung. Um die Konstruktion noch
ein wenig einfacher zu machen, bemerken wir, dass? [0,1] = [0,1). Seien al-
so a,b € [0,1) und seien 0, ajasas..., 0,b1babs... ihre nach Lemma 2.3 eindeu-
tigen Dezimaldarstellungen. Dann definieren wir f(a,b) := 0, a;bjasbsasbs....
Diese Abbildung ist aufgrund der Eindeutigkeit der Dezimaldarstellung wohl-
definiert und? injektiv. Also gilt nach dem Satz von Cantor-Schréder-Bernstein
[0,1) 2 [0,1) x [0,1) und damit [0,1] = [0,1] x [0,1] sowie R 2 R x R. O

Die Existenz von Cantorfunktionen ist also gesichert. Beziiglich ihrer Stetigkeit
gilt aber

Satz 3.5. Eine Cantorfunktion f: R — R x R ist niemals stetig.
Fiir den Beweis bringen wir ein Lemma.

Lemma 3.6. Seien x € R xR, 6 > 0 und bezeichne IKs(x) C R x R den Rand
der Kugel um x mit Radius 6 in der Ebene. Dann gibt es keine stetige, injektive
Abbildung von OKs(x) in die reellen Zahlen.

Beweis. (Lemma) Sei g: 0Ks(z) — R stetig, aber nicht konstant. Die Kugel-
oberfliche 0K () ist kompakt, also nimmt g in zwei Punkten x4, und 2, ihr
Maximum bzw. Minimum an. Diese beiden sicher verschiedenen Punkte teilen
O0K;(x) in zwei Kreisbogen 1 und s, fir die

Y1 N Y2 = {xmawa xmin}

2Eine Bijektion g: [0,1] — [0, 1) ist beispielsweise durch

r—x/2 x=2"",n¢€ Ny,
T T sonst,

gegeben.
3Sie ist auch surjektiv, aber das brauchen wir hier nicht.



gilt. Aufgrund ihrer Stetigkeit muss g in zwei Punkten & € ~1,& € o jeweils
den Funktionswert w annehmen und kann somit nicht injektiv
sein. O

Beweis. (Satz) Angenommen, f: R — R x R wiire bijektiv und stetig. Dann
hétten wir

RxR= ] f([~n,n)),

neN

wobei alle der vereinigten Mengen kompakt und somit abgeschlossen wéren.
Nach dem Satz 2.6 von Baire hitte mindestens eine der Mengen nichtleeres In-
neres.

Ist n € N derart, dass f([—n,n])° # 0, so bildet f|_p »: [-n,n] = f([-n,n])
einen Hom6omorphismus, denn es werden alle abgeschlossenen (und somit kom-
pakten) Teilmengen von [—n,n] auf (kompakte und somit) abgeschlossene Teil-
mengen von f([—n,n]) abgebildet. Wegen f([—n,n])° # @ enthilt f([—n,n])
eine gewisse Kugel Ks(z) und somit auch ihren Rand 0Ks(x). Im Widerspruch
zu Lemma 3.6 wire (f|ox,(2)) " 0Ks(z) — R injektiv und stetig. # O

Wenn wir Cantorfunktionen zwischen Z und Q betrachten, brauchen wir fiir
dasselbe Resultat nicht einmal den Satz von Baire. Unter einer stetigen Bijektion
f:Z — Q hiitte f(Z) nichtleeres Inneres. Zudem wiirden alle abgeschlossenen
Teilmengen von Z auf abgeschlossene Teilmengen von Q abgebildet, f wére also
ein Hom6omorphismus. Damit wiirde f~! den Rand jeder Kugel in Q stetig und
injektiv ins Einheitsintervall Z und damit in die reellen Zahlen abbilden, was
einen Widerspruch zu Lemma 3.6 darstellen wiirde. Wir haben also gezeigt:

Satz 3.7. FEs gibt keine stetige Cantorfunktion f: 7T — Q.

Cantorfunktionen sind also niemals stetig. Da sie aber bijektiv sind, ergibt es
auch Sinn, ihre Inverse auf diese Eigenschaft zu untersuchen. Hier lassen sich
bereits Injektivitit und separate Stetigkeit in beiden Variablen nicht vereinba-
ren:

Proposition 3.8. Sei f: Q — T stetig in der ersten und in der zweiten Varia-
ble. Dann ist f nicht injektiv. Insbesondere kénnen stetige Funktionen f: Q — T
nicht injektiv sein.

Beweis. Angenommen, f wére injektiv. Nach Voraussetzung ist dann

o) = (. 3)

eine stetige, injektive Funktion von Z nach Z. Sei a := ¢(0),b := ¢(1) mit oBdA.
a < b. Aufgrund der Stetigkeit von ¢ folgt aus dem Zwischenwertsatz

{¢(x): x € ]0,1]} 2 [a,b].

Insbesondere gibt es & € (0,1) mit ¢(§) = “T“’. Wieder nach Voraussetzung ist
v: 71 — T mit
Y(y) = f(&y), y €T,



stetig und injektiv. Wegen

a+b
2

a<v(z)="27 <h,

gibt es eine Umgebung U € U(3), U C [0, 1] mit

VyeU:a<y(y) = f(&y) <b,

weshalb 1
{f(&y):y e UN{GH C (a,0).
Gleichzeitig gilt aber (siehe oben)
{f(z,1/2): z € [0,1]} D [a,b].

Folglich gibt es yo € [0,1] \ {3}, zo € [0,1], mit

F(6.90) = (o, 5)- ¢

O

Da man jede stetige Abbildung f: R x R — R durch Einschrinkung zu einer
stetigen Abbildung

f‘[O,l]x[O,l]: [Oa 1] X [07 1] - [C&ﬁ]

mit Zahlen o, 3 € R machen kann* und da die genauen Intervallgrenzen im
Beweis vorher keine Rolle gespielt haben, gilt natiirlich auch:

Korollar 3.9. Sei f: R x R — R stetig. Dann ist f nicht injektiv.

4Die Bilder kompakter, zusammenhingender Mengen unter stetigen Abbildungen sind stets
kompakt und zusammenhéngend.



4 Peanofunktionen

Die Bijektivitét einer Abbildung f: Z — Q verunmoglicht nach dem vorherigen
Abschnitt ihre Stetigkeit. Fiir Funktionen in umgekehrter Richtung lassen sich
nicht einmal Stetigkeit und Injektivitdt vereinbaren. Um stetige Abbildungen
zwischen diesen Mengen zu studieren, werden wir deshalb einen anderen Ansatz
wihlen als fiir Cantorfunktionen. Wir werden uns im folgenden Kapitel auf
Funktionen der Form f: Z — Q beschrinken und deren Stetigkeit voraussetzen.
Dann zeigen wir, dass sich diese mit Surjektivitdt vereinbaren lédsst. Injektivitit
kann dann gem#fl den Ergebnissen des vorangegangenen Kapitels aber sicher
nicht mehr gegeben sein.

Definition 4.1. Eine Funktion f: Z — Q heifit Peanofunktion, wenn sie stetig
und surjektiv ist.

Der Nachweis der Existenz solcher Funktionen ldauft anders ab als im zweiten
Kapitel. Zun#chst sei an die aus der Maftheorie bekannte Cantormenge erinnert,
die wir wie in [Blii19] vorgefiihrt konstruieren: Auf dem kompakten Intervall [0,1]
seien die beiden Abbildungen Ty, Ty durch Ty(z) = £, Ti(z) = 3 + £ erkléirt.
Damit ist die Abbildung

T, {mo, 1]) = ((0.1))

wohldefiniert. Induktiv definieren wir die Mengenfolge (A, )nen, durch
Ap:=[0,1] und A, 41 :=T(4,), n € No.

Fiir alle n besteht A,, aus 2" abgeschlossenen Intervallen der Linge 37", wo-
bei A,41 aus A, durch Entfernen des mittleren offenen Drittels aus allen 2™
Intervallen hervorgeht. Insbesondere gilt

n
m Aki = Amamfzokiv

=0

womit (A4, )nen, die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt und die Cantor-

menge € := ﬂneN A,, eine nichtleere, abgeschlossene und kompakte Menge ist.
0 1/3 2/3 1
Ap
I I
— — — — Ai)
- . - . - . - e
'TEN L ‘T ‘T N EE
nn oun nunoun nuoun nnoun oA
] (1] I [} [l I [ (] Ag

Abbildung 1: Konstruktion der Cantormenge ([Bliil9], S.83).



Fiir den Beweis des folgenden Satzes von Hausdorff-Alexandroff, der den Grof-
teil der Arbeit zum Nachweis der Existenz von Peanofunktionen darstellen wird,
brauchen wir eine Uberlegung zur Cantormenge und zu kompakten metrischen
Raumen im Allgemeinen.

Definition 4.2. Sei M eine Menge und {N;, i € I} eine Uberdeckung von M.
Wenn zusiitzlich N; C M fiir alle ¢ € I gilt, so nennen wir {N;, i € I} eine
Teilmengeniiberdeckung von M.

Lemma 4.3.

(i)

(i)

Sei € mit der Relativtopologie versehen. Zu € > 0, A C € abgeschloffen
(offen und abgeschlossen) gibt es eine endliche Partitionierung von A in
abgeschloffene Mengen mit Durchmesser kleiner €.

Ist (M,d) ein kompakter, metrischer Raum, N C M abgeschlossen und
6 > 0, dann ezistiert eine endliche Teilmengeniiberdeckung von N durch
nichtleere, abgeschlossene Mengen mit Durchmesser kleiner 0.

Beweis.

(i)

Fiir n € N mit 37" < ¢ seien (Bg)keq,... 2n} die 2" abgeschlossenen und
paarweise disjunkten Intervalle, aus denen A,, besteht und die alle bereits
Durchmesser 37" < e haben. Dann ist die gewiinschte Partition von A
durch {By N A: k€ {1,...,2"}} \ {0} gegeben. Diese Mengen sind offen-
sichtlich® abgeschlossen. Wegen B; = A,, \ (Urstikeqr,.. 2ny Be) ist Brin
A,, und folglich auch AN B; = AN (B;NE) in € offen.

Offensichtlich gilt
Nc | Us(a),
reN

wobei der Durchmesser von U s (z) kleiner § ist. Da N kompakt ist, gibt
es endlich viele Punkte 1, ...,z, € N, sodass bereits N C JI'_, Us (2;).
Indem wir hier zum Abschluss aller Kugeln iibergehen, bleibt die Uberde-
ckungseigenschaft natiirlich erhalten und auch die Durchmesser veréndern
sich nicht. Zudem enthalten alle Mengen ihre Mittelpunkte und sind so-
mit nichtleer. Also bilden die Mengen {N N Us(zi): i € {1,...,n}} eine
Teilmengeniiberdeckung von N mit den geforderten Eigenschaften.

O

Satz 4.4. (von Hausdorff-Alezandroff). Sei (M,d) ein kompakter, nichtleerer
metrischer Raum. Dann existiert eine stetige, surjektive Abbildung von € auf

M.

5Da die Bj, als Teilmengen von R abgeschlossen sind, ist A N By = (AN&) N B, =
abgeschlossen in der Relativtopologie.



Beweis. Durch iteratives Anwenden des vorangegangenen Lemmas kénnen Men-
genfolgen

{(Xnk)1<k<m(n) : n € N},
{(Ynk)1<k<m(n) 1 0 € N},

derart gewihlt werden, dass

1. Vn € Nist (X k)1<k<m(n) €ine endliche Partition Von ¢ bestehend aus

abgeschloffenen Mengen mit Durchmesser kleiner ?

2. Vn € Nist (Ynx)1<k<m(n) €ine endliche Uberdeckung von M bestehend

aus nichtleeren, abgeschlossenen Mengen mit Durchmesser kleiner ~1H

3. VneNVie{l,..,mn+1}Ike{l,...mn)}: Xnt1: C X, -

4. Yn € NNVE € {1,..m(n)},Vl € {1,...mn+ 1)} : Xpt11 C Xpp =
Yn+1l g Yn k-

Fiir n = 1 wihlen wir geméfl Lemma 4.3 eine Partition X1 1.. Xl’p aus abge-
schloffenen Mengen von € und eine Uberdeckung® Y1 1- Yl,q aus abgeschlosse-
nen, nichtleeren Mengen von M mit Durchmesser klelner 1 Im Fall p = ¢ sind
wir fertig. Ansonsten miissen wir die Anzahl der verwendeten Mengen noch an-
einander angleichen. Im Fall von p > ¢ definieren wir Y; PERTOS Y% p = Y, q-
Wenn p < ¢ gilt, partitionieren wir wieder entsprechend Lemma 4.3 jede Men-
ge X 1,i durch abgeschloffene Mengen X 14,15 - X 1,4,p; Wit Durchmesser kleiner
diam(X; ;)/2 und verwenden die Vereinigung all dieser neuen Partitionen, also
Ule{f(l,i,l, e Xl’i,pi}, als neue Partition von €. Da sich die Anzahl der in der
Partition auftretenden Mengen durch die Halbierung aller Durchmesser min-
destens verdoppelt”, kommen wir durch mehrfaches Anwenden dieser Methode
und entsprechendes Umbenennen der in der Partition vorkommenden Mengen
wieder zum Fall p > ¢, in dem bereits Gleichheit herrscht oder wir sie wie oben
beschrieben herstellen kénnen. Zuletzt definieren wir m(1) := p und bezeichnen
die Mengen mit X 1, ..., X1 (1) respektive Y7 1, ..., Y ;,,(1). Die Reihenfolge ist
im ersten Schritt noch unerheblich.

Sei jetzt m > 2 und seien die Partitionen und Teilmengeniiberdeckungen fiir
alle j < n bereits passend gewdhlt. Gilt fiir ein k € {1,...,m(n — 1)} bereits
diam(X,,—1 %) < %ﬂ und diam(Y,—1%) < n%rl, so konnen die Mengen im
néichsten Iterationsschritt iibernommen werden, wir werden sie dort zunichst
als Xn_th und )7n_1,;“1 bezeichnen. Andernfalls wissen wir nach Lemma 4.3,
dass es eine entsprechende Partition Von Xpn—1,r und Teilmengeniiberdeckung
von Y,,_1 % mit Durchmesser kleiner T gibt. Diese konnen wie im vorange-
gangenen Absatz sogar gleichméchtig gewihlt werden. Wir notieren fiir Sie
(X1 piti € {1,.,k(k)}} sowie {Y,_14i:4 € {1,...5(k)}}. Indem wir fiir

6 Alle Uberdeckungen der Grundmenge sind Teilmengeniiberdeckungen.
"Singletons sind nach Defintion der Relativtopologie nie offen in €.



alle k € {1,...,m(n — 1)} so vorgehen, erhalten wir m(n — 1) viele Partitionen
und Uberdeckungen. Diese miissen jetzt noch passend indiziert werden. Wir
setzen

Xn1 i =Xn_1,1,1,

X’IL,K(I) = Ap—1,1,k(1)s

Knw(1)+1 = Xn-1,21,

sz;::(;l—l) w(k) = Xn—l,m(n—l),n(m(n—l))
und dementsprechend m(n) := ZL:(?*D k(k). Mit den Mengen }N/n,l,;m verfah-
ren wir ganz analog. Die Mengen {(Xp k)1 <k<m(n) : 7 € N} und {(Yo 1) 1<r<m(n) :
n € N} erfiillen die Eigenschaften 1.-4. nach Konstruktion.

Fir z € ¢ ist durch die Forderung = € X, ;, fiir alle n € N eine Folge
(kn)neny mit 1 < k, < m(n),n € N, definiert. Fiir die korrespondierende
Folge (Y, k, )nen gilt nach 4. Y11 4 C Y, fiir alle n € N und nach 2.
lim,, oo diam(Y,, , ) = 0.

Die Mengen Y, 1, haben offensichtlich die endliche Durchschnittseigenschaft
und M ist voraussetzungsgemifl kompakt. Es muss also genau einen Punkt y €
M geben, der in allen Mengen Y}, 1, ,n € N, liegt. Indem wir diesen eindeutigen
Punkt mit f(z) bezeichnen, ist eine Funktion f: € — M definiert.

Um den Satz zu beweisen, miissen wir noch Stetigkeit und Surjektivitdt von
f zeigen. Da wir es mit metrischen Rdumen zu tun haben, reicht fiir ersteres
Folgenstetigkeit. Sei (Z,,)meny € €V eine gegen z konvergente Folge und sei
(kn)nen wie oben in Bezug auf x gewihlt. Dann gilt®

n+1

Vne NIM e NVm > M : z,, € X, 1.,
wodurch in Verbindung mit f(x) € Y, &,

Vn e NIM e NVm > M : f(zp,) € Yoi, C U%(f((b)%
also lim,, oo f(z,,) = f(z). Fiir die Surjektivitéit sei y € M beliebig aber fest.
Setzen wir
F, = U{X”’k: 1<k<mn)ANyeY,r}

dann bildet F,,, n € N, eine Folge von? nichtleeren, abgeschlossenen Mengen.
Zudem ist die Folge F,, beziiglich der Mengeninklusion absteigend geordnet,
da es zu jedem n € Nund I € {1,...,m(n+ 1)} mit y € Y,,11,; und folglich

8Die Mengen Xn,k, sind offen, also Umgebungen von z.
9Die Yok, k € {1,...,m(n)} iiberdecken fiir jedes n die Menge M.

10



Xnt11 € Fppq ein k € {1,...,m(n)} gibt mit X, 11, C X, . Nach 4. gilt
dann y € Y41, C Yy, i, woraus X,, , C F,, folgt. Somit hat die Mengenfamilie
die endliche Durchschnittseigenschaft, wodurch F':= " F), nichtleer ist. Nach
Konstruktion von f werden alle Elemente von F' auf y abgebildet. O

Dieser Satz liefert uns auf einfache Art und Weise die Hauptaussage des Kapitels.

Satz 4.5. Peanofunktionen, also stetige und surjektive Abbildungen von [0, 1]
auf [0,1] x [0, 1], ezistieren.

Beweis. [0,1] x [0,1] ist eine kompakte Teilmenge des (R?,ds) und dement-
sprechend mit der durch die eingeschrinkte Metrik erzeugten Topologie, welche
genau die Relativtopologie ist, ein kompakter metrischer Raum. Nach Satz 4.4
gibt es eine stetige, surjektive Abbildung f : € — [0,1] x [0,1]. Gemé&B der
Konstruktion der Cantormenge gilt

0,1] = ¢ U U(a,meM(“’ b), wobei M = {(a,b) : [a,b] N € = {a, b}}.

Fiir (a,b) € M setzen wir f linear auf das Intervall (a,b) durch

fla+~(b—a)):= f(a) +(f(b) — f(a)), v € (0, 1),
fort. Indem wir mit allen Intervallen in M so verfahren und f |e = f setzen,
erhalten wir eine stetige und surjektive Abbildung f: [0,1] — [0,1] x [0,1]. O
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