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1 Einleitung

Zentral in dieser Arbeit ist der Satz von Rademacher, der eine wichtige Aussage iiber Diffe-
renzierbarkeit in endlichdimensionalen Banachraumen liefert. Sie orientiert sich vor allem
an den Ergebnissen in [DiB02] und [EG15]. Nach dem Einfiihren des relevanten Werk-
zeugs wird zunéchst der eindimensionale, dann der allgemeine Fall betrachtet. SchliefSlich
wird ein kleiner Einblick in Rdume mit Radon Nikodym Eigenschaft, vor allem Ergebnisse
aus [BLO0], in denen &hnliche, wenn auch schwichere Aussagen iiber Differenzierbarkeit
getroffen werden kénnen, geboten.

2 Satz von Rademacher

2.1 Relevante Definitionen

Bevor wir zur Aussage und zum Beweis des Satzes von Rademacher kommen, miissen
zunéchst einige Begriffe eingefithrt werden. Im Folgenden werden alle Definitionen und
Sitze fiir auf R, bezichungsweise auf RY, mit N € N definierte Funktionen formuliert.
Analog sind diese auch fiir offene Teilmengen von R (bzw. R") giiltig. Mit||-|| bezeichnen
wir die Zweinorm ||-||, = auf R". Da alle Normen auf R" #quivalent sind, gelten alle
Resultate analog fiir andere Normen.

Definition 2.1.1 Eine Funktion f: R™ — R heifit Lipschitz-stetig, wenn es eine Kon-
stante L gibt, sodass

[f(z) = fy)l < Lz —y|  fir alle 2,y € R™.

Definition 2.1.2 Eine Funktion f: R"™ — R heifit dementsprechend lokal Lipschitz-
stetig, wenn es fiir jede kompakte Teilmenge K von R™ eine Konstante Ly gibt, sodass
die Lipschitz-Bedingung auf K erfiillt ist.

Jede Lipschitz-stetige Funktion ist auch gleichméfig stetig. Die Umkehrung gilt nicht,
wie man im folgenden Beispiel sieht.

Beispiel 2.1.3 Man betrachte die Wurzelfunktion, definiert auf [0, 00). Wire diese Lip-
schitz stetig, so gibe es nun ein L > 0, sodass |z — \/y| < L - |z — y| auf ganz [0, 00).
[Va+vil 1
|va+vil |[Va+il
erhalten wir einen Widerspruch. Wihlt man § = €2 zu € > 0, dann folgt, mit 0.B.d.A.
y <z, dassy <z +¢e? < (v +¢e)? und somit |\/_ — \/§| < e. Damit ist gleichméiBige
Stetigkeit gezeigt.

Erweitert man die linke Seite mit , so ergibt sich < L. Firx = #, y=20

Definition 2.1.4 Sei f: R" — R. Fiir beliebiges v € R™ bezeichnet man mit

D, f(x) :=lim flo+tv) - fz)

, xeR"
t—0 t




die Richtungsbleitung von f an der Stelle x nach v, falls dieser Grenzwert existiert.

Die Richtungsableitungen nach den Einheitsvektoren ey, ..,e, € R"™ werden auch mit
for (), .., fun () bezeichnet, der Gradient von f ist Vf(z) = (fo, (2), .., fu, (2))T.

Weiters ist f partiell differenzierbar bei x € R™, wenn die Richtungsableitung D, (x) fiir
v =ey,...,e, existiert. Sind diese dariiber hinaus stetig, heiflt f stetig partiell differen-
zierbar. In dem Fall schreiben schreiben wir f € C'(R").

Nicht mit diesen Ausdriicken zu verwechseln ist der Begriff der Differenzierbarkeit, der in
der Literatur auch als Fréchet-Differenzierbarkeit oder totale Differenzierbarkeit bezeich-
net wird.

Definition 2.1.5 Eine Funktion f: R" — R ist differenzierbar bei x € R™, wenn es ein
Df(x) € R gibt, sodass

fly) = f(z) + Df(x)(y — x) + e(z —y), firy € Uy(z),

erfiillt ist. Hierbei ist p > 0 und e: U,(0)\0 — R derart, dass lim,_,, w = 0.

z—yl|

Elementar zeigt man: Gibt es ein solches D f(z), so stimmt dieses mit V f(x)" iiberein.
Also folgt Partielle Differenzierbarkeit aus der Differenzierbarkeit. Umgekehrt léasst sich
jedoch nicht von der Existenz von V f(z) auf die Differenzierbarkeit bei = schlieen. Aus
der stetigen partiellen Differenzierbarkeit folgt aber sehr wohl die Differenzierbarkeit.

2.2 Funktionen auf R

Fiir den Beweis des Satzes von Rademacher ist noch eine Aussage zur Differenzierbarkeit
fiir Funktionen auf R notig.

Definition 2.2.1 Eine Funkion f: R — R heiflt absolut stetig, falls es fiir jedes € > 0 ein

d > 0 gibt, sodass fiir jede endliche Menge paarweise disjunkter Intervalle {(xg, yx)}7i_;
mit Gesamtlinge > ', (yx — x5) < 0

S 1) — fla)] < e

gilt.
Ein wichtiges Resultat ist, dass Lipschitz-stetige Funktionen auf R absolut stetig sind.

Lemma 2.2.2 Eine Lipschitz-stetige Funktion f: R — R ist absolut stetig.



Beweis. Fiir ¢ > 0 wihle 0 := £. Dann folgt fiir alle {(z,yx)}7—; mit Gesamtlinge
Zzzl(yk — ) <9

n

Do) = Sl S 3L (= w) = Lo = m) < Led=Lp=c

k=1 k=1
]

Definition 2.2.3 Eine Funktion f: [a,b] — R heilt von beschrinkter Variation (f €
BV ([a,b])), falls V2(f) < +o0, wobei

VI = sup (> 1f(2:) = flwia)] ta =20 <21 < .. <@, = b,n € N},
=1

Ein bekanntes Ergebnis aus der Mafitheorie ist, dass absolut stetige Funktionen auf je-
dem Intervall [a, b] von beschriankter Variation sind [Kusl4, Kapitel 12.2/3]. Der Satz von
Lebesgue - siche [Kusl4l Kapitel 12.2/3] - liefert dann die Differenzierbarkeit fast iiberall
auf genanntem Intervall; also ist f auflerhalb einer Lebesgue-Nullmenge differenzierbar.
Da Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist, lasst sich dieses Resultat dann fiir ab-
solut stetige Funktionen auf ganz R iibertragen. Wir erhalten also:

Lemma 2.2.4 FEine absolut stetige Funktion f: R — R ist f.4. differenzierbar.

Dieses Ergebnis lésst sich mit Lemma 2.2.2 fiir lokal Lipschitz stetige Funktionen kom-
binieren. Wir erhalten eine Aussage, die wir fiir den Beweis vom Satz von Rademacher
bendtigen werden.

Korollar 2.2.5 Sei f: R — R eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. Dann st f f.i. dif-
ferenzierbar.

2.3 Satz von Rademacher

Wir kommen zur Hauptaussage dieser Arbeit.

Satz 2.3.1 (SATZ VON RADEMACHER). Sei f: R" — R eine lokal Lipschitz-stetige
Funktion. Dann ist f f.. differenzierbar.

Beweis. Der Beweis wird in drei Schritten erfolgen. Fiir den ersten und zweiten Teil be-
trachte Richtungsableitungen D, f(x) fiir ||v]| = 1.

1. Behauptung: D, f(x) existiert fiir fast alle x € R™.



Wie definieren

D, f(x) = lim sup flz + tl;) — f(z)
t—0
D, f(z) = lim inf fla+tv) - flx)

t—0 t

)

Bezeichne mit E, die Menge, auf der D, f nicht definiert ist, genauer
E, ={x € R"|D,f(z) < D,f(x)}.

Da f stetig ist, kann der Grenzwert D, f(x) bzw. D, f(z) fiir t € (—1,1) N Q gebildet
werden. Es folgt, dass D, f(z) und D, f(z) messbar sind und dementsprechend auch E,
messbar ist [Kus14, Kapitel 7.2].

Mit f ist auch ¢: R — Rt — f(x + tv) fiir jedes € R™ lokal Lipschitz-stetig, da

6(t) — d(s)] = |f(z+tv) = flz+sv)| < Llz+tv—x — svf
=L-|t—s||v|]|=LI|t—s|.
Aus Korollar 2.2.5 folgt damit fiir ¢ die Differenzierbarkeit fast iiberall auf R. Wegen

¢'(t) = D, f(z + tv) hat der Schnitt von F, mit jeder zu v parallelen Linie L eindimen-
sionales Lebesgue-Ma$ null. Mit dem Satz von Fubini [Kus14] folgt

N(E,) = / ME, N L) dA! = 0.
vt
2. Behauptung: D, f(x) = V f(z) v fiir fast alle z.

Auf der Menge A = R"\(E, UlJj_, E,) existieren alle Richtungsableitungen von f nach
v sowie der Gradient. Betrachte ¢ € (—1,1) N Q und bezeichne mit e;, j = 1,...,n,
die Einheitsvektoren von R™. Da f lokal Lipschitz-stetig ist, gilt fiir alle beliebig oft
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager ¢ € C3°(R™),

‘f(xﬂv)—f(ﬂf)
t

()] < Lel¢(w)],

wobei L¢ die Lipschitz Konstante von f auf einer hinreichend grofien, den Triger von
¢ enthaltenden Kugel ist. Somit sind die Bedingungen fiir den Satz von dominierter
Konvergenz [Kusl4] erfiillt. Integriert man auf der Menge A, so folgt

/Df M/fﬁw 1) ) da

s flz+tv f(z)
—ggré(/Afc(w)dx—/ATa ) do)

Substituiert man im linken Integral mit x — tv, so erhélt man

= lim _f(:r) T —
~tin( [ T (o -y o [ 1)
. ¢(x) - ((fﬂ-tv
= —11_{% Af(:c) , dzx.



Mit dem selben Argument wie zuvor, kann man jetzt mit dominierter Konvergenz den
Limes und das Integral vertauschen. Da ¢ aus Cg°(RY) gewihlt wurde, ergibt das

_ivjéf(x)ng(x) dr = — U] 15%/]‘ _tej) dz.

Nun wird, &hnlich wie zuvor, mit v + te; substituiert und dominierte Konvergenz ange-
wendet. Also stimmt obiger Ausdruck iiberein mit

v]hm/ fx+te] J( )C( ) dx

t—0

= / v-Vf(zx)((x) dx
A

Das impliziert
[ (Do) = V@) 0w da =0

fiir alle ¢ € C§°(R"). Nach [Kus14] folgt daraus D,(z)f = Vf(x)"v fast iiberall auf A.
Da nach dem ersten Teil £, U J;_, E; Lebesgue-Mafi Null hat, erhalten wir D, (z)f =
v- Vf(z) fast iiberall auf R".

Sei nun B = {ug|k € N} eine abzihlbare dichte Teilmenge auf dem Rand der Einheits-
kugel 0By, sodass alle Einheitsvektoren e; darin enthalten sind. Betrachte

F,, = {x € R"|D,, f(z) existiert und D,, f(z) = Vf(x) us}.

Nach dem bereits Gezeigten hat R™\ (N F,,, Lebesgue-Mafl Null.
keN

Um das Theorem zu beweisen, geniigt es nun die Differenzierbarkeit von f auf F' = () F,,
keN
Zu zeigen.

3. Behauptung: f ist differenzierbar auf F'.
Fir z € F, u € 0By und t € [—1,1]\{0} definieren wir

fx +tu) = f(x)
t

Sei weiters L die Lipschitzkonstante von f auf Ki(x). Fiir beliebeige v € 0B, gilt

Q(z,u,t) = — Vi) u

Q1) - Qv )] < (LI TEEON 10 0y T )

< Lllu =2l + V()] lu = vl




< L(Vn+1)[lu—wll. (1)

Die letzte Ungleichung gilt, da | f,,| = |lim,— w <L- Hr+i_—w\| — I, und somit

VAl <+vn-L.
Fiir e > 0 wéhle N(e) € N grof§ genug, sodass

€
su min u—ul| < ————. 2
H“HEl k=1,...,N(e) || kH o 2L(\/ﬁ+ 1) ( )

Wegen der Dichteeigenschaft der Menge B und der Kompaktheit von 0B gibt es ein
solches N (). Weiters gilt nach Definition der Menge F

151&@(3:,%,@ =0 furke{l,...,N(e)}.
Es folgt die Existenz eines 6 > 0 mit 0.B.d.A. § < 1, sodass
1Q(x, up, )] < g firalle 0 < [t| <0 und k =1,..., N(e). (3)
Zusammen folgt aus den Gleichungen (1)-(3) fiir alle u € 0B,

|Q(z,u,t)| < |Q(x, t,ur)| + |Q(x,u,t) — Q(z,ux, t)| <e fir 0 < |t| <,

~~~~~

Wiéhle y # z aus R" und setze u := p=0 und t = ly — z||. Offensichtlich ist dann
y =z + tu. Es folgt

) = F(x) = V(@) (y —2) = fla+ tu) — f(2) — 9 f(2) Tu
=@@W%E%Nw—xmww—ﬂu

mit
- x .
Qe,—rlly—al)| <= far0<lly—a| <3
ly — |
Somit ist f bei z differenzierbar, wobei D f(z) = Vf(z)'. O

3 Weiterfithrende Resultate

Der Satz von Rademacher ist eine sehr schone und starke Aussage auf endlichdimensio-
nalen Vektorrdumen. Aber wie sieht das mit unendlichdimensionalen Rdumen aus? Es
lassen sich tatséchlich dhnliche Resultate finden. Eines davon betrachtet Rdume mit der
Radon-Nikodym Eigenschaft.

Da es vom Inhalt dieser Arbeit zu stark abweicht, werden Ausdriicke wie Radon-Nikodym
Ableitung, absolute Stetigkeit von Maflen und damit verbundene Eigenschaften vorausge-
setzt. Die zuvor verwendeten Definitionen fiir absolute Stetigkeit und beschréankte Varia-
tion sind hier analog, mit der Norm statt dem Betrag auf die Funktionswerte angewandt,
zu verwenden.



3.1 Differenzierbarkeit in Riumen mit RNP

Definition 3.1.1 Sei E ein Banachraum, C' C E abgeschlossen, konvex und beschrankt.
Man sagt, C' habe RNP (Radon Nikodym Property), wenn die folgene Eigenschaft erfiillt
ist:

Ist (2, A) ein Mafraum, 7 ein F-wertiges Mafl und p ein skalares Wahrscheinlichkeitsmafl
auf (2, A), sodass % € C fiir alle A € A mit pu(A) # 0, dann existiert ein f € L'(u, E),
sodass 7(A) = [, f(w) du(w) fiir alle A € A. Dieses Integral existiert im Sinne von Boch-
ner.

Man sagt E' habe RNP, wenn die Einheitskugel RNP hat.

Offenbar hat eine abgeschlossene, konvexe, beschrinkte Teilmenge eines Banachraumes F
RNP, falls E selbst RNP hat. Diese Definition mag zunéchst ein wenig abstrakt wirken.
Zum besseren Versténdnis ist die folgende charakteristische Eigenschaft hilfreich.

Lemma 3.1.2 Der Banachraum E hat genau dann RNP, wenn jede absolut stetige Funk-
tion f: R — E differenzierbar f.i. ist.

Den Beweis kann man bei Theorem 5.21, [BL00, Kapitel 5.3] nachlesen.

Auf unendlichdimensionalen Rdumen miissen wir zudem die Begriffe der Differenzierbar-
keit einfiihren. Differenzierbarkeit (Fréchet Differenzierbarkeit) ldsst sich genau wie auf
RY auch auf beliebigen Banachriumen definieren. Um ein Analogon zur partiellen Diffe-
renzierbarkeit zu erhalten, muss aber noch weiter ausgeholt werden.

Definition 3.1.3 Seien F und F' Banachrdume. Eine Funktion f: F — F' ist Gateaux
differenzierbar bei x € E, wenn fiir jedes v € E die Richtungsableitung D, f(z) existiert
und v — D, f(x) eine lineare, stetige Funktion ist.

Kommen wir nun zu dem zu Beginn angesprochenen Resultat iiber Differenzierbarkeit in
Rédumen mit RNP.

Satz 3.1.4 Sei F' ein Banachraum mit RNP und f: R™ — F lokal Lipschitz-stetig. Dann
st [ fast diberall Gateaux differenzierbar auf R™.

Fiir den Beweis des Satzes wird noch ein technisches Lemma benotigt.

Lemma 3.1.5 Seien E,F Banachrdume iber R, U C E offen und f: U — F eine
Lipschitz stetige Funktion. Sei weiters G C E eine dichte, abzdihlbare Untergruppe von
(E,+).
Angenommen, es gibt ein xg € E, sodass fiir allew € G die Richtungsableitungen D, f(xq)
existieren und die Funktion w — D, f(xo) additiv ist. Dann ist f Gateaux differenzierbar
bei xg.



Beweis. Betrachte Funktionen h;(u) := M t # 0. Dabei gilt [|h(u)]| < L ||ull.
AuBerdem gilt

||ht(u) || _ Hf Zo +tu) f(.il?o +tU)

t

< L|u—vl.

Also gibt es zu einem gegebenen ¢ > 0 und v € E ein § > 0, sodass fiir alle u € G mit
|lu —v|| < 0 die Ungleichung || (v) — hy(u)|| < § fiir alle t € R, # 0, gilt. Fiir solche u
existiert limy o hy(u), wodurch

[he(v) = hs(0)]| < Nhev) = Ba(u)[] + [|Pe(w) = hs(u)]| + [[hs(w) = hs(v)[] <€

fiir £ und s klein genug, sodass ||hs(u) — hs(u)|| < §. Also existiert lim; o h(v) fiir alle
v € F. Die Additivitdt des Grenzwertes auf G hat auch die Additivitat auf £ zu Folge
und per Definition gilt lim; o hy(a - u) = alimy_ hy(u). Also ist lim;_,o hy(+) ein linearer
Operator, der mit ||h¢(u)|| < L |ju|| durch die Lipschitzkonstante beschriankt ist. O

Ein weiterer Begriff, der im Beweis wichtig ist, ist der von Lebesque-Punkten einer Funk-
tion.

Definition 3.1.6 Sei f: R" — R eine lokal Lebesgue integrierbare Funktion. Dann heifit
x € R™ ein Lebesgue-Punkt von f, wenn

im> [ - ) — f@)] dy=0.

r—=0 7 |y‘<,’,
Nach Theorem 1.37 [EG15, Kapitel 1.7.2] sind fiir lokal integrierbare Funktionen fast alle
r € R Lebesgue-Punkte.

Beweis. [von Satz 3.1.4] Sei G C R" eine abzéhlbare, dichte additive Untergruppe. Eine
solche ist zum Beispiel Q™.

Sei ¢: R — F,t — f(z + tv). Nach Lemma 3.1.2 ist ¢ differenzierbar fast iiberall mit
¢ (t) = D, f(x+tv). Bezeichne weiters mit F, die Menge, auf der die Richtungsableitung
nach einem v € GG nicht existiert. Analog zum Beweis des Satzes von Rademacher l&sst
sich der Satz von Fubini anwenden, um zu zeigen, dass F, eine Lebesgue-Nullmenge ist.
Da G abzéhlbar ist, folgt die Existenz der Richtungsableitungen nach allen v € G von
f fast iiberall. Nach Lemma 3.1.5 geniigt es zu zeigen, dass diese Richtungsableitungen
nach v € G fast iiberall additiv sind. Hierzu werden Faltungen verwendet.

Betrachte eine stetig differenzierbare Funktion ¢: R™ — [0, +00) mit kompaktem Trager
und [, ¥(2)dz = 1. Dann ist auch

g:=fx= Rnw(w—y)f(y) dy

stetig differenzierbar. Also ist fiir jedes x € R"

Dug(x) = [ Du(x —y)f(y)dy = (f * D) (x)

Rn



linear in u € R™.
Andererseits folgt fiir fast alle z und fiir alle © € G mit dominierter Konvergenz

Do) = lim 2E 1) = 9(@) /nwy) L f@ =yt — fla—y)

t—0 t t—0 t

dy.

Also gilt Dy,g(x) = (¢ * hy,)(x) mit der beschrankten, messbaren Funktion
hy(x) = limy_o w Es folgt

0= f * (Dquvw - Duw - Dvw) = Dquvg(x) - Dug(x) - Dvg(x)
== 1/] * (hu—i—v - hu - hv)

fiir alle u,v € G. Diese Argumentation funktioniert ebenso fiir ¢, := k™ (kx), mit einer
beliebigen natiirlichen Zahl &k, und somit auch fiir den Grenzwert limy_,o, ¥y * h,. Um

diesen zu berechnen, betrachte limy_,, ¥y * Th, () mit einem linearen und beschrankten
Funktional T": F' — R. Es ergibt sich

lim vy, * Thy(x) — Thy(z) = lim k"(ky) - Thy(x —y) dy — Thy(x)

k—o0 k—o0 Rn

= lim [ w(y)- (Thy(e =) = Thy(x)) dy. ()
—00 JRpn

Als Grenzwert messbarer Funktionen ist h, und somit auch die Zusammensetzung T'h,,

messbar. Weiters ist Th,, durch |Th,(z)| < ||T||- L ||x|| beschriankt, also lokal integrierbar

und besteht dementsprechend f.ii. aus Lebesgue-Punkten.

Das Integral in (4) ist kleiner als

YW@l = ) = Thu@)| dy+ | o) |(Tha(e = )~ Thu(o)| dy
< sup¥(y) /|<1 (Thu(x —y) = Thu(z))| dy + |[T]| L% | ‘>1¢(y) |yl dy. (5)

Fiir den linken Teil von (5) findet sich nun auf allen Lebesgue-Punkten von T'h,, fiir jedes
e > 0ein K € N grofl genug, sodass

[ e ) = Then dy < e

fir alle k > K.
Fiir den rechten Teil von (5) gibt es, da 1 einen kompakten Tréger hat, ein R € R, sodass
supp ) C Br(0) gilt. Es folgt

() Iy dy = / S Iyl dy < B supib(y).

ly|>1 1<y|<R

Fasst man nun alle Konstanten zu einer Konstante C' zusammen, lasst sich (5) durch

< -C(e+1)

| =



fiir alle & > K abschétzen. Fiir & — +oo konvergiert der Ausdruck gegen Null und es
folgt fast iiberall

klim i, * Thy(z) = Thy(z).

—00

Weiters ist limy_,o0 g % Thy(z) = T limy_ o0 ¥ * hy () fiir alle z € R™. Da F” punktetren-
nend auf F' operiert (vgl. [WKB, Kapitel 5.2]), folgt daraus limy_ o0 Vg * hy(2) = hy(2)
fast iiberall. Da G abzédhlbar ist, folgt fiir alle u,v € G : hyy, = hy + h, fast {iberall auf
R™. O
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