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1 Einleitung

Zentral in dieser Arbeit ist der Satz von Rademacher, der eine wichtige Aussage über Diffe-
renzierbarkeit in endlichdimensionalen Banachräumen liefert. Sie orientiert sich vor allem
an den Ergebnissen in [DiB02] und [EG15]. Nach dem Einführen des relevanten Werk-
zeugs wird zunächst der eindimensionale, dann der allgemeine Fall betrachtet. Schließlich
wird ein kleiner Einblick in Räume mit Radon Nikodým Eigenschaft, vor allem Ergebnisse
aus [BL00], in denen ähnliche, wenn auch schwächere Aussagen über Differenzierbarkeit
getroffen werden können, geboten.

2 Satz von Rademacher

2.1 Relevante Definitionen

Bevor wir zur Aussage und zum Beweis des Satzes von Rademacher kommen, müssen
zunächst einige Begriffe eingeführt werden. Im Folgenden werden alle Definitionen und
Sätze für auf R, beziehungsweise auf RN , mit N ∈ N definierte Funktionen formuliert.
Analog sind diese auch für offene Teilmengen von R (bzw. Rn) gültig. Mit‖·‖ bezeichnen
wir die Zweinorm ‖·‖2 = auf Rn. Da alle Normen auf Rn äquivalent sind, gelten alle
Resultate analog für andere Normen.

Definition 2.1.1 Eine Funktion f : Rn → R heißt Lipschitz-stetig, wenn es eine Kon-
stante L gibt, sodass

|f(x)− f(y)| ≤ L ‖x− y‖ für alle x, y ∈ Rn.

Definition 2.1.2 Eine Funktion f : Rn → R heißt dementsprechend lokal Lipschitz-
stetig, wenn es für jede kompakte Teilmenge K von Rn eine Konstante LK gibt, sodass
die Lipschitz-Bedingung auf K erfüllt ist.

Jede Lipschitz-stetige Funktion ist auch gleichmäßig stetig. Die Umkehrung gilt nicht,
wie man im folgenden Beispiel sieht.

Beispiel 2.1.3 Man betrachte die Wurzelfunktion, definiert auf [0,∞). Wäre diese Lip-
schitz stetig, so gäbe es nun ein L > 0, sodass

∣∣√x−√y∣∣ ≤ L · |x− y| auf ganz [0,∞).

Erweitert man die linke Seite mit
|√x+√y|
|√x+√y| , so ergibt sich 1

|√x+√y| ≤ L. Für x = 1
4L2 , y = 0

erhalten wir einen Widerspruch. Wählt man δ = ε2 zu ε > 0, dann folgt, mit o.B.d.A.
y ≤ x, dass y ≤ x + ε2 ≤ (

√
x + ε)2 und somit

∣∣√x−√y∣∣ ≤ ε. Damit ist gleichmäßige
Stetigkeit gezeigt.

Definition 2.1.4 Sei f : Rn → R. Für beliebiges v ∈ Rn bezeichnet man mit

Dvf(x) := lim
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t
, x ∈ Rn,
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die Richtungsbleitung von f an der Stelle x nach v, falls dieser Grenzwert existiert.

Die Richtungsableitungen nach den Einheitsvektoren e1, .., en ∈ Rn werden auch mit
fx1(x), .., fxN (x) bezeichnet, der Gradient von f ist ∇f(x) = (fx1(x), .., fxn(x))T .

Weiters ist f partiell differenzierbar bei x ∈ Rn, wenn die Richtungsableitung Dv(x) für
v = e1, . . . , en existiert. Sind diese darüber hinaus stetig, heißt f stetig partiell differen-
zierbar. In dem Fall schreiben schreiben wir f ∈ C1(Rn).

Nicht mit diesen Ausdrücken zu verwechseln ist der Begriff der Differenzierbarkeit, der in
der Literatur auch als Fréchet-Differenzierbarkeit oder totale Differenzierbarkeit bezeich-
net wird.

Definition 2.1.5 Eine Funktion f : Rn → R ist differenzierbar bei x ∈ Rn, wenn es ein
Df(x) ∈ R1×n gibt, sodass

f(y) = f(x) +Df(x)(y − x) + ε(x− y), für y ∈ Uρ(x),

erfüllt ist. Hierbei ist ρ > 0 und ε : Uρ(0)\0→ R derart, dass limy→x
ε(x−y)
‖x−y‖ = 0.

Elementar zeigt man: Gibt es ein solches Df(x), so stimmt dieses mit ∇f(x)> überein.
Also folgt Partielle Differenzierbarkeit aus der Differenzierbarkeit. Umgekehrt lässt sich
jedoch nicht von der Existenz von ∇f(x) auf die Differenzierbarkeit bei x schließen. Aus
der stetigen partiellen Differenzierbarkeit folgt aber sehr wohl die Differenzierbarkeit.

2.2 Funktionen auf R
Für den Beweis des Satzes von Rademacher ist noch eine Aussage zur Differenzierbarkeit
für Funktionen auf R nötig.

Definition 2.2.1 Eine Funkion f : R→ R heißt absolut stetig, falls es für jedes ε > 0 ein
δ > 0 gibt, sodass für jede endliche Menge paarweise disjunkter Intervalle {(xk, yk)}nk=1

mit Gesamtlänge
∑n

k=1(yk − xk) < δ

n∑
k=1

|f(yk)− f(xk)| < ε

gilt.

Ein wichtiges Resultat ist, dass Lipschitz-stetige Funktionen auf R absolut stetig sind.

Lemma 2.2.2 Eine Lipschitz-stetige Funktion f : R→ R ist absolut stetig.
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Beweis. Für ε > 0 wähle δ := ε
L

. Dann folgt für alle {(xk, yk)}nk=1 mit Gesamtlänge∑n
k=1(yk − xk) < δ

n∑
k=1

|f(yk)− f(xk)| ≤
n∑
k=1

L · (yk − xk) = L ·
n∑
k=1

(yk − xk) < L · δ = L
ε

L
= ε.

�

Definition 2.2.3 Eine Funktion f : [a, b] → R heißt von beschränkter Variation (f ∈
BV ([a, b])), falls V b

a (f) < +∞, wobei

V b
a (f) := sup {

n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| : a = x0 < x1 < .. < xn = b, n ∈ N}.

Ein bekanntes Ergebnis aus der Maßtheorie ist, dass absolut stetige Funktionen auf je-
dem Intervall [a, b] von beschränkter Variation sind [Kus14, Kapitel 12.2/3]. Der Satz von
Lebesgue - siehe [Kus14, Kapitel 12.2/3] - liefert dann die Differenzierbarkeit fast überall
auf genanntem Intervall; also ist f außerhalb einer Lebesgue-Nullmenge differenzierbar.
Da Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist, lässt sich dieses Resultat dann für ab-
solut stetige Funktionen auf ganz R übertragen. Wir erhalten also:

Lemma 2.2.4 Eine absolut stetige Funktion f : R→ R ist f.ü. differenzierbar.

Dieses Ergebnis lässt sich mit Lemma 2.2.2 für lokal Lipschitz stetige Funktionen kom-
binieren. Wir erhalten eine Aussage, die wir für den Beweis vom Satz von Rademacher
benötigen werden.

Korollar 2.2.5 Sei f : R→ R eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. Dann ist f f.ü. dif-
ferenzierbar.

2.3 Satz von Rademacher

Wir kommen zur Hauptaussage dieser Arbeit.

Satz 2.3.1 (Satz von Rademacher). Sei f : Rn → R eine lokal Lipschitz-stetige
Funktion. Dann ist f f.ü. differenzierbar.

Beweis. Der Beweis wird in drei Schritten erfolgen. Für den ersten und zweiten Teil be-
trachte Richtungsableitungen Dvf(x) für ‖v‖ = 1.

1. Behauptung : Dvf(x) existiert für fast alle x ∈ Rn.
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Wie definieren

Dvf(x) = lim sup
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t
,

Dvf(x) = lim inf
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t
.

Bezeichne mit Ev die Menge, auf der Dvf nicht definiert ist, genauer

Ev = {x ∈ Rn|Dvf(x) < Dvf(x)}.

Da f stetig ist, kann der Grenzwert Dvf(x) bzw. Dvf(x) für t ∈ (−1, 1) ∩ Q gebildet

werden. Es folgt, dass Dvf(x) und Dvf(x) messbar sind und dementsprechend auch Ev
messbar ist [Kus14, Kapitel 7.2].
Mit f ist auch φ : R→ R, t 7→ f(x+ tv) für jedes x ∈ Rn lokal Lipschitz-stetig, da

|φ(t)− φ(s)| = |f(x+ tv)− f(x+ sv)| ≤ L ‖x+ tv − x− sv‖
= L · |t− s| ‖v‖ = L |t− s| .

Aus Korollar 2.2.5 folgt damit für φ die Differenzierbarkeit fast überall auf R. Wegen
φ′(t) = Dvf(x + tv) hat der Schnitt von Ev mit jeder zu v parallelen Linie L eindimen-
sionales Lebesgue-Maß null. Mit dem Satz von Fubini [Kus14] folgt

λn(Ev) =

∫
v⊥
λ(Ev ∩ L) dλn−1 = 0.

2. Behauptung : Dvf(x) = ∇f(x)>v für fast alle x.

Auf der Menge A = Rn\(Ev ∪
⋃n
j=1Eej) existieren alle Richtungsableitungen von f nach

v sowie der Gradient. Betrachte t ∈ (−1, 1) ∩ Q und bezeichne mit ej, j = 1, . . . , n,
die Einheitsvektoren von Rn. Da f lokal Lipschitz-stetig ist, gilt für alle beliebig oft
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Träger ζ ∈ C∞0 (Rn),∣∣∣∣f(x+ tv)− f(x)

t
ζ(x)

∣∣∣∣ ≤ Lζ |ζ(x)|,

wobei Lζ die Lipschitz Konstante von f auf einer hinreichend großen, den Träger von
ζ enthaltenden Kugel ist. Somit sind die Bedingungen für den Satz von dominierter
Konvergenz [Kus14] erfüllt. Integriert man auf der Menge A, so folgt∫

A

Dvf(x)ζ(x) dx = lim
t→0

∫
A

f(x+ tv)− f(x)

t
ζ(x) dx

= lim
t→0

(

∫
A

f(x+ tv)

t
ζ(x) dx−

∫
A

f(x)

t
ζ(x) dx)

Substituiert man im linken Integral mit x− tv, so erhält man

= lim
t→0

(

∫
A

f(x)

t
ζ(x− tv) dx−

∫
A

f(x)

t
ζ(x) dx)

= − lim
t→0

∫
A

f(x)
ζ(x)− ζ(x− tv)

t
dx.
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Mit dem selben Argument wie zuvor, kann man jetzt mit dominierter Konvergenz den
Limes und das Integral vertauschen. Da ζ aus C∞0 (RN) gewählt wurde, ergibt das

−
n∑
j=1

vj

∫
A

f(x)ζxj(x) dx = −
n∑
j=1

vj lim
t→0

∫
A

f(x)
ζ(x)− ζ(x− tej)

t
dx.

Nun wird, ähnlich wie zuvor, mit v + tej substituiert und dominierte Konvergenz ange-
wendet. Also stimmt obiger Ausdruck überein mit

n∑
j=1

vj lim
t→0

∫
A

f(x+ tej)− f(x)

t
ζ(x) dx

=

∫
A

v · ∇f(x)ζ(x) dx

Das impliziert ∫
A

(Dvf(x)−∇f(x)>v)ζ(x) dx = 0

für alle ζ ∈ C∞0 (Rn). Nach [Kus14] folgt daraus Dv(x)f = ∇f(x)>v fast überall auf A.
Da nach dem ersten Teil Ev ∪

⋃n
j=1Eej Lebesgue-Maß Null hat, erhalten wir Dv(x)f =

v · ∇f(x) fast überall auf Rn.

Sei nun B = {uk|k ∈ N} eine abzählbare dichte Teilmenge auf dem Rand der Einheits-
kugel ∂B1, sodass alle Einheitsvektoren ej darin enthalten sind. Betrachte

Fuk := {x ∈ Rn|Dukf(x) existiert und Dukf(x) = ∇f(x)>uk}.

Nach dem bereits Gezeigten hat Rn\
⋂
k∈N

Fuk Lebesgue-Maß Null.

Um das Theorem zu beweisen, genügt es nun die Differenzierbarkeit von f auf F =
⋂
k∈N

Fuk

zu zeigen.

3. Behauptung : f ist differenzierbar auf F .
Für x ∈ F , u ∈ ∂B1 und t ∈ [−1, 1]\{0} definieren wir

Q(x, u, t) :=
f(x+ tu)− f(x)

t
−∇f(x)>u.

Sei weiters L die Lipschitzkonstante von f auf K1(x). Für beliebeige v ∈ ∂B1 gilt

|Q(x, u, t)−Q(x, v, t)| ≤
∣∣∣∣f(x+ tu)− f(x+ tv)

t

∣∣∣∣+
∣∣∇f(x)>(u− v)

∣∣
≤ L ‖u− v‖+ ‖∇f(x)‖ ‖u− v‖
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≤ L(
√
n+ 1) ‖u− v‖ . (1)

Die letzte Ungleichung gilt, da |fxj | =
∣∣∣limt→0

f(x+tej)−f(x)
t

∣∣∣ ≤ L · ‖x+t−x‖
t

= L und somit

‖∇f‖ ≤
√
n · L.

Für ε > 0 wähle N(ε) ∈ N groß genug, sodass

sup
‖u‖=1

min
k=1,...,N(ε)

‖u− uk‖ ≤
ε

2L(
√
n+ 1)

. (2)

Wegen der Dichteeigenschaft der Menge B und der Kompaktheit von ∂B gibt es ein
solches N(ε). Weiters gilt nach Definition der Menge F

lim
t→0

Q(x, uk, t) = 0 für k ∈ {1, . . . , N(ε)}.

Es folgt die Existenz eines δ > 0 mit o.B.d.A. δ ≤ 1, sodass

|Q(x, uk, t)| <
ε

2
für alle 0 < |t| < δ und k = 1, . . . , N(ε). (3)

Zusammen folgt aus den Gleichungen (1)-(3) für alle u ∈ ∂B1

|Q(x, u, t)| ≤ |Q(x, t, uk)|+ |Q(x, u, t)−Q(x, uk, t)| < ε für 0 < |t| < δ,

wobei k so gewählt wird, dass ‖u− uk‖ = minj=1,...,N(ε) ‖u− uj‖ .
Wähle y 6= x aus Rn und setze u := y−x

‖y−x‖ und t = ‖y − x‖. Offensichtlich ist dann
y = x+ tu. Es folgt

f(y)− f(x)−∇f(x)>(y − x) = f(x+ tu)− f(x)− t∇f(x)>u

= Q(x,
y − x
‖y − x‖

, ‖y − x‖) · ‖y − x‖ ,

mit ∣∣∣∣Q(x,
y − x
‖y − x‖

, ‖y − x‖)
∣∣∣∣ < ε für 0 < ‖y − x‖ < δ.

Somit ist f bei x differenzierbar, wobei Df(x) = ∇f(x)>. �

3 Weiterführende Resultate

Der Satz von Rademacher ist eine sehr schöne und starke Aussage auf endlichdimensio-
nalen Vektorräumen. Aber wie sieht das mit unendlichdimensionalen Räumen aus? Es
lassen sich tatsächlich ähnliche Resultate finden. Eines davon betrachtet Räume mit der
Radon-Nikodým Eigenschaft.
Da es vom Inhalt dieser Arbeit zu stark abweicht, werden Ausdrücke wie Radon-Nikodým
Ableitung, absolute Stetigkeit von Maßen und damit verbundene Eigenschaften vorausge-
setzt. Die zuvor verwendeten Definitionen für absolute Stetigkeit und beschränkte Varia-
tion sind hier analog, mit der Norm statt dem Betrag auf die Funktionswerte angewandt,
zu verwenden.
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3.1 Differenzierbarkeit in Räumen mit RNP

Definition 3.1.1 Sei E ein Banachraum, C ⊆ E abgeschlossen, konvex und beschränkt.
Man sagt, C habe RNP (Radon Nikodým Property), wenn die folgene Eigenschaft erfüllt
ist:

Ist (Ω,A) ein Maßraum, τ ein E-wertiges Maß und µ ein skalares Wahrscheinlichkeitsmaß

auf (Ω,A), sodass τ(A)
µ(A)
∈ C für alle A ∈ A mit µ(A) 6= 0, dann existiert ein f ∈ L1(µ,E),

sodass τ(A) =
∫
A
f(ω) dµ(ω) für alle A ∈ A. Dieses Integral existiert im Sinne von Boch-

ner.

Man sagt E habe RNP, wenn die Einheitskugel RNP hat.

Offenbar hat eine abgeschlossene, konvexe, beschränkte Teilmenge eines Banachraumes E
RNP, falls E selbst RNP hat. Diese Definition mag zunächst ein wenig abstrakt wirken.
Zum besseren Verständnis ist die folgende charakteristische Eigenschaft hilfreich.

Lemma 3.1.2 Der Banachraum E hat genau dann RNP, wenn jede absolut stetige Funk-
tion f : R→ E differenzierbar f.ü. ist.

Den Beweis kann man bei Theorem 5.21, [BL00, Kapitel 5.3] nachlesen.

Auf unendlichdimensionalen Räumen müssen wir zudem die Begriffe der Differenzierbar-
keit einführen. Differenzierbarkeit (Fréchet Differenzierbarkeit) lässt sich genau wie auf
RN auch auf beliebigen Banachräumen definieren. Um ein Analogon zur partiellen Diffe-
renzierbarkeit zu erhalten, muss aber noch weiter ausgeholt werden.

Definition 3.1.3 Seien E und F Banachräume. Eine Funktion f : E → F ist Gâteaux
differenzierbar bei x ∈ E, wenn für jedes v ∈ E die Richtungsableitung Dvf(x) existiert
und v 7→ Dvf(x) eine lineare, stetige Funktion ist.

Kommen wir nun zu dem zu Beginn angesprochenen Resultat über Differenzierbarkeit in
Räumen mit RNP.

Satz 3.1.4 Sei F ein Banachraum mit RNP und f : Rn → F lokal Lipschitz-stetig. Dann
ist f fast überall Gâteaux differenzierbar auf Rn.

Für den Beweis des Satzes wird noch ein technisches Lemma benötigt.

Lemma 3.1.5 Seien E,F Banachräume über R, U ⊆ E offen und f : U → F eine
Lipschitz stetige Funktion. Sei weiters G ⊆ E eine dichte, abzählbare Untergruppe von
(E,+).
Angenommen, es gibt ein x0 ∈ E, sodass für alle u ∈ G die Richtungsableitungen Duf(x0)
existieren und die Funktion u 7→ Duf(x0) additiv ist. Dann ist f Gâteaux differenzierbar
bei x0.
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Beweis. Betrachte Funktionen ht(u) := f(x0+tu)−f(x0)
t

, t 6= 0. Dabei gilt ‖ht(u)‖ ≤ L ‖u‖.
Außerdem gilt

‖ht(u)− ht(v)‖ =

∥∥∥∥f(x0 + tu)− f(x0 + tv)

t

∥∥∥∥ ≤ L ‖u− v‖ .

Also gibt es zu einem gegebenen ε > 0 und v ∈ E ein δ > 0, sodass für alle u ∈ G mit
‖u− v‖ < δ die Ungleichung ‖ht(v)− ht(u)‖ ≤ ε

3
für alle t ∈ R, t 6= 0, gilt. Für solche u

existiert limt→0 ht(u), wodurch

‖ht(v)− hs(v)‖ ≤ ‖ht(v)− ht(u)‖+ ‖ht(u)− hs(u)‖+ ‖hs(u)− hs(v)‖ < ε

für t und s klein genug, sodass ‖ht(u)− hs(u)‖ < ε
3
. Also existiert limt→0 ht(v) für alle

v ∈ E. Die Additivität des Grenzwertes auf G hat auch die Additivität auf E zu Folge
und per Definition gilt limt→0 ht(α · u) = α limt→0 ht(u). Also ist limt→0 ht(·) ein linearer
Operator, der mit ‖ht(u)‖ ≤ L ‖u‖ durch die Lipschitzkonstante beschränkt ist. �

Ein weiterer Begriff, der im Beweis wichtig ist, ist der von Lebesgue-Punkten einer Funk-
tion.

Definition 3.1.6 Sei f : Rn → R eine lokal Lebesgue integrierbare Funktion. Dann heißt
x ∈ Rn ein Lebesgue-Punkt von f , wenn

lim
r→0

1

r

∫
|y|<r
|f(x− y)− f(x)| dy = 0.

Nach Theorem 1.37 [EG15, Kapitel 1.7.2] sind für lokal integrierbare Funktionen fast alle
x ∈ R Lebesgue-Punkte.

Beweis. [von Satz 3.1.4 ] Sei G ⊆ Rn eine abzählbare, dichte additive Untergruppe. Eine
solche ist zum Beispiel Qn.
Sei φ : R → F, t 7→ f(x + tv). Nach Lemma 3.1.2 ist φ differenzierbar fast überall mit
φ′(t) = Dvf(x+ tv). Bezeichne weiters mit Ev die Menge, auf der die Richtungsableitung
nach einem v ∈ G nicht existiert. Analog zum Beweis des Satzes von Rademacher lässt
sich der Satz von Fubini anwenden, um zu zeigen, dass Ev eine Lebesgue-Nullmenge ist.
Da G abzählbar ist, folgt die Existenz der Richtungsableitungen nach allen v ∈ G von
f fast überall. Nach Lemma 3.1.5 genügt es zu zeigen, dass diese Richtungsableitungen
nach v ∈ G fast überall additiv sind. Hierzu werden Faltungen verwendet.

Betrachte eine stetig differenzierbare Funktion ψ : Rn → [0,+∞) mit kompaktem Träger
und

∫
Rn ψ(x)dx = 1. Dann ist auch

g := f ∗ ψ =

∫
Rn

ψ(x− y)f(y) dy

stetig differenzierbar. Also ist für jedes x ∈ Rn

Dug(x) =

∫
Rn

Duψ(x− y)f(y) dy = (f ∗Duψ)(x)

8



linear in u ∈ Rn.
Andererseits folgt für fast alle x und für alle u ∈ G mit dominierter Konvergenz

Dug(x) = lim
t→0

g(x+ tu)− g(x)

t
=

∫
Rn

ψ(y) lim
t→0

f(x− y + tu)− f(x− y)

t
dy.

Also gilt Dug(x) = (ψ ∗ hu)(x) mit der beschränkten, messbaren Funktion

hu(x) = limt→0
f(x+tu)−f(x)

t
. Es folgt

0 = f ∗ (Du+vψ −Duψ −Dvψ) = Du+vg(x)−Dug(x)−Dvg(x)

= ψ ∗ (hu+v − hu − hv)

für alle u, v ∈ G. Diese Argumentation funktioniert ebenso für ψk := knψ(kx), mit einer
beliebigen natürlichen Zahl k, und somit auch für den Grenzwert limk→∞ ψk ∗ hu. Um
diesen zu berechnen, betrachte limk→∞ ψk ∗Thu(x) mit einem linearen und beschränkten
Funktional T : F → R. Es ergibt sich

lim
k→∞

ψk ∗ Thu(x)− Thu(x) = lim
k→∞

∫
Rn

knψ(ky) · Thu(x− y) dy − Thu(x)

= lim
k→∞

∫
Rn

ψ(y) · (Thu(x−
y

k
)− Thu(x)) dy. (4)

Als Grenzwert messbarer Funktionen ist hu und somit auch die Zusammensetzung Thu
messbar. Weiters ist Thu durch |Thu(x)| ≤ ‖T‖ ·L ‖x‖ beschränkt, also lokal integrierbar
und besteht dementsprechend f.ü. aus Lebesgue-Punkten.
Das Integral in (4) ist kleiner als∫

|y|<1

ψ(y)
∣∣∣(Thu(x− y

k
)− Thu(x))

∣∣∣ dy +

∫
|y|≥1

ψ(y)
∣∣∣(Thu(x− y

k
)− Thu(x))

∣∣∣ dy
≤ supψ(y)

∫
|y|< 1

k

|(Thu(x− y)− Thu(x))| dy + ‖T‖L1

k

∫
|y|≥1

ψ(y) |y| dy. (5)

Für den linken Teil von (5) findet sich nun auf allen Lebesgue-Punkten von Thu für jedes
ε > 0 ein K ∈ N groß genug, sodass∫

|y|< 1
k

|(Thu(x− y)− Thu(x))| dy ≤ 1

k
ε

für alle k ≥ K.
Für den rechten Teil von (5) gibt es, da ψ einen kompakten Träger hat, ein R ∈ R, sodass
suppψ ⊂ BR(0) gilt. Es folgt∫

|y|≥1
ψ(y) |y| dy =

∫
1≤|y|≤R

ψ(y) |y| dy ≤ R2 supψ(y).

Fasst man nun alle Konstanten zu einer Konstante C zusammen, lässt sich (5) durch

≤ 1

k
C(ε+ 1)
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für alle k ≥ K abschätzen. Für k → +∞ konvergiert der Ausdruck gegen Null und es
folgt fast überall

lim
k→∞

ψk ∗ Thu(x) = Thu(x).

Weiters ist limk→∞ ψk ∗Thu(x) = T limk→∞ ψk ∗hu(x) für alle x ∈ Rn. Da F ′ punktetren-
nend auf F operiert (vgl. [WKB, Kapitel 5.2]), folgt daraus limk→∞ ψk ∗ hu(x) = hu(x)
fast überall. Da G abzählbar ist, folgt für alle u, v ∈ G : hu+v = hu + hv fast überall auf
Rn. �
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