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Einleitung

Doppelt-stochastische Matrizen sind jene quadratische Matrizen mit
nicht negativen Eintrdgen, bei denen die Summe jeder Zeile sowie
jeder Spalte gleich 1 ist. In dieser Arbeit wird der Satz von Birkhoff
und von Neuman bewiesen, welcher besagt, dass eine quadratische
Matrix genau dann doppelt-stochastisch ist, wenn sie eine Konvex-
kombination von Permutationsmatrizen ist. Der Beweis wurde schon
auf viele verschiedene Arten gefiihrt. In der vorliegenden Arbeit wird
er durch perfektes Matching und als eine Konsequenz des Satzes von
Krein-Milman bewiesen.

1 Doppelt-stochastische Matrizen

1.1 Definition. Eine quadratische Matrix Q € R™"™, n € N heifit
doppelt-stochastisch, wenn ¢;; € [0,1] fir alle ¢, = 1,...,n, und
Yo @iy = 1 fiir alle j = 1,...,n sowie 37 ¢ = 1 fiir alle
1=1,...,n gilt.

Die Menge aller (n x n)-doppelt-stochastischen Matrizen bezeichnen
wir mit €2,,. Diese Menge heifft auch das Birkhoff Polytop.

1.2 Definition. Ist X eine endliche Menge, dann nennen wir die
Abbildung p : X — X Permutation, falls p bijektiv ist. Im Fall
X ={1,...,n} schreiben wir S, fiir die Menge aller Permutationen
auf X.

1.3 Satz. Es gilt |S,,| = n!, wobei |.| die Anzahl der Elemente einer
Menge bezeichnet.

Beweis. Fiir p € S, und X = {1,...,n} kann p(1) n verschiedene
Werte annehmen. Wegen der Bijektivitat von p kann p(2) dann (n—
1) verschiedene Werte annehmen. Induktiv erhdlt man schlieflich fiir
p(n) nur noch eine Méglichkeit. Das sind zusammen

n-(n—1)----1=nl

viele Moglichkeiten fiir eine Bijektion von X in sich. U



1.4 Definition. Eine quadratische Matrix P € R™*" heif3t Permu-
tationsmatrix, wenn sie in jeder Zeile und jeder Spalte genau einen
Eintrag 1 hat und alle andere Eintrdge der jeweiligen Zeile und
Spalte gleich 0 sind.Wir schreiben P, fiir die Menge aller (n x n)-
Permutationsmatrizen.

Jede Permutation p € S,, kann eindeutig mit einer Permutations-
matrix P € P, identifiziert werden, indem man P ; := J; (;) setzt,
wobei d; ; das Kronecker-Delta

5, = {1 falls i = j

0 sonst

bezeichnet. Folglich gilt |S,| = |P,| = n!.

Der Permutation p € S5 mit p(1) = 2, p(2) = 3 und p(3) = 1
entspricht etwa der Permutationsmatrix

0 01
Pi=1100
010
1.5 Bemerkung. Nach der Definition von Permutationsmatrizen
sind diese spezielle doppelt-stochastische Matrizen, genauer doppelt-
stochastische Matrizen mit genau n Eintrdge ungleich Null. Damit
gilt P,, C Q.

2 Graphen

2.1 Definition. Ein ungerichteter Graph ist ein Paar G = (V, E)
disjunkter Mengen V' und E, wobei £ C P(V) mit |e| = 2 fir al-
le e € E. Die Elemente von V heiflen Knoten des Graphen G und
die Elemente von £/ Kanten zwischen Paaren von Knoten. Fiir eine
Kante zwischen den Konten a,b € V' schreiben wir {a,b} € E.

2.2 Beispiel. Die untenstehende Abbildung ist der Graph auf der
Knotenmenge V' = {1,2,3,4,5,6,7} mit der Kantenmenge

E = {12}, {13}, {1,6},{1,7},{2, 3}, {2, 5}, {2, 6}, {3, 4},
{4,5},{4,7}, {5,6}}.
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Graphlich lasst sich dieser Graph folgendermafien veranschaulichen.

2.3 Beispiel. Die untenstehende Abbildung ist der Graph auf der
Knotenmenge V = {Fy, P, P, P3, P;, Ps} mit der Kantenmenge
E={{P,P}:i,5=1,..,nundi#j}.

P4 PB

Py
Birkhoffsches Polytop in R™ mit n = 2.

2.4 Definition. Zwei Knoten v,w € V in einem Graph G = (V, E)
heiflen benachbart, wenn es eine Kante e € E gibt mit e = {v, w}.

2.5 Definition. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

e Eine Teilmenge S C V heiit Knoteniiberdeckung von G, wenn
jede Kante von (G mindestens einen Knoten aus S enthélt.



e Eine Knoteniiberdeckung S von G heifit mininmal, wenn es
keinen Knoten v € S derart gibt, dass S \ {v} eine Kno-
teniiberdeckung ist.

e 7(G) bezeichnet die minimale Kardinalitét einer Knoteniiberdeckung

in G, das heift 7(G) = min{|S| : S ist eine Uberdeckung von G}

2.6 Beispiel. In der untenstehenden Abbildung ist der Knoten 1 eine
minimale Knoteniiberdeckung, weshalb 7(G) = 1. Eine ebenfalls mi-
nimale Knoteniiberdeckung hier wire zum Beispiel S = {2,3,4,5},

wobei |S| > 7(G).

2.7 Definition. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

e Fin Matching ist eine Teilmenge M C E von paarweise dis-
junkte Kanten.

e Ein Matching M heifit nicht erweiterbar, falls es keine Kante
e € B\ M derart gibt, dass {e} U M ein Matching ist.

e Ein Matching M heifit maximal, falls M als Menge maximale
Kardinalitdt hat unter allen anderen Matchings von G.

e Ein Matching M heifit perfekt, falls jeder Knoten v € V' zu
genau einer Kanten von M gehort, womit |M| = %'

e (G) bezeichnet die Kardinalitét des maximalen Matchings in
G, das heiit v(G) = max{|M| : M ist ein Matching von G}.

Bemerkung Fiir Graphen mit ungerader Anzahl an Knoten exis-
tiert kein perfektes Matching.



2.8 Beispiel Der untenstehende Graph G = (V, E) mit

V =1{1,2,3,4,5,6,7}
E={{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5}, {3, 6},
{3,7},{5,6},{5,7}}
enthélt kein perfektes Matching, da |V| = 7 ungerade ist. Ein nicht
erweiterbares Matching hier wire zum Beispiel M = {{1,3},{2,5}}

und ein Maximales Matching wére zum Beispiel
M = {{1,4},{2,5},{3,6}} mit der Kardinalitat |M| = 3.

2.9 Definition. Ein ungerichteter Graph G = (V, E') heifit bipartit,
falls sich seine Knoten in zwei disjunkte Teilmengen A und B auf-
teilen lassen, also V' = AUB, wobei zwischen den Knoten innerhalb
eine Teilmenge keine Kanten verlaufen. Das heifit, fiir jede Kante

{v,w} € E folgt aus v € A (B), dass w € B (A).

2.10 Beispiel. Einer doppelt-stochastischen Matrix () C R™*" lasst
sich ein bipartiter Graph zuordnen. Die Knoten des Graphen sind
hierbei V := AU B mit A = {1,,...,n.} und B = {1;,...,ns}. Die
Kanten Menge E ist definiert als die Menge aller {i., js} derart, dass
Qi js = 0.

Die Matrix @) € Q3 mit

1 0 O

Q=10 s s
0 2/3 13



ergibt den bipartiten Graphen

4

Ein mogliches perfektes Matching hier ist M = {{1,, 15}, {2.,3:}, {3:,2:}}

ol

und eine minimale Knoteniiberdeckung fiir den Graph wiren zum
Beispiel die roten Knoten oder auch die blaue Knoten in untenste-

hender Abbildung.

i

2.11 Satz (von Konig). Ist G = (A, B, E) ein bipartiter Graph, so
gilt v(G) = 7(G).

Beweis. siehe [KV, Combinatorial Optimization Theory and Algo-
rithms]

2.12 Definition. Fiir eine Teilmenge X C V ist N(X) die Nachbar-
schaft der Knotenmenge X, das heifit N(X) = |J,cx N(v), wobei
N(v) die Menge aller Nachbarn des Knoten v ist.

2.13 Satz (Heiratssatz von Frobenius). Ein bipartiter Graph
G = (A, B, E) hat ein perfektes Matching M genau dann, wenn



Al = |B|AIN(X)| > |X| fiiralle X C A

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass es ein Perfektes Matching M
von G gibt. da f : A — B definiert durch f(a) = b wobei {a,b} € M,
bijektiv ist, gilt |A| = |B|. Falls es ein X C A mit |X| > |N(X)|
geben wiirde, so konnten nicht alle Knoten aus X zugleich gematcht
werden.

Sei nun angenommen, es gibe kein perfektes Matching und |A| =
|B|. Dann gilt nach dem Satz von Koénig und unserer Annahme
7(G) = v(G) < Bl = B — MHBL — 4] = |B]|. Ist S eine
minimale Knoteniiberdeckung, also |S| = 7(G) und M das maximale
Matching in G, also |M| = v(G), dann haben wir

vi_
2

7(G)=[SNAl+|SNB|=v(G) < Al = |SNA|+ A\ S|,

womit
ISNB|=7(G) = |SNA| <|Al - |SNA|=]|A\ S|

Auflerdem gilt N(A\ S) C SN B, da S Knoteniiberdeckung ist und
N(X) C B fir X C A zutrifft. Insgesamt folgt |N(A\S)| < |A\ S|.
U

2.14 Lemma. Der bipartite Graph, welcher einer
doppelt-stochastischen Matrix zugeordnet ist, enthélt ein perfektes
Matching.

Beweis. Sei Q € Q, und G = (A, B, E) der bipartite Graph zu Q.
Fiir eine Teilmenge X C A gilt N(X) = {j; : ¢;i.;, # 0fiiri, € X} C
B. Angenommen, der bipartite Graph von @ enthélt kein perfektes
Matching, dann existiert nach Satz 2.13 eine Teilmenge X C A mit
|X| > |N(X)|. Da X eine Teilmenge der Zeilen darstellt und N(X)
die Menge der Spalten j,, fiir die ein Eintrag ¢;_j, # 0,7, € X exi-
sitert, gilt D7, v en(x) %..=|X|, da diese Summe genau die Ein-
trage aller Zeilen i, € X von () addiert und () doppelt-stochastisch
ist, also die Summer der Eintrége einer Zeile gleich 1 ist. Anderer-
seits ist [IV(X)| groBer oder gleich der Summe >, ¢y c n(x) @i.j. da
die Eintrédge, die nicht zu einer Zeile in X gehoren, nicht negativ
sind, und da die Matrix doppelt-stochastisch ist, womit auch die
Summe aller Elemente in allen zu N(X) gehorende Spalten genau



|N(X)| ergibt. Insgesamt erhalten wir den Widerspruch

Yoo Gl SINOI< X = ) g

i.€X,jsEN(X) i-€X,js€N(X)

3 Konvexe Mengen

3.1 Definition. Eine Teilmenge D C R"™ heifit konvex, falls fiir alle
r,y € D, A€ [0,1],
A+ (1—MNy e D,

also wenn die Menge D mit je zwei Punkten auch deren Verbin-
dungsstrecke ganz enthélt.

3.2 Definition. Die konvexe Hiille einer Teilmenge D C R" ist der
Durchschnitt aller D enthaltenden konvexen Mengen K. Wir be-
zeichnen diese mit co(D).

Es ist leicht einzusehen, dass co(D) die kleinste konvexe Obermenge
von D in R" ist und dass sie mit
5 Nz ckeNar.ap € DAL N €0,1], 35 N =1}
ibereinstimmt.
3.3 Definition. Eine Teilmenge D C R"™ heifit affin, falls fiir alle
r,ye D, AER

A+ (1—MNy € D.

3.4 Korollar. Die Menge €2,, aller n x n—doppelt stochastischer Ma-
trizen als Teilmenge von R™ 2 R™ " ist kompakt und konvex.

Beweis. Sind A, B € Q,, mit A = (ai;)ij=1..n, B = (bij)ij=1..n und
A € [0, 1], dann gilt

M+ (1 =XN)B = (Aaij + (1 = N)bsj)ij=1..n,
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wobel )\aij + (1 - )\>b1] Z 0 fiir alle i,j, da Q45 Z 0, bij Z 0. Damit
gilt auch

D A+ (L= Nby =AY ag+(1 =)D by=A+(1-X) =1
=1 i=1 =1

=1 =1

fiir alle j = 1,...,n und

ZAaij+(1_/\)bij :/\Zaij+(1_>\)zbij =A+(1-A)=1
=1 =1 j

- =1
=1 J =1

fiir alle ¢ = 1,...,n. Insgesamt erhalten wir A\ + (1 — \)B € Q,,
womit die Menge konvex ist.

Da die Menge 2,, aus Matrizen mit Eintrdgen kleiner gleich 1 be-
steht, ist die Menge beschrénkt. Auflerdem gilt fiir eine konvergente
Folge aus doppelt-stochastischen Matrizen Q) = (qz-(f))m:l,.. n € Qy,
dass klim @k € 2,. Um das einzusehen, sei bemerkt, dass

—00

lim Qr = @ < lim qff) =g firalles,j=1,...,n.
k—o0 k—o0

Folglich gilt ¢;; = hm q@])

k—o00

[0,00) fiir 4,5 =1, -

. k
lim qu lim (¢} - +q;)) =1

k—o0

fir alle j = 1,...,n, sowie

. k . k k
lim quj) = lggo(qz(l) +ootg)) =1

= ~
fir allei =1,...,n, also klirn Q. € ),. Daher ist €2,, abgeschlossen.
—00
Aus der Beschréanktheit und Abgeschlossenheit folgt die Kompakt-
heit von €2,,. O
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3.5 Satz (von Carathéodory). Sei D C R¢ eine nichtleere Teil-
menge. Jeder Punkt in der konvexen Hiille von D ist eine Konvex-
kombination von hochstens d + 1 Punkten aus D. Es gilt also

d+1 d+1
D) = {Z)\jl’j D 5 PR iy N | € D;)\1~--)\d+1 € [0,1],Z>\J = 1}
- =1

Beweis. Sei x = Z;n:l Ajz; eine Konvexkombination von m > d+2
Punkten aus D. Wir zeigen, dass x dann auch als Konvexkombi-
nation von m — 1 Punkten aus D geschrieben werden kann. Dazu
betrachten wir das homogone lineare Gleichungssystem

Z,ujxj =0 und Z,uj =0
j=1 Jj=1

mit den m reellen Unbestimmten i, - - , fty,. Wegen z; € R? hat
dieses System (d + 1) Gleichungen und damit weniger als die An-
zahl der Unbestimmten. Folglich gibt es eine nicht triviale Losung
Ui,y i € R. Da sich die p; zu Null summieren und nicht alle
gleich Null smd glbt es mindestens ein [ mit p; > 0.

Fura:—mm{ j—l...m,u3>0} gﬂta—iiZOmiteinem

geeigenten [ € {1 .,n}. Damit folgt

x—Z)\ xj—l—()—z}\ xj—aZu]x]:Z (Aj — apsy)x;

7j=1
=0
Hier gilt \j —ap; = N — =t ,ul = 0, sodass x wie gewiinscht als lineare
Kombination von m—1 Vektoren in D dargestellt werden kann. Noch
zu zeigen ist, dass diese Linearkombination eine Konvexkombination
ist, also, dass fiir alle j = 1,...,m die Ungleichung \; — ap; > 0
gilt. Fiir p; < 01ist Aj — oy = o — 2 Ay > 0 eine Konsequenz aus
a > 0. Fiir g; > 0 gilt geméf unserer Wahl von [, dass ; > 2; = q,
J

wodurch A\; — apu; > 0. Wegen

m

Z)\—auj Z)\j—a uj:Z)\jzl
j=1 j=1 j=1

Jj=1

=0
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ist obige lineare kombination eine Konvexkombination. U

3.6 Definition. Ein Punkt z € D einer konvexen Menge D heif3t
Extremalpunkt, wenn z nicht als echte Konvexkombination von zwei
Punkten der Menge dargestellt werden kann. Gilt also z = Aa+ (1 —
A)b mit a,b € D und A € (0,1), so folgt z = a = b. Die Menge aller
Extremalpunkte der Menge D bezeichnen wir als E(D).

3.7 Satz (von Krein-Milman). Sei D C R" eine nichtleere, kompak-
te und konvexe Teilmenge von R™. Dann ist D die abgeschlossene
konvexe Hiille von E(D), also gilt D = co(E(D)).

Beweis. Fiir den Fall V' = R™ sieche [AB, A Course in Convexity].
Fiir den allgemeinen Fall siche [BWK, Funktionalanalysis 1].

3.8 Korollar. Eine Matrix ) € €, ist ein Extremalpunkt von €2,
genau dann, wenn @) € P,. Es gilt also £(Q,) = P,.

Beweis. Wenn fiir Q) = (¢;;) € P, die Gleichheit Q = AA+(1—-\)B
mit A = (a;;),B = (bij) € Qu, A € (0,1) gilt, dann muss we-
gen a;; > 0,b;; > 0 sogar a;; = 0,b;; = 0 gelten, falls ¢;; = 0.
Aus ¢;; = 1 folgt wegen a;; < 1,b;; < 1 sogar a;; = b;; = 1.
Also gilt Q = A = B. Somit sind die Permutationsmatrizen Ex-
tremalpunkte der Menge aller doppelt-stochastischen Matrizen. Sei
nun @ € Q,\P,, womit mindestens ein Eintrag ¢ ;, von ¢ mit
0 < Giyj, < 1 existiert. Weil () doppelt-stochastisch ist, die Zei-
lensumme also gleich 1 sein muss, gibt es ein j; # jo mit 0 <
Giojr < 1. Wiederum muss ein 7; # ¢ existieren mit 0 < ¢;,;, < 1.
Wir setzen das fort, bis das erste mal j,.1 € {jo, - ,Jm} oder
im € {io, " ,im_1}. Dann gilt j,,1 = jr mit & < m bzw. i, = i
mit k < m — 1. Wir setzen V' = {(ix, ji), ik, Jrt1)s -+ s (i Jmt1) }
bzw. V' = {(ig, jk+1), -, (ims Jm) }- Jedes i € {1,--- ., n} kommt in
den vorderen Eintrdgen von entweder 0 oder 2 Elementen von V
vor. Dasselbe gilt fiir j € {1,--- ,n} bzgl. der hinteren Eintrége der

13



Elemente von V.

iy gy oot iy gt

Qigi1geer "0 " Qiggiiege

q’L"-L]erl DY DY DR DR ... q’imjm

Wir definieren eine (n x n) Matrix N durch

Nil,jl = ]_, Nithl =—1firl= k?, e, M bzw.

Nilmjl—‘—l = 17Nil+17jl+1 =—1firl= k, e, — 1 und

N;; = 0 fir (4,5) ¢ V. Sie hat die Eigenschaft, dass die Summe
aller Eintrége in einer Zeile bzw. Spalte gleich Null ist. Wir kénnen
daher zwei Matrizen A, B € €),, definieren durch A = @ + ¢N und
B = @ — €N mit einem € > 0 so klein, dass fiir alle (i,5) € V
¢;; = € € [0, 1] erfiillt ist. Dann gilt

A+ B
©="3
mit A # B # Q und A, B € ,,. Also ist ) eine echte Konvexkombi-
nation von zwei Elementen aus €2, und daher kein Extremalpunkt.
Da @ € Q,\P, beliebig war, beinhaltet die Menge ,,\P,, keine Ex-
tremalpunkte von 2,,. O

3.9 Beispiel. Fiir a € (0,1) und Q € Q4\ P, mit

a l1—a 0 O

1—a a 0 0
Q=1 0 10
0 0 01

14



gilt

a—e€ l—a+e¢ 0 O a-+e€ l—a—¢ 0 O
Q—l 1l—a+e a—e€ 00 _'_1 1—a—c¢ a+e 00
9 0 0 10 2 0 0 10
0 0 01 0 0 01

—A —B

wobei fiir € € (0,¢) mit ¢ := min{a, 1 — a} die Matrizen A und B in
Q4 liegen.

3.10 Satz. Die konvexe Hiille einer kompakten Menge D C R"™ ist
kompakt.

Beweis. Seien

n+1
B:={(M,.. ;A1) s Y A =1LneN) €0,1] fiir j=

=1
1,...,n+1} c R*"!

und ,
fR™ME X R x --- x R® = RFD™ 5 R?
—_—
(n+1)-mal
mit
f = (/\17 ) )\n-‘rla L11y- - Llny -+ Tntlls - - - 7xn+1,'r£) =
€Rn €Rn

n+1

Z Aj(xj,la c. ,ZEj’n).
j=1

Ist D C R"™ kompakt, so gilt nach dem Satz von Carathéodory

n+1 n+1

CO(D) = {Z /\jQS'j N PN P | < D, )\1 c. )\n+1 € [O, 1],2)\] = 1}
j=1

Jj=1

15



Damit bildet f die Menge

BxDx--xD(CR"™ xR"x-.-xR")
— —_——
(n+1)—mal (n+1)—mal

auf co(D) ab. Da f stetig ist und das kartesische Produkt kompakter
Mengen eine kompakte Menge ist, folgt die Kompaktheit von co(D),
wenn wir zeigen konnen, dass B kompakt ist, wozu es reicht, B als
beschrankt und abgeschlossen zu identifizieren.

Die Beschrinktheit ist eine Konsequenz von B C [0, 1]"*.

Die Abbildung g : R"" — Rmit g(z) = g(x1, -+, Tpy1) i= 2?211 T
ist als Summer stetiger Funktionen stetig. Folglich ist

H:={z e R"": g(z) =1}

als Urbild g~ *{1} der einelementige Menge {1} € R abgeschlossen.
Wegen der Abgeschlossenheit von [0, 1] ist auch B = HN|[0, 1]**
abgeschlossen. O

3.11 Definition. Die Dimension dim(C') einer konvexen Teilmenge
C = co(D) von R?ist die Dimension des kleinsten affinen Unterraum
von R?, der C enthiilt.

Der kleinste affine Unterraum, der D enthélt, stimmt iiberein mit

k k
{Z/\jl’jZkEN,fL’l...Z‘kGD,)\l...)\kER,Z)\j:]_}'
=1 p

4 Satz von Birkhoff und von Neumann

4.1 Satz von Birkhoff und von Neumann. Eine Matrix () ist ge-
nau dann doppelt-stochastisch, wenn sie konvexe Kombination von
hochstens n? — 2n + 2 Permutationsmatrizen ist.

Beweis.Den Beweis in eine Richtung ist eine Konsquenz aus Korol-
lar 3.4. Dort haben wir gezeigt, dass eine Konvexkombination von
zwei doppelt-stochastischen Matrizen wieder doppelt-stochastisch
ist. Da Permutationsmatrizen doppelt-stochastisch sind, besteht die
konvexe Hiille der Permutationsmatrizen aus doppelt-stochastischen
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Matrizen.
Die andere Richtung des Satzes beweisen wir auf zwei Arten.

Beweis 1. Sei

L={(q;) ER™ :> qiy=> qw=1fiirallei,j =1 n}.
k=1 k=1
Wir koénnen die Elemente der letzten Zeile bzw. Spalte durch die
anderen Elemente der Zeile bzw Spalte darstellen mittels ¢, j, =
1= 3" Gijor Qi = 1 = 3071 iy mit 4,5 = 1,...,n — 1 und
Gn = (2 —n) + Z:L;:ll q;- Folglich gilt dim(L) = (n — 1)%. Wegen
Q, € L und da L der kleinste affine Unterraum ist, der €2,, enthélt,
gilt dim(Q,,) = dim(L) = (n—1)2. Nach dem Satz von Carathéodory
mit d = (n — 1)? und wegen P,, C Q,, ist jedes Element von co(P,)
darstellbar als Konvexkombination von d +1 = (n — 1)2 +1 =
n? — 2n + 2 Elementen aus P,. Gemifl Korollar 3.4 wissen wir, dass
2, nichtleer, kompakt und konvex ist, weshalb aus dem Satz von
Krein-Milmann und Korollar 3.8 folgt, dass Q,, = ¢o(P,). Da P, als
endliche Teilmenge kompakt ist und infolge gemafl Satz 3.10 auch
co(P,,) kompakt ist, erhalten wir Q,, = co(P,). Also folgt insgesamt,
dass jede Matrix () € €,, darstellbar ist als Konvexkombination von
hochstens n? — 2n + 2 Permutationsmatrizen. U

Beweis 2. Nach Lemma 2.14 enthélt der bipartite Graph zu ei-
ner doppelt-stochastischen Matrix Qo = (g;;) ein perfektes Mat-
ching M mit |M| = n. Folglich ist P definiert durch p;; = 1 fiir
(i,7) € M und p;; = 0 sonst eine Permutationmatrix. weiteres sei
ag == min{q; : (i,5) € M}.

Im Fall ag = 1 ist Q9 = F, eine Permutationsmatrix und es ist
nichts zu zeigen.

Nun betrachten wir den Fall oy < 1, womit @y € £,\P,. Dann
hat die Matrix ()9 — ag Py keine negativen Eintrige und die Spalten-
summen bzw. die Zeilensummen dieser Matrix sind gleich 1 — ay.
Die Matrix @, := Qol__—izpo hat mindestens einen 0-Eintrag mehr als
Qo, wobel Qo = apPy + (1 — ap)@Q1. Zudem ist @ eine doppelt-
stochastische Matrix. Sei a; basierend auf ()¢ definiert wie o basie-
rend auf Q). Im Fall a; = 1 sind wir fertig. Sei also a; < 1. Wenn
wir den Vorgang nun mit ¢); wiederholen, erhalten wir analog eine
doppelt-stochastisches Matrix Qs mit Q1 = a1 P; + (1 — a1)Qs, al-
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SO QO = Oé()P(] + (1 — Oé())Oqu + (1 — Oéo)(l — Oél)QQ. Hier hat auch
()2 mindestens einen Eintrag gleich Null mehr als (), also mindes-
tens zwei Eintriage gleich Null mehr als ¢)y. Wir fiihren das weiter
bis a = 1 oder bis (), genau n Stellen ungleich 0 hat. Zweiteres
impliziert aber, dass P, := Q) eine Permutations-matrix ist, wobei

Qo = aoPy + (1 — ) Py
+ (1 — ao)(l — al)agpg
(1)

+ (1 — Oéo)(l — 041) s (1 — Ckk,Q)Oékflpkfl
+ (]_ — Oé())(]_ — 041) tee (1 — Oék_Q)(]_ — Oék_l)Pk.

Nun ist noch zu zeigen, dass dies eine Konvexkombination ist. Wegen
a; € [0,1] gilt auch 1—«; € [0, 1] und die Multiplikation von beliebig
vielen Elementen aus dem Einheitsinterval ergibt wieder ein Element
aus dem Einheitsinterval. Weiters gilt fiir die Folge

alk) = oo+ (1 —ap)y
+ (1 — )(1 — o)z

+(1—ap)(l—aq) - (1 — agp_g)ok—1
+ (1 — Cko)(l — 041> cee (1 — Oék,2)<1 — Oék,1>,

dass a(k) = 1 fir alle £ € N, was wir durch Induktion nachweisen
wollen:

IA: Fir k = list a(l) = ap+ (1 —ag)as + (1 —ag)(1 — o) =
Oéo+051—0[0061+1+0[0061—040—041 =1.

IV: Fir k € Nist a(k) = 1.

IS: Betrachte k + 1, dann gilt

alk+1) =ap+(1—apg)as+--+(1—ap)(1—ayq) - (1 —ag_2)ag_1+
I—a)l—a) 1=+ (1 —a)(l—aq) - (1 —ay) =
ap+(1—ag)ag+--+(1—ag)(l—aq) - (1 —ag_o)ag_1+ (1 —ayp)
(1—0aq) - 1—ap)oap+(1—) - (I —og1) — (1 —a) -
(1—()ék,1)ak:CY0+(1—CYQ)()C1+"‘+(1—Oéo)(1—041)”'

(1 —ago)ag—1 + (1 —ap)--- (1 — ag—1) = a(k). Mit der Indukti-
onsvorraussetzung folgt die Behauptung. Schlielich gilt nach dem
Satz von Carathéodory, genauso wie am Anfang von Beweis 1, dass
sich Q, als Konvexe kombination von héchstesns n? — 2n + 2 vielen
Permutationsmatrizen schreiben l&sst. |
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Als Beispiel betrachten wir eine (3 x 3) doppelt-stochastische Matrix
o, in welcher alle Eintrége voneinander verschiden sind, und die
Hauptdiagonalsumme gleich 1 hat:

8/15 1/15 6/15
315 5/15 /15
415 915 2/15

Der zu @)y gehoriger bipartite Graph ist

Ein perfektes Matching hier wire {{1,, 15}, {2.,2s},{3.,3:}}. Mit
der Permutationsmatrix

P():

O O =
O = O
_ O O

o = 125 und Q1 = _Qol—_oca(z)P % folgt

Qo =Py — (1 — )@

9 (L 00 13 6/13 1/13 6/13
=15 01 0]+ T 3/13 3/13 T/h3
\o 0 1 g i/13 913 0

6/13 1/13 6/13
und wir erhalten @Q; =| 3/13 3/13 7/13 | als doppelt-stochastische
i3 913 0
Matrix mit einem Eintrag gleich Null mehr als ()y. Tun wir das Glei-
che mit )1, so schaut der zugehoriger Graph folgendermafien aus.
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Ein perfektes Matching hier wire {{3., 15}, {2.,2s},{1.,3s}}. Mit
der Permutationsmatrix

0 01
pr=010],
1 00
o = und Qo = M haben wir
Qo—OéoPo+(1—aoOé1P1+1 ) (1 — a1)Q2
1 00 0 01 6/10 /10 3/10
2 1 131
=15 010 —1—1—2% 010 —1—1—2% 3/io 0 7o
001 1 00 10 %0 0
6/10 1/10 3/10
also Q2 = | 3/10 0 710 |. Der bipartite Graph zu Qs ist

Vo %0 0

und ein perfektes Matching hier wire {{1,, 15}, {2.,3s},{3.,2:}}.
Mit der Permutationsmatrix

Py =

O O =
_ o O
O = O

—ao P . .
ay =35 und Q3 = Qﬁ_—i‘ff erhalten wir wieder
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QO = 060P0+ (1 — Oéo)Oélpl + (1 — Oé())(l — Oél)OéQPQ + (1 — Oé())(l — Oél)
100 00 1 1 00
(I—)@s=210 1 0]+E210 1 0 +1—0}—3%(0 0 1|+
001 1 00 010
0 1/10 3/10
3 7
10 6 1?12 9/10 /100 13 3 ou
131310 T sis (V1 O+
1 00
1 00
wigfo0 1) nne
010
Der bipartite Graph zu @3 ist

Ein Perfektes Matching hier wére {{1,,3:},{2., 15}, {3.,2,}}. Mit
der Permutationsmatrix

a3 =3 und Q4= M haben wir dann

QO = OéoPo+ (1 — Oéo)Oélpl + (1 — Cko)(l — CYl)@QPQ + (1 — @0)(1 — CYl)
1 00
(1 Ozz)CEng—F(l ao)(l 011)(1 Ozg)(]_ (Jé3)@4 125 010 +
0 0 1
0 01 1 00 0 01
B30 1 0| +8885 10 0 1| +88B43171 0 0]+
1 00 010 010
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100 001
B4l =210 1 0] +&210 1 0]+
001 100
100 001 010
w1 |00 1) + 355 (L0 0) + 4 (0 0 1) =
010 010 100
100 001 100 001
2101 0]+2|010)+&(001)+&[1 00+
001 100 010 010
010
L1001
100

Also ist (04 eine Permutationsatrix und wir haben @)y als eine Kon-
vexkombination von genau 32 — 2 -3 + 2 = 5 Permutationsmatrizen
geschrieben.
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