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Definition (Seminormaler Operator)

Ein Operator S € L(H) ist seminormal < [S*,S] > oder <O0.

m [S*,S] > 0 hyponormal
m [5*,S] <0 co-hyponormal



Beispiele

Example

Jeder subnormale Operator ist hyponormal.

Definition (subnormal)

Die Einschrankung eines normalen Operators N € L(K) auf einen
invarianten Teilraum H C K.



Beispiele Il

Example

Unilaterale Shift U, : I?(N) — /2(N) mit
Ui (x0, x1,--.) = (0, x0, X1, -..)
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Zerlegung von seminormalen Operatoren

Theorem

Sei S ein seminormaler Operator auf H. My(S) sei der kleinste
Teilraum von H der S auf das Bild von [S*, S| einschrdnkt und
My(S) := Mo(S)*. Dann kann S = Sy + Sy in Bezug auf die
Zerlegung H = Mo(S) + M1(S) geschrieben werden. Sy ist rein
seminormal und Sy ist normal.

Definition (pure)

Ein seminormaler Operator S € L(H) heiBt pure, falls sein normaler
Anteil der Nullraum ist.
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Spektralradius

r(T) = maxyeqo(m)|A|
Proposition

Sei S seminormal in L(H). Dann ist ||S|| = r(S).



Wachstumsbedingung fiir die Resolvente

Korollar

Sei S ein seminormaler Operator und Ao € C, Ao ¢ o(S). Dann gilt

1

165 =20)11 = Feztooten)



Numerische Wertebereich

Proposition

Sei S € L(H) ein hyponormaler Operator. Dann gilt

W(T) = conva(T).



Cut-downs

Definition (Cut-down)

Sei S = X +iY € L(H) ein hyponormaler Operator. Dann ist der
cut-down von S bzgl. der Borelmenge § C R der Operator

Ts = X +iE(0) YE(9),
auf dem Raum E(4)H.

Analog fiir Y auf der imaginaren Achse.



Eigenschaften hyponormale Operatoren

m Die Einschrinkung eines hyponormalen Operators auf eine
abgeschlossenen invarianten Unterraum ist hyponormal.

m Wenn S = X +iY € L(H) hyponormal und X oder Y
invertierbar, dann X~ 1 — jY bzw. X — iy ! hyponormal.

m Die Menge alle hyponormalen Operatoren auf einen
Hilbertraum ist abgeschlossen in der starken
Operatortopologie.



Cut-down und rein hyponormale Operatoren

Proposition

Sei S € L(H) ein hyponormaler Operator and sei 6 C R eine
Borelmenge. Wenn S rein hyponormal ist, dann ebenfalls S;.



Spectral mapping results

Lemma

Sei S € L(H) ein beliebiger Operator und ~y : [0,1] — C stetige
Kurve, sodass ([0, 1]) N a(S) # 0 und ~([0, 1]) N 04p(S) = 0.
Dann ist v([0,1]) C o.(S).

Lemma
Sei A: [0,1] — L(H) ein stetiger Weg und 7 : [0,1] — C stetig.
Falls
m 7(0) € 0(A(0)),
m 7(t) € C—0.p(A(t)), t € [0,1]
Dann 7(t) € o,(A(t)) fiir jedes t € [0, 1].



Spectral mapping results

Proposition
Sei A: [0,1] — L(H) stetig bzgl der Normtopologie und o C C
and 0 : [0,1] x 0 — C, so dass

m (-, A) : [0,1] — C stetig fiir jedes X\ € o

m 0; =0(t,-) : 0 — C injektiv fiir jedes t € [0, 1] und Oy|o = id
Falls 0.5(A(t)) N 0:(0) = 0:(02p(A(0)) N o), t € [0,1]
dann o,(A(t)) N 6:(0) = 0:(c,(A(0)) N o), t € [0,1].
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Spectral mapping results

Theorem (Putnam)

Sei S = X +iY € L(H) ein hyponormaler Operator, dann gilt
Re o(S) = o(X) und Im o(S) = o(Y).

Reo(S)={xe€R:3y € R mit x+ iy € o(S)}, analog Im o(S).
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Spectral mapping results

Proposition

Sei S € L(H) hyponormal und A = (a, b) ein offenes Intervall von
R. Dann gilt

72p(S) N (A X R) = 04,(Sa) N (A x R).



Spectral mapping results

Theorem (Putnam)

Sei S € L(H) hyponormal und A = (a, b) ein offenes Intervall von
R. Dann gilt

o(S)N (A x R) = o(Sa) N (A x R).



Ungleichung von Putnam

Theorem
Sei S € L(H) seminormal mit D = S*S — SS*. Dann gilt

7||D|| < measy(o(S)).



Ausblick

Theorem (Berger & Shaw)
mwTrace[T*, T] < m(T)measy(o(T))



Unbeschrankte hyponormale Operatoren

Definition
Sei T ein dicht definierter Operator in H. Dann heit T in H
hyponormal, falls

m D(T)C D(T*)
m || Tx|| > || T*x]||,x € D(T).

Example

Gewichteter Shift mit |ak| < |ak1| ist hyponormal.



Unbeschrankte hyponormale Operatoren

Sei T dicht definiert in H. Dann gilt

m T hyponormal genau dann wenn T*|p(1y = KT mit
Kontraktion K.

m Wenn T; und T, abgeschlossene, hyponormale Operatoren
sind und es existieren injektive, beschriankte Operatoren X, Y
mit dichtem Bild, sodass XT1 C T>X, YT> C T1Y, dann
o(T1) =0o(Ta).

m Ty hyponormal und || Tmx — Tpx|| sowie || Ty — Tyl|
geeignet. Dann ist o(T) = (,—; Ure, o(Tk)



Unbeschrankte hyponormale Operatoren

Proposition

Falls Ry > t — T; eine stetige Halbgruppe von hyponormalen
Operatoren ist, dann ist der Erzeuger

Af = lim t7Y(Tef = f)

t—0+4

hyponormal.



Unbeschrankte hyponormale Operatoren

Example
T = (ao — éa’l - iald%) |Cg°(1R) mit ag, a; Funktionen aus C!
sodass

m Re ag #0

m a; — ib; mit bl(X) = Regg(x)’ ceR



Zusammenfassung

r(S), Bedingung fiir Resolvente, numerischer Wertebereich
dhnlich zu normalen Operatoren

Subnormale Operatoren, unilaterale Shift

Ungleichung von Putnam

Unbeschrinkte seminormale Operatoren
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