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Kapitel 1

Dualititssatz

1.1 Topologische Gruppen

Ist (G, -,e) eine Gruppe und zugleich ein topologischer Raum, so heiit G topologi-
sche Gruppe falls die Abbildungen Gx G — G: (x,y) = xyund G — G : x+> x|
stetig sind.

Viele der in diesem Unterkapitel folgenden Sitze sind auch fiir topologische
Gruppen giiltig, die keine Hausdorffriume sind. Da diese Gruppen aber meist nur
aufgrund dieser topologischen Besonderheit von Interesse sind wird im Folgenden
immer vorausgesetzt, dass die Gruppentopologie Hausdorff ist.

Als unmittelbare Folgerungen erhalten wir:

Satz 1.1.1. e hat eine Umgebungsbasis bestehend aus symmetrischen Mengen (d.h
Uu=u").

Fiir eine Umgebung U von e und n € N gibt es eine Umgebung V von e mit
Vi=vV.V...VCU.

Beweis. Wegen der Stetigkeit der Inversion ist fiir eine Umgebung V von e auch
V1 eine Umgebung des neutralen Elementes und damit auch die symmetrische
Menge VNV~

Da die Mengen der Gestalt O; x O, fiir (O; Umgebungen von e eine Umge-
bungsbasis von (e, e) in G X G bilden finden wir wegen der Stetigkeit des Produktes
zu jeder Umgebung U von e Umgebungen O1, O> von e die unter der Gruppenmulti-
plikation in U abbilden. Dann ist auch V := 01N O, eine Umgebung mit V| -V} CU.
Induktiv erhélt man so Umgebungen V,,, die V,,-...V,, C U erfiillen (2" Faktoren)
und damit die Behauptung fiir n Faktoren. [

Satz 1.1.2. Ist A Untergruppe einer topologischen Gruppe G, so ist A eine abge-
schlossene Untergruppe.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass fiir A} C X1,4, C X» beziiglich der Produkttopolo-
gieAl XAZ =A| XA gilt:
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Da die Mengen O x O3, O1,0> offen in X| resp. X eine Basis der Produkt-
topologie in X; x X, bilden gilt x € A X Ay genau wenn VO € 71,0, € T mit
X €01 X0, gilt (01 X 02)N (A} X Ay) # 0, was genau fiir O1NA; ZONO1NA] #0
wenn x € 01 x O3 der Fall ist, prjx € Aj Apr,x € A gilt, d.h. fiir x € A} x A,.

Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn fiir C C X gilt f(C) C

f(C). Fiir die Gruppenmultiplikation m : G x G — G gilt also

m(AxA)=m(AxA) Cm(AxA)=A,

d.h. A ist abgeschlossen unter der Multiplikation. L
Analog sicht man wegen der Stetigkeit der Inversion (A)~! C A~1 = A, womit
die Inversion auf A abgeschlossen ist. [

Satz 1.1.3. Fiir eine topologische Gruppe G und x € G ist die Links(Rechts)trans-
lation Ly : g — xg (R : g — gx) ein Homéomorphismus von G auf G.

Beweis. Aus den Gruppenaxiomen folgt, dass Translationen Bijektionen von G auf
sich sind. Die Linkstranslation g — xg ist als Zusammensetzung der Abbildungen
g (x,g) und (x, g) — xg stetig. Ihre Inverse ist die Linkstranslation L, 1 und damit
ebenfalls stetig. O]

Korollar 1.1.4. Ist (U;)ic; eine Umgebungsbasis von x € G, G eine topologische
Gruppe, so ist fiir y € G (yU,)ics eine Umgebungsbasis von yx.

Korollar 1.1.5. Ist ¢ ein Homomorphismus der topologischen Gruppe G in eine
topologische Gruppe H, so ist ¢ genau dann stetig, wenn @ in e stetig ist.

Beweis. Da Linkstranslationen L,, Homéomorphismen sind ist ¢ genau dann in x
stetig, wenn ¢ o Ly, in e stetig ist. Wegen 0(xox) = ¢(x0)0(x) = Ly, © ¢ und da
Linkstranslationen auch in H Homéomorphismen sind, ist diese Abbildung genau
dann in e stetig, wenn ¢ in e stetig ist. L

Korollar 1.1.6. Offene Untergruppen einer topologischen Gruppe sind abgeschlos-
sen.

Beweis. Ist H Untergruppe von G, so gilt H C = UrggXH. Da Linkstranslationen
Homoomorphismen sind ist H C fiir offene Untergruppen H als Vereinigung offener
Mengen offen und H damit abgeschlossen. [

Korollar 1.1.7. Enthdlt eine topologische Gruppe eine nichtleere offene relativ
kompakte Teilmenge, so ist sie lokalkompakt.

Beweis. Da kompakte Riume normal sind, besitzt jeder Punkt mit einer relativ
kompakten Umgebung eine Umgebungsbasis die aus relativ kompakten Mengen
besteht. Fiir topologische Gruppen hat jeder Punkt eine relativ kompakte Umge-
bung wenn ein Punkt eine relativ kompakte Umgebung besitzt. L
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1.2 Kompakt-offene Topologie

Fiir topologische Rédume X, Y bezeichne C(X,Y) den Raum der stetigen Funktionen
X — Y. Versieht man C(X,Y) mit der Spurtopologie der Produkttopologie Y*, so
erhilt man die Topologie der punktweisen Konvergenz. Eine Basis dieser Topologie
besteht aus den Mengen

{fEC(X,Y)Z f(x,')EOi, i:I,...,n}

firn e N, x1,...,x, € X, O1,...,0, offen in Y. Die Topologie der punktweisen
Konvergenz ist die grobste Topologie auf C(X,Y) unter der die Abbildungen X x
C(X,Y) =Y, (x,f) — f(x) fur alle x € X in der 2. Koordinate stetig sind. Wir
suchen die grobste Topologie auf C(X,Y) unter der diese Abbildung stetig in der
Produkttopologie ist. Diese Topologie existiert im Allgemeinen nicht, wohl aber
fiir lokalkompakte Rdume Y:

Definition 1.2.1. Fiir topologsiche Riume X,Y wird die kompakt-offene oder k.o.-
Topologie auf C(X,Y) durch die Subbasis

M(K,0):={fe€C(X,Y): f(x) €OVxeK} (1.1)

K kompakt in X, O offen in Y definiert. Wir bezeichnen C(X,Y) versehen mit der
k.o.-Topologie durch C.(X,Y).

Fiir eine Funktion f € C(X x Y, Z) betrachten wir die Funktion f: X — C.(Y,Z),
die durch f(x)(y) = f(x,y) gegeben ist, also

xxy L5z, x L.c(rz

und zeigen, dass fiir lokalkompakte Y f genau dann stetig ist wenn f stetig ist,
bzw. dass C(X x Y,Z) =2 C(X,C.(Y,Z)) gilt.

Satz 1.2.2. Seien X ,Y,Z topologische Riume und f: X XY — Z. Ist f stetig (X XY
mit Produkttopologie). dann ist auch f: X — C.(Y,Z), x — f(x,-) stetig. Ist Y
lokalkompakt und f stetig, so ist auch f stetig.

Beweis.
fe f Y MK,0) < F(X) e M(K,0) = f(X)(y) eOVyeK

1.2
< f(x,y)eOVyeK (1.2)

Ist f stetig, so gibt es fiir alle y € K Umgebungen Yy,U, von x resp. y mit
f(X,y) € O fiir X € V, und y € Uy. Da K kompakt ist gibt es yj,...,yy mit K C
Uiy, Fir V := Ni<yVj, gilt dann f(V,k) C O, also V C f~1(M(K, O), wraus die
Stetigkeit von f folgt.

Ist f stetig, so folgt fiir O offen in Z, K kompakt in Y aus (1.2) dass es eine Um-
gebung V von x gibt mit f(V,K) C O. Ist Y lokalkompakt, so kann K als kompakte
Umgebung von y gewihlt werden, womit die Stetigkeit von f in (x,y) folgt. 0



4 KAPITEL 1. DUALITATSSATZ

Korollar 1.2.3. Fiir einen lokalkompakten Raum Y und einen topologischen Raum
Z ist die kompakt-offene Topologie die grobste Topologie ‘T auf C(Y,Z) fiir die die
Abbildung

C‘T(YJZ) XY —Z, (f?y) Hf(y)

stetig ist

Beweis. Wihlen wir fiir X in Satz 1.2.2 C#(Y,Z), so sehen wir, dass eine Abbildung
f: Cr(Y,Z)xY — Z, (0,y) — 0(y) genau dann stetig ist, wenn f stetig ist. Bei
unserer Wahl von f ist aber f die Identitit von Cy(Y,Z) nach C.(Y,Z). f ist also
genau dann stetig, wenn ‘7 feiner als die k.o.-Topologie ist. L

1.3 Duale Gruppen

Auf einer lokalkompakten Abelschen Gruppe G sei die duale Gruppe oder Cha-
raktergruppe G die Menge aller Charaktere das sind stetigen Homomorphismen
von G nach T = {z € C: |z| = 1}. Auf der dualen Gruppe ist ein Produkt durch
(x1x2)(g) = %1(g)x2(g) definiert, mit dem trivialen Charakter G — {1} als neutra-
lem Element. Da mit ¥ auch die konjugiert komplexe Funktion } ein Charakter ist
folgt dass G tatsiichlich eine Gruppe ist. Wir betrachten Abelsche Gruppen mit + als
Gruppenoperation und bezeichnen das neutrale Element mit 0. Aus offensichtlichen
Griinden machen wir fiir T eine Ausnahme und betracheten T als multiplikative
Gruppe mit der konstanten 1-Funktion als neutralem Element 1.

Wir suchen jetzt eine Topologie auf G unter der G zu einer topologischen Grup-
pe wird und die Abbidung G x G — T, (g,%) — x(g) stetig in der Produkttopologie
ist. Da, wie sich im Folgenden herausstellt die Theorie lokalkompakter Gruppen
wesentlich reichhaltiger als die allgemeine Theorie topologischer Gruppen ist, soll-
te fiir G lokalkompakt auch die duale Gruppe G lokalkompakt sein. Die diskrete
Topologie erfiillt diese Forderungen und ist klarerweise die feinste dieser Topolo-
gien. Wir suchen jetzt die grobste dieser Topologien auf G. Fiir die Stetigkeit von
(g,%) — x(g) im trivialen Charakter 1 muss nach Korollar 1.2.3 die Topologie auf

~

G feiner als die Spurtopologie von C.(G,T) sein. Damit sollten die Charaktere in
M(K,O) offen in der Topologie von G sein. Da nach Korollar 1.1.4 mit M (K,0)
auch alle Translate offen sein miissen wenn G unter dieser Topologie zu einer topo-
logischen Gruppe werden soll, wihlen wir die von der Subbasis bestehend aus den

Mengen
N(xo,K,e):={x € G: |(xx61)(x)] < €},K C G kompakt ,& > 0,y € G

erzeugte Topologie. Diese bezeichnen wir ebenfalls als kompak-offene oder k.o.-
Topologie.

Satz 1.3.1. Mit der k.o.-Topologie ist G eine topologische Gruppe.
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Beweis. Wir miissen die Stetigkeit der Multiplikation und der Inversenbildung in G
zeigen.

Die Menge {% € G : |(xxg ") (x)] < € Vx € K} ist gleich {x € G : |(xxg ") (x)] <
€ Vx € K}, also eine Menge aus der Subbasis. Damit fiihrt die Inversion die Menge
N(xo0,K,¢€) in die Menge N(¥o, k, €) tiber. Fiir die Stetigkeit einer Abbildung geniigt
es aber, dass die Urbilder von Mengen einer Subbasis im Zielraun offen sind. Also
ist x +— ¥ stetig in Y.

Fiir (1%2,%1,%2 und g € G gilt

1X1(8)x2(8) —%1(2)%2(2)] < Ix1(2) (x2(g) —X2())| +1(x1(g) — X1(g))X2(2)]
=[x2(g) —%X2(g)| + x1(8) — %1 (8)|-

Es wird also die Menge N(y1,K,€/2) x N(x2,K,€/2) in N(y1X2,K,€/2) abgebil-
det, womit die Stetigkeit der Multiplikation in (%,%2) beziiglich der k.o.-Topologie
folgt. [

Satz 1.3.2. Ist die Abelsche Gruppe G diskret, so ist G eine kompakte Gruppe.

Beweis. Die k.o.-Topologie auf G ist fiir diskrete Gruppen G die Topologie der
punktweisen Konvergenz, da in einem diskreten Raum genau die endlichen Mengen
kompakt sind. Diese entspricht der Spurtopologie der Produkttopologie, wenn wir
G als Teilmenge von T¢ auffassen. Da dieser Raum nach Tichonow kompakt ist,
haben wir nur zu zeigen, dass G abgeschlossen in T ist.

Da G diskret ist, ist eine Funktion ¥ von G nach T genau dann ein Charakter,
wenn fiir alle x,y € G x(x)x(y) — x(xy) = 0 und (x)y(—x) = 1 gilt. Die Abbildung
Jf = pr,pr, — pr,, ist als Zusammensetzung stetiger Abbildungen stetig weshalb der
Kern dieser Abbildung abgeschlossen ist. Ebenso ist pr,pr_, — 1 stetig und damit
der Kern dieser Funktion abgeschlossen. Der Durchschnitt dieser Kerne ist, wenn
x,y G durchlaufen genau die Menge der Charaktere. U

Definition 1.3.3. Ist X ein topologischer Raum x € X und ® eine Familie von Funk-
tionen X — C fiir die gilt: Gibt es fiir alle € > 0 eine Umgebung V von x mit
lf(x)—f(y)| <eVfed, yeV, so heifst © gleichgradig stetig in x. Ist D fiir
alle x € X gleichgradig stetig in x, so heifst @ gleichgradig stetig.

Satz 1.3.4. Ist ® eine gleichgradig stetige Familie komplexwertiger Funktionen auf
einem topologischen Raum X, so stimmt auf ® die Topologie der punktweisen Kon-
vergenz mit der k.o.-Topologie iiberein. Jede komplexwertige Funktion auf X im
Abschluss von ® beziiglich der Topologie der punktweisen Konvergenz auf CX ist
stetig.

Beweis. Da einelementige Mengen kompakt sind, ist die Topologie der punktwei-
sen Konvergenz grober als die k.o.-Topologie. Es bleibt also zu zeigen, dass es fiir
f € ®, K kompakt in X und € > 0, eine endliche Menge F = {xi,...,xy} C X und
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& > 0 gibt mit N(fo,F,8) C N(fo,K,€) gilt, wobei N(fo,K,€) ={f e ®: |f(z)—
fo(z)| <eVze K} und N(fo,F,0) ={f € ®: |f(xi) — folxi)| <dfirl <i<M}.

Da @ eine gleichgradig stetige Familie von Funktionen auf X ist, gibt es fiir
x € X und € > 0 eine offene Umgebung V, von x mit |f(z) — f(x)| < /3 firz € V,
und f € ®. Es sei (Vy, )i<n eine endliche Teiliiberdeckung der kompakten Menge K.
Es folgt fiir z € Vy,

1f(2) = fo()] <If () = f ()| + [f (i) = folx) | + [ fo(xi) — fo(2)]
<2e/3+|f(xi) — fo(xi)]-

Fir F := {xy,...,xy} gilt fiir f € N(fo,F,€/3) damit |f(z) — fo(z)| <€Vz € K also
N(f,K,e) D N(f,F,e/3) fir F = {xi,...,xn}. Hieraus folgt, dass die Topologie
der punktweisen Konvergenz auch feiner als die der kompakten Konvergenz ist.

Ist f im Abschluss von ® und x € X, € > 0, so gibt es eine Umgebung U von x
mit |g(x) —g(y)| < &/3 fiiry € U und alle g € ®. Ist f im Abschluss von ® bez. der
Topologie der punktweisen Konvergenz, so gibt es ein g € ® mit | f(x) — g(x)| < ¢€/3
und |f(y) —g(y)| < €/3. Es folgt

f () =) < 1F(x) —g(x) [+ 18(x) =g )| + e (v) = F (V)| <&
und damit die Stetigkeit von f. ]

Fiir eine kompakte Teilmenge K von G bezeichnen wir mit
N(K,8):={xeG: |x(zx)—1] <& VYzeKk} (1.3)

die 0-Umgebung N (o, K, d), wenn yo den trivialen Charakter yo(z) = 1 bezeichnet.
Fiir den Abschluss N(K,8) von N(K,§) gilt

N(K,8):={xeG: |x(z)—1<dVzeK}. (1.4)

Man sieht unmittelbar, dass N (K, 8) eine Teilmenge von G ist, die in der Topologie
der punktweisen Konvergenz auf G abgeschlossen ist. Damit ist sie auch in der
feineren k.o.-Topologie abgeschlossen, sie muss aber nicht gleich dem Abschluss

von N(K,€) in der k.o.-Topologie sein.

Proposition 1.3.5. Fiir eine kompakte 0-Umgebung K der lokalkompakten Abel-
schen Gruppe G und \/2 > 8 > 0 ist die Menge N(K,8) von Charakteren gleich-
gradig stetig.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass N(K,d) eine in 0 gleichgradig stetige Familie
von Funktionen ist, d.h. fiir € > 0 miissen wir eine Umgebung U von 0 finden, fiir
die gilt

N(K,8) CN(U,e)={yx: |x(x)—1] <eVxeU}. Es giltfiir || < /4 und / € N
aus der Summenformel fiir die geometrische Reihe:
o __q

L
7

€
eioc/l -1

‘: ’1_|_eioc/l+“._i_ei(x(lfl)/l’ >
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Wir wihlen [ > \/55/8 und eine 0-Umgebung U nach Satz 1.1.1 so,dassU +...+U
([-mal) eine Teilmenge von K ist. Nimmt ein Charakter X in u € U einen Wert
x (1) = e/ mit [e!®/! — 1| > g an, so folgt aus obiger Abschiitzung |y (u+...+u) —
1| =[e!*—1| > & und wegen u+... +uc K: y ¢ N(K,$9). O

Satz 1.3.6. Fiir eine lokalkompakte Abelsche Gruppe G ist G mit der k.o. -Topologie
eine lokalkompakte Abelsche Gruppe. Beziiglich der k.o.-Topologie sind fiir e < /2
die Umgebungen 15 von N (K, €) relativ kompakt.

Beweis. Wir haben wegen Satz 1.3.1 nur noch zu zeigen, dass die k.o.-Topologie
eine lokalkompakte Topologie induziert. Hierfiir reicht es wegen Korollar 1.1.7 zu
zeigen, dass N(K,€) eine kompakte Umgebung der 0 in G ist.

Wir bezeichnen mit G4 die Gruppe G versehen mit der diskreten Topologie. Die
k.o.-Topologie ihrer Charaktergruppe G ist die Topologie der punktweisen Kon-
vergenz. Fiir eine kompakte 0-Umgebung K in G ist N(K,¢) fiir € < v/2 nach Pro-
position 1.3.5 eine Familie gleichgradig stetiger Funktionen auf G. Nach Satz 1.3.4
sind alle Charaktere in Gd aus dem Abschluss von N(K,¢€) stetlg Der Abschluss
von N(K,€) in G ist also gleich dem Abschluss von N(K,e) in G beziiglich der To-
pologie der punktweisen Konvergenz. In GistN (K, ¢) offensichtlich abgeschlossen,
damit ist N(K,¢€) eine abgeschlossene Teilmenge von CA;d beziiglich der Topologie
der punktweisen Konvergenz. N(K,€) ist damit als abgeschlossene Teilmenge der
nach Satz 1.3.2 kompakten Menge éd kompakt bez. der Topologie der punktweisen
Konvergenz. Auf N(K,€) stimmt aber die Topologie der punktweisen Konvergenz
mit der Topologie der gleichmiBigen Konvergenz iiberein. Somit ist N(K,€) kom-
pakt in G. [

Satz 1.3.7. Fiir eine kompakte Abelsche Gruppe ist G diskret.

Beweis. Ist G kompakt, so ist die Menge N(1 — G, G,+/2) eine Umgebung von &
in der k.o.-Topologie. Diese Menge besteht aus Charakteren die auf ganz G nur
Werte mit positivem Realteil annehmen. Fiir ( iy < arg(y(x)) < 5, folgt aber

I <arg(x(x"t)) < ”nilg Also ist der triviale Charakter xo der einzige, der auf
ganz G positiven Realteil hat. [

Ziel unserer Bemiihungen ist es zu zeigen, dass die kanonische Einbettung 1 :

G~ E, x = 1(x), 1(x)(x) = x(x) ein Isomorphismus ist (Satz 1.11.4). Schon jetzt
konnen wir zeigen:

Satz 1.3.8. Fiir eine topologische Abelsche Gruppe G, x € G ist die Abbildung
w6(x) : G —= T,y — x(x) ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Ist G lokalkom-

pakt, so ist die Abbildung 1 : G — G, x 16(x) stetig.

Beweis. Wegen 31 (x)x2(x) = x1x2(x) gilt 16 (x) (X1)16 (x) (42) = 16 () (01X2)- 16(¥)
ist also ein Homomorphismus. Da Punkte kompakt sind, ist fiir x € G und € > 0 die
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Menge {) € G : |x(x) — 1| < &} eine Umgebung des trivialen Charakters von G.
1(x) ist also stetig bei 0 und mit Korollar 1.1.5 stetig auf G.

Die Mengen N(K, €), K kompakt, € > 0, bilden eine Umgebungsbasis von 0 € G.
Fiir x € K und 3 € N(K,€) giltdann [15(x)(x) — 1| = |x(x) — 1] <&, also ist x — 1(x)
stetig. ]

1.4 Untergruppen lokalkompakter Gruppen

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heil3t lokal abgeschlossen wenn
es fiir alle x € A eine Umgebung V, von x gibt, sodass A NV, bez. der Relativtopo-
logie abgeschlossen in V ist.

Satz 1.4.1. Aquivalent sind
i) A ist lokal abgeschlossen.

ii) A ist als Durchschnitt einer offenen Teilmenge von X mit einer abgeschloss-
enen Teilmenge von X darstellbar.

iii) A ist bez. der Relativtopologie offen im Abschluss A von A .

Beweis. 1)=>ii): Sei fiir x € A V, eine Umgebung von x in der A NV, abgeschlossen
ist, dann gibt es eine in X abgeschlosssene Menge Cy mit ANC, = ANV,. Sei
F.:=C,U onC und F := NyecaFy. Dann ist F eine abgeschlossene Obermenge von
A. Die Menge O := U,c4V, ist eine offene Obermenge von A, also gilt A C FNO.
Firy € O\ A gibtes x € A mity € V" \ A und damit y ¢ F, und somit x ¢ F. Also
giltA=0NF.

i)=1): Firx € A= ONF, O offen, F abgeschlossen in X, ist Vx € A O eine Um-
gebung in der A als Schnitt von O mit der abgeschlossenen Menge F' abgeschlossen
bez. der Relativtopologie von O ist.

ii)=iii): A = ONF ist offen in F und damit in A.

iii)=-ii): Ist A offen in A, so gibt es O offen in X mit A = ONA. O

Lemma 1.4.2. Eine lokalkompakte Teilmenge eines Hausdorffraumes ist lokal ab-
geschlossen. Lokal abgeschlossene Untergruppen einer topologischen Gruppe sind
abgeschlossen.

Beweis. Jedes x aus der lokalkompakten Teilmenge M des Hausdorffraumes X be-
sitzt eine kompakte Umgebung K in M. Eine Umgebung von x in M ist der Schnitt
von M mit einer Umgebungen von x in X. Also gibt es eine Umgebung V, von x
in X mit K =V, "M, Da K als Teilmenge von M kompakt ist, ist K auch kompakt
als Teilmenge von X oder als Teilmenge von V, mit der Relativtopologie. Kompakte
Mengen in Hausdorffraumen sind abgeschlossen, also ist K abgeschlossen in V, und
M somit lokal abgeschlossen.
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Ist die Untergruppe H von G lokal abgeschlossen, so ist nach 1.4.1 H offen in
H. Als offene Untergruppe ist H aber nach Korollar 1.1.6 auch abgeschlossen in H,
woraus H = H folgt. O

Jede abgeschlossene Teilmenge eines lokalkompakten Raumes ist lokalkom-
pakt. Eine Teilmenge eines lokalkompakten Hausdorffraumes kann aber lokalkom-
pakt sein ohne abgeschlossen zu sein (z.B. (0, 1) als Teilmenge von R). Fiir lokal-
kompakte Gruppen gilt jedoch:

Korollar 1.4.3. Eine Untergruppe H einer lokalkompakten Gruppe G ist genau
dann lokalkompakt, wenn sie abgeschlossen ist.

Beweis. Da der Schnitt einer kompakten Umgebung von x € M mit einer abge-
schlossenen Teilmenge M eine kompakte Umgebung von x in G bez. der Relativto-
pologie auf M kompakt in M ist, sind abgeschlossene Teilmengen lokalkompakter
Réiume lokalkompakt.

Ist H eine lokalkompakte Untergruppe der lokalkompakten Gruppe G, so ist sie
nach Lemma 1.4.2 lokal abgeschlossen und damit abgeschlossen. [

Korollar 1.4.4. Ist ein Morphismus ¢ : H — G offen als Abbildung H — @(H)
(9(H) mit der Spurtopologie), H und G in LCA, so ist (H) abgeschlossen in G.

Beweis. Das stetige Bild einer kompakten Umgebung eines Punktes & € H unter ¢
ist eine kompakte Umgebung von @(%) in ¢(H). @(H ) ist damit eine lokalkompakte
Untergruppe von G und so nach Korollar 1.4.3 abgeschlossen in G. [l

1.5 Charaktergruppen der elementaren Gruppen

Eine Gruppe heilit zyklisch , wenn sie von einem Element erzeugt wird. Jede zykli-
sche Gruppe ist das Bild von Z unter einem Homomorphismus. Nach dem Homo-
morphiesatz ist sie damit algebraisch isomorph zu Z /N, wobei N eine Untergruppe
von Z ist. Da nZ die einzigen nichttrivialen Untergruppen von Z sind, ist eine zy-
klische Gruppe algebraisch isomorph zu Z oder zu Z, = Z mod n.

Satz 1.5.1. Eine Abelsche Gruppe A mit n Erzeugern kann als direkte Summe von
hochstens n zyklischen Gruppen dargestellt werden, d, h,

Az27ZFa @ Z, k+1<n.

Beweis. Wir beweisen durch Induktion nach der Zahl der Erzeuger.

Hat A eine Darstellung mit n Erzeugern {aj,...,a,} und keine Relationen, so
gilt A = 7Z". Anderenfalls wihlen wir ein Erzeugendensystem in der in einer Relati-
on Ry kyay + ...+ kya, = 0 einer der Koeffizienten den betragsmaBig kleinstmogli-
chen nichtverschwindenden Wert annimmt. Sei dieser Koeffizient 0.B.d.A. k;. Wire
einer der Koeffizienten k; nicht durch k; teilbar, d.h. k; = mk; +r mit 0 # |r| < |k
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so bekdmen wir in dem Erzeugendensystem a’l ,an, ..., dy, a’1 =a; +ma; aus R die
Relation Y'!'_ | kia; = 0 mit k; = k; — mky = r, k; = k; fiir i # . Da der Koeffizient k;
betragsmifig kleiner als |k | ist, ein Widerspruch zu unserer Wahl des Erzeugen-
densystems und R;.

In jeder anderen Relation jjaj + ...+ j,a, = 0 ist j; ein Vielfaches von &, da
wir anderenfalls in der Relation (j; —ckj)aj +. ..+ (j, — cky)ay bei geeigneter Wahl
von ¢ € Z einen nichtverschwindenden Koeffizienten j; — ck; von a; bekdmen, der
betragsmiBig kleiner als k ist. Wir diirfen deshalb (gegebenenfalls nach Ubergang
von R zu R — mR;) annehmen, dass in allen anderen Relationen R die Koeffizienten
von aj verschwinden.

Wihlen wir das Erzeugendensystem a},as, . .. ,a, mita| :==a; + Y} , ki/kia;, so
erhalten wir fiir Ry die Relation k; a’1 = 0 und in den anderen Relationen verschwin-
den die Koeffizienten von @} weiterhin. Nach Induktionsvoraussetzung erzeugen
a,...,a, eine Gruppe, die isomorph zur Summe zyklischer Gruppen ist. Die Rela-
tion k1d} = 0 sagt, dass die von d} erzeugte Gruppe isomorph zu Z, ist. ]

Satz 1.5.2. Es gilt
72T, 7,27, T=7, R~R.

Ist A eine dieser Gruppen, so gilt 14(A) = A

Beweis. Ein Homomorphismus  einer zyklischen Gruppe A ist durch seinen Wert
auf einem erzeugenden Element a bestimmt. Da Charaktere Werte in T annehmen
kommt fiir % (a) zunichst jedes z € T in Frage. Tatsdchlich ist fiir A = Z fiir jedes z €
T ein Charakter durch (na) = 7* bestimmt und die Charaktergruppe ist vermoge

t— X, Xt (na) = exp(int) (1.5)
isomorph zu T.
Fiir A = Z, muss a = (0) = x(na) = 7" gelten, z muss also eine n-te Einheits-
wurzel z; = exp(2kmi/n), 0 < k < n sein. Die Abbildungen

Xk : Zn — T, [(na) — exp(2mikl /n) (1.6)

sind wie man unmittelbar verifiziert tatsichlich Homomorphismen und die Homo-
morphismengruppe ist isomorph zu Z,.

Als stetige Funktion muss ein Charakter y auf R fiir eine geeignete O-Umgebung
V Werte aus der Menge {z € T : |z— 1| < 1/4} annehmen. Fiir x € V mit x(x) =
z € T gibt es ein eindeutiges A > 0 mit %([0,A)) C V und z = exp(2miAx). Ist
x(x/2) eine der beiden Quadratwurzeln von z. Aus (x/2)* = x/(x) folgt x(x/2) =
+exp(2miA2~!) und wegen —exp(2ri2~/~1Ax) ¢ V folgt x(x/2) = exp(2miA2~")
sowie induktiv x(x27%) = exp(2riA2 %) und damit (x/27*) = exp(2miAI2~*) und
wegen der Stetigkeit von : x(ox) = exp(2mida). Fiir 7 := 2miA/x und ox =: y
schreibt sich diese Beziehung als

Xi(y) = expity. (1.7)
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Charaktere x auf T induzieren vermoge der Abbildung y o ¢ mit der natiirlichen
Abbildung g : R — T, ¢ — exp(2mir) einen Charakter auf R. Es folgt x o g(x) =
xoq(x+n)=yoq(x)y(n), was genau fiir die Charaktere 7, aus (1.7) mit r € Z der
Fall ist. Die Charaktere auf T sind also genau die Abbildungen

Xn(t) = exp(2mint). (1.8)
Aus (1.5), (1.8), (1.6), (1.7) folgt 14(A) — A fiir diese Gruppen. ]

Satz 1.5.3. Sind A; lokalkompakte Abelsche Gruppen mit dualen Gruppen A\i, so ist
(& ,A))" kanonisch isomorph zu &"_|A;.

Beweis. Fiir 1 <i<nkannA; vermoge a; — (0,...,a;,...0) in kanonischer Weise
als Untergruppe von A := @ | A; aufgefasst werden. Durch Restriktion auf diese
Untergruppe definiert jeder Charakter x, auf A Charaktere y; auf A; mit

Xa o) = (2) =[xt = [Tt

i=1

Ist umgekehrt ; eine Familie von Charakteren auf den Untergruppen A;, so definiert
diese Gleichung einen Charakter auf A. Diese Identifikation ist wie man unmittelbar
sieht vertraglich mit den Gruppenoperationen der Charaktergruppe und ein Homoo-
morphismus. [

Korollar 1.5.4. Fiir eine endlich erzeugte diskrete Abelsche Gruppe A gilt 14(A) =
Al

Beweis. Eine endlich erzeugte diskrete Abelsche Gruppe A ist nach Satz 1.5.1 iso-
morph zu Z" ® ®%_, Z,,. Mit Satz 1.5.3 und Satz 1.5.2 folgt A = T" ® &*_,Z, und

k

durch nochmaliges Anwenden dieser Sétze A= SD

1.6 Induktive und projektive Limiten

Wir betrachten eine gerichtete Menge (7, <) und eine Familie von Objekten (A;);es,
sowie Morphismen e; ; : A; — A; fiir i X j, die den Vertriglichkeitsbedingungen
ejroeij= e, e;=Idy, geniigen. Die betrachteten Morphismen sind je nach den
Gegebenheiten Homomorphismen oder stetige Homomorphismen zwischen einer
Klasse von Objekten. Hat (A;);c; ein maximales Element A,,, so ist jede Familie
von Morphismen f; : A; — B, die den Vertriglichkeitsbedingungen f; = f;oe; ; ge-
niigt wegen f; = fi, o e; , bereits durch den Morphismus f,,, eindeutig bestimmt. Im
Allgemeinen gibt es in der Familie (A;);c; kein groBtes Element. Hiufig ist es je-
doch moglich ein “kleinstes maximales Element” limA; und Morphismen ¢y : Ay —
limA;, die ey = e¢; o ey, fiir k = [ geniigen, zu definieren, das durch die folgen-
de universelle Eigenschaft ausgezeichnet ist: Zu jeder Familie von Morphismen
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fi - Ai — B, die den Vertriglichkeitsbedingungen f; = fjoe; ; fiir i < j geniigt, gibt
es einen eindeutig bestimmten Morphismus f : liﬂAi — B, der f; = f oe; erfiillt.

/ R
i — ek \

rrrrrrrrrr y A =iy Aj ZCiky Ap oy @Ai

\ fi E Sr ]I‘

N ~N

B

Falls ein solches Element limA; existiert wird es induktiver oder direkter Limes

genannt. Man sieht unmittelbar, dass der induktive Limes, wenn er existiert, bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

\

(1.9)

Beispiel 1.6.1. Sei I eine Indexmenge und V; fiir i € I ein K-Vektorraum. Fiir die
Menge ‘E aller endlichen Teilmengen E von I bezeichnen wir das direkte Produkt
[lice Vi mit @;cgVi. Fiir E C F € E gibt es kanonische Morphismen also lineare
Abbildungen

ec.r : EPVi— PV, pri(ee.r(v)) =

ick icF

pr;(v) i€E
0 i€ F\E.

Diese Abbildungen erfiillen die Vertrdglichkeitsbeingung er.g oeg r = eg G fiir E C
F C G e E. Mit P,V bezeichnen wir den linearen Unterraum von [|;c; V; der aus
allen Elementen v € [1;c; Vi besteht fiir die pr;(v) = O fiir fast alle i € I gilt. Wir be-
haupten @,c;V; ist der induktive Limes der Familie (D;cg Vi) pe. Dafiir ist zu zei-
gen, dass es fiir lineare Abbildungen fr : @;cp Vi — W, die der Vertrdglichkeitsbe-
dingung froeg r = fg geniigen eine eindeutige lineare Abbildung f: @;cp Vi — W
gibt, sodass fg = foeg gilt. Fiirve @, Vi gibtes E € E mitv € eg (P Vi) also
kann foeg(v) nur fg(v) sein. Gilt E CF € Eundv € @,cg Vi so gilt fiir jede Fa-
milie linearer Abbildungen (fg)gcx die den Vertriglichkeitsbedingungen geniigen
froegr = fg, womit f wohldefiniert ist.

Fassen wir @,cg Vi als jenen Unterraum von @;c;V; fiir den pryy = 0 fiiri ¢ E
gilt, so ist @,c; Vi also genau der lineare Raum auf den lineare Abbildungen von
@Dice Vi in einen linearen Raum W, die den Vertraglichkeitsbedingungen geniigen,
eindeutig fortgesetzt werden konnen.

In analoger Weise definiert man den inversen oder projektiven Limes, den man
erhilt, wenn die Morphismen di]. fiir i X j von A nach A; abbilden:

di \ / e T~

G A gdij— A % lmA;
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Wir suchen dann ein Objekt Q@Ai fiir das es Morphismen d; gibt, die fiir alle i < j
d; = d; jod; erfiillen und fiir jede Familie f; von Morphismen A — A; ein eindutiger
Morphismus f : A — limA; existiert, fiir den obiges Diagramm kommutiert, als den
projektiven Limes. Falls er existiert ist er wiederum bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt.

Beispiel 1.6.2. Wir betrachten den Ring der a-adischen ganzen Zahlen: Fiir a € N
konnen die Restklassen Z/a" modulo a" fiirn > m durch dy,, : z+a"Z — z+ad"Zin
kanonischer Weise auf die Restklassen Z./a™ von 7 modulo a™ abgebildet werden.
Diese Abbildungen sind Ringhomomorphismen der endlichen Ringe 7./a". Wie fiir
die direkte Summe sieht man, dass die Teilmenge des Produktraumes [],enZ/d",
die pr,x = pr, X fiir m < n erfiillt, mit der koordinatenweisen Addition modulo a"
als Gruppenoperation als projektiver Limes aufgefasst werden kann, da fiir jede
Familie von Morphismen f; mit f, = dynfy fiir m < n eine Abbildung f durch
pr, o f = f. wohldefiniert ist. Wir bezeichnen diesen Ring Z, als den Ring der a-
adischen ganzen Zahlen.

Betrachten wir aber als Morphismen stetige Ringhomomorphismen, so ist Z,
nur dann der projektive Limes der diskreten Ringe 7./a"7Z, wenn die Topologie auf
Z, so fein ist, dass alle Abbildungen d,, Morphismen sind, was genau dann der Fall
ist wenn die Topologie auf Z, feiner als die Spurtopologie der Produkttopologie ist
und andererseits fiir jede Famile f, stetiger Homomorphismen einer topologischen
Gruppe A nach A; mit f,, = dy o fp fiir m < n, die Abbildung f stetig ist. Als Ab-
bildung in einen Produktraum ist f aber genau dann stetig, wenn alle f; stetig sind,
was nach Voraussetzung der Fall ist. Die Topologie muss also um die universelle
Eigenschaft des projektiven Limes nicht zu verletzen auch grober als die Spurto-
pologie der Produkttopologie sein. Unter der Spurtopologie des Produktraumes ist
[1enZy als abgeschlossene Teilmenge des kompakten Produktraumes [],cn Zar
eine kompakter Ring. Er ist iiberabzdhlbar und total unzusammenhdngend. Da fiir
m € N die formalen Potenzreihen a7, =Y ;._,, ayd® ein Unterring von Z, ist, sieht
man, dass jede 0-Umgebung in Z, einen nichttrivialen offenen Unterring enthdilt,
der isomorph zu Z, ist, womit Z, total unzusammenhdngend ist.

Um die Charaktergruppe von Z, zu beschreiben stellen wir die Elemente a von
Z, als formale Potenzreihen Y. arp* mit Koeffizienten ay, € Zy dar, fiir die die
Morphismen d, dann die Abbildungen a — Y _, ard® sind. Ein Homomorphismus
X von Z, nach T ist wegen Kor. 1.1.5 genau dann stetig, wenn es fiir jede Umgebung
V von 1 eine Umgebung U von 0 € Z, gibt, die unter ¥, in V abgebildet wird.
Wir diirfen annehmen, dass V so klein ist, dass es keine nichttriviale Untergruppe
von T enthdlt und U von der Form U = {a: a; = OVi < N} fiir ein N € N ist.
Die Menge U = {ZiZNaiai, a; € Z,} ist aber eine Untergruppe von Z,, deren Bild
unter dem Homomorphismus x, dann eine Untergruppe von T ist, die ganz in'V liegt
und damit trivial ist. D.h. ) hdngt nur von den Koeffizienten ay,...,an—1 ab, und
ist somit ein Homomorphismus auf 7./a". Nach Satz 1.5.2 entspricht y, somit ein

b=y <<ybia”! mity(a) =exp <2ni22v:_01 ard YN, bla_l> vgl. (1.6). Z, kann so
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als h_n}ainZ /a" dargestellt werden. Als duale Gruppe der kompakten Gruppe Z, ist

Zl nach Satz 1.3.7 diskret.

Ist a eine Primzahl p, so ist 7/ p ist ein Kérper, fiir n > 1 ist aber die Gleichung
ax=>/p" in ./ p" genau fiir jene a € 7, eindeutig losbar, die nicht durch p geteilt
werden, d.h. es sind genau jene Elemente von Z, invertierbar, die von der Form
Y00k X mit ag # 0 sind. Ly, ist aber ein nullteilerfreier Ring, damit konenn wir
den Quotientenkorper von 7., bilden, der dann als der Korper Q,, der formalen Po-
tenzreiehen die Gestalt ) ;> arp* dargestellt werden kann, bzw. Q= 1113#21,.
Dieser wird Korper der p-adischen Zahlen genannt. Q) ist 6-kompakt (d.h. ab-
zdhlbare Vereinigung kompakter Mengen) aber nicht kompakt.

Wir werden im Folgenden induktive und projektive Limiten nicht verwenden
um aus gegebenen Gruppen neue zu konstruieren, sondern wir gehen aus von Grup-
pen, die wir als induktive beziehungsweise projektive Limiten einfacherer Gruppen
dazustellen versuchen um so die dualen Gruppen zu bestimmen (Proposition 1.10.1,
1.10.2).

1.7 Untergruppen, Faktorgruppen, Morphismen

Stetige Homomorphismen zwischen lokalkompakten Abelschen Gruppen bezeich-
nen wir als Morphismen. Ist fiir einen bijektiven Morphismus auch seine Inver-
se stetig, so ist er ein Isomorphismus, also ein topologischer Isomorphismus der
lokalkompakten Abelschen Gruppen. Die Klasse der lokalkompakten Abelschen
Gruppen bezeichnen wir mit LCA.

Fir einen Morphismus ¢ : A — B, A,B € LCA wird die Adjungierte von ¢
®: B — A durch §(b)(a) = b(¢(a)) definiert (a € A, b € B). Wegen §(b) = bo @ ist
(p(b) stetig auf A. Man sieht unmittelbar, dass (p(b) auch ein Homomorphismus auf
Aist. 9(b ) ist also fiir b € B ein Charakter auf A. Man beachte aber dass das Bild
einer lokalkompakte Gruppe unter einem Morphismus nicht lokalkompakt zu sein
braucht!

Ist A lokalkompakt Abelsch, so wird durch 14(a)(a) := a(a) ein Morphismus

A = A definiert. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass 14 ein Isomorphismus ist (Satz
1.11.4).
Einfach zu sehen ist

Lemma 1.7.1. Fiir lokalkompakte Abelsche Gruppen A,B,C gilt:
i) Ist @ ein Morphismus von A nach B so ist ¢ ein Morphismus von B nach A.

ii) Ist ¢ ein Morphismus von A nach B und \y ein Morphismus von B nach C, so
ist o @ ein Morphismus von A nach C mit Yo @ = ¢o .

iii) 1dy = 1d5.
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iv) Fiir einen Isomorphismus i : A — B ist i ein Isomorphismus von B auf A mit
1
i i

v) Ist der Morphismus @ : A — B surjektiv, so ist © injektiv.

vi) (1a(a))(b) = 5(¢(a))

Beweis. i) @ ist wegen

e01x2)(a) = (ux2)(9(a) = x1(9(a)x2(0(a)) = (@(x1)9(x2)) (a)

fiir x; € §, a € A ein Homomorphismus von B nach A. Nach Korollar 1.1.5
geniigt es die Stetigkeit von @ in 0 zu zeigen: Die Mengen N(C, 3) bilden fiir
C kompakt in A, § > 0 eine Umgebungsbasis der 0 in A. Es gilt

~—1

¢ '(N(C,8) ={x €B: [p(x)(c) — 1| < 8Vc e C}
={x€B: |(X)(9(c)) —1] <dVceC}
={x €B: |x(x) - 1] <3Vx € 9(C)} = N(9(C),d).

Da ¢ stetig und C kompakt ist, ist ¢(C) kompakt in B und N(@(C), ) ist eine
Umgebung der 0 in B ist folgt die Stetigkeidt von @ in 0.

ii) Fira €A, ¢eC gilt
Yo o(c)(a) =c(woo(a)) = Y(©)(0(a)) = 9o (c)(a).

ii) Fira € A, @€ A gilt 1d:(@)(a) = a(a) = a(lda(a)) = Ida (@) (a).

e

iv) Es folgt mit den vorangegeangenen Punkten I/d;; —joil=iloi= Idg; und
TdA = ifl?i —oi-1= Id; und damit i1 =71
v) ®(b)(a) =0Vac A= b(¢(a)) Vac A= b(b)=0VbeB=b=0.
vi) Esgiltfira € A, b € B:
15(9(a)) (b) = b(0(a)) = §(b)(a) = 14(a) (§()) = P (14()) (B)
woraus die Behauptung folgt. 0

Lemma 1.7.2. Fiir eine abgeschlossene Untergruppe H einer (lokalkompakten)
Abelschen Gruppe G ist G/H mit der Quotiententopologie eine (lokalkompakte)
Gruppe.
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Beweis. Fiir eine Nullumgebung O gibt es wegen der Stetigkeit der Multiplikation
in G Nullumgebungen 01,0, mit O + O> C O. Eine Umgebungsbasis von x| +
xp+ H in G/H wird durch x; + x, + O + H gegeben, wobei O Element einer 0-
Umgebungsbasis in G ist. Es folgt (x; + 01 +H)+ (x2+ 02+ H) Cx; +x2+O+H.
Da aber fiir O; offen in G auch x; + O; offen in G und x + O; + H offen in G/H
(Quotientenabbildungen sind offen!) sind folgt die Stetigkeit der Multiplikation in
G/H.

Analog zeigt man die Stetigkeit der Inversion in G/H.

Ist G lokalkompakt, so hat jedes Element x € G eine kompakte Umgebung. Das
Bild unter der offenen stetigen Quotientenabbildung dieser Umgebung ist eine kom-
pakte Umgebung von x+ H in G/H, womit G/H lokalkompakt ist. O

Das folgende Lemma gilt allgemeiner (vgl. Satz 1.11.5). Hier konnen wir zei-
gen:

Lemma 1.7.3. Auf einer lokalkompakten Abelschen Gruppe A hat jeder auf einer
offenen Untergruppe U definierte Charakter o eine Fortsetzung zu einem Charak-
ter auf A.

Beweis. Wir betrachten das System ¥ aller Fortsetungen (U;,%;) von o auf offene
Untergruppen U; O U von A. Auf F wird durch (U;, ;) < (Uj,%;) fiir U; C U und
Xjlu; = %i eine Halbordnung definiert. Fiir eine totalgeordnete Teilmenge {(U;, ;) :
i €I} von ¥ ist auf der offenen Untergruppe U;c;U; durch x;(u) := y;(u) fiir u € U;
ein Charakter y; wohldefiniert. (Uy,%;) ist dann eine obere Schranke der totalge-
ordneten Teilmenge {(U;,%;) : i € I}. Nach dem Lemma von Zorn gibt es in ¥ ein
maximales Element (U, % )-

Ist U,, eine echte Untergruppe von A, so gibt es x € A\ U,,. Hat die von x erzeugte
Untergruppe [x] trivialen Durchschnitt {0} mit U,,, so wird durch % (u+Ix) := ¥ (u)
eine Erweiterung von ), auf die von Uy, und x erzeugte Untergruppe definiert. Diese
ist als Vereinigung der offenen Mengen Ix + U,, offen und j ist stetig, da U,, offen
ist und  auf U stetig ist. Gilt x,2x, ..., (k— 1)x ¢ Uy, aber kx € U, so wird durch
X (u+ 1x) := Y (u) + Iz fir eine k-te Einheitswurzel z von (kx) eine Erweiterung
von (Uy,%m) auf die von U, und x erzeugte offene Gruppe definiert. In beiden
Fillen steht die Existenz einer Erweiterung im Widerspruch zur Maximalitdt von
(Un,%m)- Als Funktion die auf allen offenen Nebenklassen mx + U,, stetig ist, ist
¥ stetig auf der von U, und x erzeugten Untergruppe. Also gilt U,, = A und y, ist
eine Erweiterung von ) auf A. ]

Korollar 1.7.4. Fiir eine offene Untergruppe U der lokalkompakten Abelschen
Gruppe G mit Einbettungsabbildung 1 ist1: G — U surjektiv.

Beweis. Ein Charakter ) auf U kann zu einem Charakter y auf G fortgesetzt wer-
den. Dann gilt %o («) = x(1(x)) =1(x)(u). Also ist T surjektiv. O
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Lemma 1.7.5. Seien G,H € LCA und ¢ ein Morphismus H — G, der als Abbildung
H — @(H) offen ist (p(H) mit der Relativtopolgie als Teilmenge von G). Dann ist
fiir jede kompakte Teilmenge K von G die Menge K N@(H ) das Bild einer kompakten
Teilmenge C von H unter Q. Ist K eine 0-Umgebung in G, so kann C als 0-Umgebung
in H gewdhlt werden.

Beweis. @(H) ist nach Korollar 1.4.4 abgeschlossen in G. Es folgt, dass K N¢Q(H)
kompakt in @(H) ist. Fiir relativ kompakte offene Teilmengen V, von H ist das
stetige Bild unter der offenen Abbildung ¢ offen und relativ kompakt. Ist (V;);c; eine
Uberdeckung von H durch relativ kompakte Mengen, dann gibt es eine endliche
Teilmenge F von I mit U;cr@(V;) D KN@(H) und die Menge C := U;cprViN@ ™ (K)
ist kompakt mit ¢(C) = K.

Ist K eine 0-Umgebung in G, so gibt es eine relativ kompakte 0-Umgebung V) in
H mit Bild in K. Dann ist die Menge C := @~ (K) N (UyerV,) UVy) eine kompakte
0-Umgebung in H mit Bild ¢(C) =K. O

Fiir eine Teilmenge A einer lokalkompakten Abelschen Gruppe G bezeichnet
der Annihilator A von A die Menge aller Charaktere von G, deren Einschriinkung
auf A gleich 1 ist.

Proposition 1.7.6. Fiir G € LCA und H C G ist H L eine abgeschlossene Unter-
gruppe von G.
Ist H eine abgeschlossene Untergruppe von G, so bildet g, wenn q die natiirliche

Abbildung G — G/H bezeichnet, 6/?1 auf H* ab und ist, aufgefasst als Abbildung
G/H — H*, ein Isomorphismus.

Beweis. Da Charaktere Gruppenhomomorphismen sind ist H L eine Untergruppe
von G. Wegen H+ = NMyegt(h) =1 ({1}) ist H* nach Satz 1.3.8 abgeschlossen.

Der Morphismen ¢ bildet H auf 0 ab, also gilt g(C)(h) = {(g(h)) = {(0) =1
fiir { € G/H und h € H. g kann also als Morphismus von G/H nach H+ aufgefasst
werden.

Umgekehrt wird durch y(g)(g + H) := g(g) eine Abbildung y : H+ — TG/
definiert. Diese ist wohldefiniert, d.h. von der Wahl des Representanten g € g+ H
unabhiingig. Fiir jedes g € H ist y(g) ein Homomorphismus von G/H nach T, der
wegen Y(g) o g = g stetig ist, da G/H mit der durch ¢ induzierten Finaltopologie
versehen ist und g stetig ist. ¥ kann also als Abbildung H- — G/H aufgefasst
werden und ist offensichtlich ein Homomorphismus von H* nach G/H.

Fiir g€ H' gilt

q(w(g))(g) =w(g)(q(g) =vw(@g)(g+H)=2glg)

und @(6/?1) = H*. Da q surjektiv ist, ist g nach Lemma 1.7.1 injektiv und der
Morphismus 7 ist eine Bijektion von G/H auf H-.
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Es bleibt zu zeigen dass g eine offene Abbildung ist. Eine 0-Umgebungsbasis
von G/H ist durch die Mengen

N(K,e)={{eG/H: [{(x+H)—1| <eVx+HeK}

K kompakt in G/H, € > 0 gegeben. Jede kompakte 0-Umgebung K in G/H ist nach
Lemma 1.7.5 das Bild einer kompakten 0-Umgebung C in G unter g. Es folgt

GN(K,8) = {3(0): (€ G/H, [((x+H)— 1| <eVx+H K}
—{q(0): L€ G/H, [L(q(c) —1] <eV¥eeC}

—{G(0): L€ G/H, [§(0)(c)— 1| <eVe eC}
={yeH":|x(c)—1|<eVceC}=N(C,e)NH".

Also ist das Bild einer 0-Umgebung in E/?I unter g eine 0-Umgebung in H-. Da ¢
ein Homomorphismus ist, folgt dass das Bild offener Mengen offen ist. ]

Das folgende Lemma gilt allgemeiner fiir alle abgeschlossene Untergruppen von
lokalkompakten Abelschen Gruppen 1(x) () (vgl. Satz 1.11.5), hier konnen wir es
nur fiir offene Untergruppen zeigen:

Proposition 1.7.7. Fiir eine diskrete Gruppe B mit Untergruppe A ist I?/AL iso-
morph zu A.

Beweis. Nach 1.7.4 ist fiir die Einbettungsabbildung 1 : A — B die adjungierte Ab-
blldungT B - A surjektiv. Der Kern von 1 ist A*, also induziert T eine Bijektion
¢0:B /AL — A. Diese ist stetig, da B /AL mit der Quotiententopologie ausgestattet
ist, also mit der Finaltopologie unter der natiirlichen Abbildung g : B—B /AL und
Ppog= 1 mit 1 stetig gilt. B /AL ist als stetiges Bild der nach 1.3.2 kompakten Men-
ge B unter g kompakt. Als stetige Bijektion zwischenden den kompakten Mengen
B /AL und A ist ¢ ein Homdomorphismus und somit ein Isomorphismus. O]

Satz 1.7.8 (von Baire). Ein lokalkompakter Raum ist von 2. Kategorie, d.h. er ist
nicht als Vereinigung abzdhlbar vieler abgeschlossener Teilmengen mit leerem In-
neren darstellbar.

Beweis. Angenommen der lokalkompakte Raum Raum X ist abzéhlbare Vereini-
gung abgeschlossener Mengen A, mit leerem Inneren. Dann gilt N,cNO,, = 0 fiir
die offenen dichten Mengen O,, := AE. Wir definieren induktiv nichtleere kompakte
Mengen K| O K> O K3 --- wie folgt: K sei eine beliebige kompakte Teilmenge von
O1 mit K7 # 0 und K,, € 0,,N K, mit K] # 0. Dies ist moglich, da O, N K, _, of-
fen nichtleer und X lokalkompakt ist. Da (K},),cn die endliche Durchschmttselgen-
schaft hat, folgt wegen (UHGNA,,)C = MuenOp 2 NyuenKy, # 0 die Behauptung. [



1.7. UNTERGRUPPEN, FAKTORGRUPPEN, MORPHISMEN 19

Der folgende Satz gibt im Wesentlichen die Umkehrung der Aussage von Ko-
rollar 1.4.4:

Satz 1.7.9 (von der offenen Abbildung). Ist das Bild einer 6-kompakten lokalkom-
pakten Abelschen Gruppe G unter einem Morphismus @ eine lokalkompakte Abel-
sche Gruppe H, so ist @ eine offene Abbildung.

Beweis. Sei V eine relativ kompakte 0-Umgebung in G. Als c-kompakte Menge
ist G zunichst als Vereinigung abzéhlbar vieler kompakter Teilmengen darstellbar.
Jede dieser kompakten Teilmengen ist als Teilmenge der Vereinigung von endlich
vielen Mengen x + V darstellbar. Es gibt also eine abzédhlbare Teilmenge S von G
mit G = Uyesx + V. Damit ist H die abzédhlbare Vereinigung der kompakten und
damit abgeschlossenen Mengen @(x) + @(V). Das Innere (¢(V))° dieser Mengen,
aufgefasst als Teilmenge des lokalkompakten Raumes @(G) kann nach dem Satz
von Baire nicht leer sein.

Fiir eine beliebige 0-Umgebung U in G gibt es eine 0-Umgebung V mit V —
V CU. Sei x € V mit ¢(x) € ¢(V)°. Dann ist 0 innerer Punkt von @(V) — ¢(x) C
o(V—V) C o(U), womit @ eine Nullumgebung U auf eine Umgebung der O in
¢(G) abbildet. Damit ist ¢ eine offene Abbildung von G nach ¢(G). O]

Proposition 1.7.10. Ist fiir H,G € LCA der Morphismus ¢ : H — G offen als
Abbildung H — @(H) (9(H) versehen mit der Relativtopologie), so ist ¢ offen als
Abbildung G — ©(G) (9(G) versehen mit der Relativiopologie) und das Bild §(G)
ist abgeschlossen in H.

Beweis. Mit Korollar 1.4.4 folgt dass ¢(G) abgeschlossen in H ist. Damit ist §(G)
nach Korollar 1.4.3 lokalkompakt.
Fiir eine kompakte Teilmenge K von H ist (K) kompakt in G. Es gilt

P(N(9(K),e) =9({x €G: 9}(<P(X)) —1[<evVxeKk})

={0(X): X € G, [(X)(x) — 1| <eVx € K}
— N(K,e)N§(G).

Die von der von N(¢(K),€) erzeugte offenen Untergruppe A von G wird unter [0)
auf die von der in §(G) offenen von der kompakte Menge N (K, ) N§(G) erzeugten
Untergruppe B von @(6) abgebildet. A ist als kompakt erzeugte Gruppe 6-kompakt
und B ist als offene und damit abgeschlossene Untergruppe (vgl. Kor. 1.1.6) der
lokalkompakten Gruppe @(@) nach Korollar 1.4.3 lokalkompakt. Nach dem Satz
von der offenen Abbildung ist @ offen als Abbildung von A nach B. Eine in G
offene Menge O kann als O = U;(ON (a; +A)) dargestellt werden. Es folgt ¢(0) =
o(Ui(0ON(a;+A)) =Up(a;) +0((O—a;) NA) ist als Vereinigung offener Mengen
offen. ]

Die folgende Begriffsbildung erlaubt in verschiedenen Gebieten der Mathema-
tik hdufig auftretende Eigenschaften gewisser Abbildungen pregnant darzustellen.
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Definition 1.7.11. Eine endliche Folge (Sequenz) von Abbildungen (lineare Abbil-
dungen zwischen Vektorrdumen, Gruppenhomomorphismen oder in unserem Fall
stetigen Gruppenhomomorphismen)

Y Pn—2 Pn—1

Ap — Dy Ay D28 A, —2

n
” An+1

heif3t exakt an der Stelle k, wenn das Bild von @1 gleich dem Kern von @i, 1 <k <
n ist. Wenn keine Verwechslung moglich scheint sagen wir diese Sequenz ist exakt
in Ay. Ist die Sequenz exakt fiir alle k mit 1 < k < n, so sagen wir sie ist exakt.

Von besonderer Bedeutung sind kurze exakte Sequenzen, das sind Sequenzen

der Form
¢

0 > A > B > C > 0
also Abbildungen @,y mit @ injektiv, ¥ surjektiv und @(A) = ker(y).

Proposition 1.7.12. Fiir die kurze exakte Sequenz

0 > A > B > C > 0 (1.10)

in LCA mit ¢ offen als Abbildung A — @©(A) (9(A) versehen mit der Relativtopolo-
gie), sowie Y offen ist

A BY . 0 (1.11)

exakt mit @ offen als Abbildung B — @(B) und  offen als Abbildung C — y(C).

Beweis. Dass @ und V¥ offen sind folgt aus Proposition 1.7.10.
Fiir eine abgeschlossene Untergruppe A von B ist die Sequenz

q

0 y A —— B » BJA —— 0,

wenn 1 die Inklusionsabbildung und ¢ die Quotientenabbildung ist, exakt. Wir zei-
gen die Behauptung zunichst fiir diesen Spezialfall:

—

Nach Proposition 1.7.6 gilt §(B/A) = A+. Der Kern von 1 ist aber genau A* =
q(B/A) womit die Sequenz

~

Aet Bl

B/A +— 0 (1.12)

exaktin B ist.

Fir { € B/A folgt wegen g({)(b) = 0Vb € B < {(q(b)) = 0Vb € B aus der
S/uijektivit'zit von ¢ die Injektivitdt von g. Also ist die Sequenz (1.12) auch exakt in
B/A.

Ist @ eine beliebige Einbettung (d.h. eine homdomorphe Abbildung A — @(A)),
so stellen wir @ : A — B als @ = 10 @ mit dem Isomorphismus @ : A — @(A) und der
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Inklusionsabbildung 1 : @(A) < B dar. Da (1.10) exakt in B und in C ist, definiert y
durch yo g = y eine Bijektion y : B/@(A) — C, wenn ¢ die natiirliche Abbildung
B — B/@(A) bezeichnet (¢(A) ist nach Korollar 1.4.4 abgeschlossen in B).  ist ein
algebraischer Isomorphismus. Da y stetig ist und B/@(A) mit der Quotiententopolo-
gie versehen ist, ist  stetig. W ist auch offen, denn die offenen Mengen O in B/@(A)
sind die Bilder offener Mengen O’ in B unter g. Wegen W(0) = w(q(0')) = y(0')
ist also  offen, da y offen ist.  ist also ein Isomorphismus.
Die Sequenz

—

6(§)<T ]/3\<§ B/@(A) «—— 0

ist aber wie oben gezeigt exakt. Da mit @ und  nach Lemma 1.7.1 auch $ und \TJ

Isomorphismen sind, folgt dass ¥ = g o\ als Zusammensetzung injektiver Abbil-
dungen injektiv ist. Die Sequenz (1.11) ist also exakt in C.
i ist wegen Lemma 1.7.1 injektiv und (1.12) exakt in B ist mit Lemma 1.7.1

~

ker(§) = ker(io1) = ker(t) = §(B/A) = G(j(C)) = ¥(C),

d.h. (1.11) ist exakt in B. O

1.8 HaarmaB

Wir bezeichnen mit T, den Translationsoperator T,f(y) = f(x+y). Ein Mal u
auf einer lokalkompakten Abelschen Gruppe G heif3t translationsinvariant, wenn
Jofdu= [5T:fdu Vf € C(G), x € G gilt. Lokalkompakte Gruppen haben ein bis
auf Normierung eindeutiges links- bzw. rechtstranslationsinvariantes Maf} das auf
kompakten Mengen endich ist. Fiir Abelsche Gruppen ist klarerweise Linkstransla-
tionsinvariannz dquivalent zur Rechtsstranslationsinvarianz. Fiir nichtkommutative
Gruppen mul} ein linkstranslationsinvariantes Maf3 aber nicht rechtstranslationsin-
variant sein und umgekehrt. Fiir das Folgende reicht es die Existenz eines bis auf
Normierung eindeutigen translationsinvarianten Maf3es auf kompakten Abelschen
Gruppen zu zeigen:

Satz 1.8.1. Eine kompakte Abelsche Gruppe G hat ein eindeutiges translations-
invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf3 (beziiglich der Borel G-Algebra).

Dieses Mall wird HaarmaB genannt.

Beweis. Ein MaB auf G ist genau dann translationsinvariant, wenn fiir /' aus der
linearen Hiille L der Funktionen f; — Ty, fi, fi € Cr(G), x; € G [ F du = 0 gilt. Fiir
ein Wahrscheinlichkeitsmafl muss gelten [,; 1du = 1 und u ist positiv. Zuerst zeigen
wir, dass ||F — 1]|« > 1 gilt, indem wir zeigen, dass fiir F' € L immer inf{F(x) : x €
G} <0 folgt:
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Sei F =Y | fi—Tyfimit fi € Cr(G), x; € Gund fiir p e N A, := {¥1  nix; :
0 <n; < p}. Dann gilt |A,| = p". In dem Mittel

SXF

p" AEA,

kiirzen sich alle Summanden f;(A") mit T, f;(A) falls A" = A+ x; gilt. Es bleiben nur
Summanden mit n; = 0 oder n; = p. Von diesen gibt es fiir jedes i genau 2p" ! also
insgesamt (wegen Mehrfachzihlungen) hochstens 2np"~!. Fiir || f;|| < C folgt

—ZF ) <2nC/p — 0 fiir p — oo.
p" reA,

Da diese Mittel beliebig klein werden, muss inf{F (x) : x € G} <0 und damit ||F —
1|l > 1 fiir F € L gelten. In dem von L und 1 aufgespannten Teilraum von Cr(G)
kann jede Funktion G eindeutig als G = F' + ¢ mit I € L dargestellt werden. Fiir das
lineare Funktional 0¢(G) = ¢ gilt wegen inf{F (x) : x € G} <0 ||0g|| < 1. Nach dem
Satz von Hahn-Banach hat ¢ eine Fortsetzung ¢ auf Cr(G), die ebenfalls ||¢|| < 1
erfullt.

Wegen ¢(1) =1 und ||¢|| < 1 folgt |¢|| = I sowie fiir f mit 1 > f(x) > 0Vx € G:

O(f) =0(1)+o(f =) = 1= [lf = 1] 2 0

also ist ¢ positiv. Nach dem Satz von Riesz gibt es ein MaB u auf G mit ¢(f) =
fo du.

Sind 1 und pp translationsinvariante Wahrscheinlichkeitsmal3e auf G, so folgt
mit dem Satz von Fubini:

/f )dp (x //f )dui (x)du (y //fx+y dui (x)dpa(y)
= [ [ raendintidn = [ [ 10)dint)dint) = | 50)duals

also die Eindeutigkeit dieses Mal3es. [

Wir benétigen fiir den Beweis des Dualititssatzes nur die Existenz des Haar-
males fiir kompakte Abelsche Gruppen, zeigen aber wie die Existenz fiir beliebige
lokalkompakte Abelsche Gruppen aus Satz 1.8.3 hergeleitet werden kann, der auch
beim Beweis des Dualitétssatzes eine entscheidende Rolle spielt:

Lemma 1.8.2 (Weil). Das Bild eines Morphismus ¢ : 7 — A, A lokalkompakt, ist
diskret oder relativ kompakt.

Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dass ¢(Z) dicht in A liegt.
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Angenommen H ist nicht diskret in A. Sei H := ¢(Z) C A und Hy := @(£N).
Dann gibt es ein hy € H mit hg ist Hiufungspunkt von H, d.h. hg € H \ {ho}. Damit
gilt fiir & € H, da Translationen in H Homdomorphismen sind:

he H\{ho}+h—ho=H\{ho} +h—ho=H\{h},

also ist jedes h € H Haufungspunkt von H. Fiir eine 0-Umgebung V = —V gilt
o(n) € Ve o(—n) = —@(n) € V, also ist 0 auch Hiufungspunkt von H, und von
H_. Damit ist fiir n € N @(n) Haufungspunkt von @(n) + Hy = {@(k) : k = n}.

Fiir eine kompakte 0-Umgebung K folgt, dass es fiir jedes x € K ein n, > 0 gibt
mit x € ¢(—ny) + K°. Da K kompakt ist folgt K C U ,@(—n;) + Ko mit 0 < nj <
... <ny. FirycA gibtes n, > 0mity € ¢(n,) + K°, woraus fiir n, > n,, folgt, dass
es ein 0 <i < m gibt mit

y € 9(ny) +K° € 0(ny) + 0(—ni) + K° = (ny —ni) + K°

mit 0 < ny —n; < ny. Induktiv erhilt man eine endliche streng monoton fallende
Folge (I;)r< natiirlicher Zahlen mit nz, < ny,. Also gilty € @(n;) +K° mit 0 < n; <
Ny, woraus folgt A = U, (@(i) + K) und damit dass A als endliche Vereinigung
kompakter Mengen kompakt ist. [

Satz 1.8.3. Ist die lokalkompakte Abelsche Gruppe G kompakt erzeugt, so gibt es
eine diskrete Untergruppe D von G mit G/D kompakt. Fiir 0 # a € G kann D so
gewdhlt werden, dass a ¢ D gilt.

Beweis. Sei V = —V eine kompakte 0-Umgebung in G, die G erzeugt. Definieren
wir induktiv Vi :=V und V, 41 :=V,, 4+ V, so ist U,cNV, die von V erzeugte Gruppe
und damit gleich G. Da V +V als stetiges Bild kompakter Mengen kompakt ist,
gibt es eine endliche Teilmegne E von G mit V +V C U,cgx+V°. Es folgt induktiv
Vi CUreg,x+Vemit Ey =Eund E, 41 :=E,+E.Sei C:= (E) = Upen(E,U—E})
die von E erzeugte Untergruppe von G und Ej eine maximale Teilmenge von E
mit der Eigenschaft, dass die von E erzeugte Untergruppe Do von C unendlich und
diskret in G ist.

(E \ Ey) + Dy ist dann ein Erzeugendensystem von C/Dy. Fiir e € E \ Ey kann
die von e + Dy erzeugte Gruppe (e + Do) nicht unendlich und diskret in C/Dy sein,
da sonst Eg U {e} eine unendliche diskrete Gruppe in G erzeugen wiirde im Wi-
derspruch zu unserer Wahl von Ey. Nach dem Weil’schen Lemma 1.8.2 ist dann
die von der Nebenklasse e + Dy erzeugte Gruppe relativ kompakt in G/Dy. Fiir
E\Ey={el,... e} gilt C/Dy = (e1 + Do) + - - - + (ex + Do) mit (e; + Dy) kom-
pakt in G/Dy. Es folgt m ist als Summe der kompakten Teilmengen (e; + Do)
kompakt in G/Dy (stetiges Bild der kompakten Mengen unter Addition).

Fiir die endlich erzeugte Gruppe D gibt es nach Satz 1.5.1 einen Isomorphismus
¢: Z'"®F — Dy. Fiir a ¢ Dy wihlen wir D = Dy. Anderenfalls gibt es ein m € N
mita ¢ Q(mZ"). Es gilt Z" @ F = mZ" + F +1 mit der Menge I :={1,2,...,m—1}"
(die keine Gruppe ist!).
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G/D = (I+F +C)+ D ist als Bild der kompakten Menge / + F + C unter der
Quotientenabbildung G — G/D kompakt mit a ¢ D. O

Satz 1.8.4. Auf einer lokalkompakten Abelschen Gruppe gibt es ein nichttriviales
translationsinvariantes positives Mafs, das auf kompakten Mengen endlich ist.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zuerst fiir kompakt erzeugte Abelsche Gruppen G.

Nach Satz 1.8.3 hat G eine diskrete Untergruppe D fiir die G/D kompakt ist.
Fiir f € C.(G) sei pf durch pf(x+D) =Y ep g(x+d) definiert. Da f kompakten
Trager hat und D diskret ist, sind nur endlich viele Summanden ungleich 0, pf
ist also wohldefiniert. Ebenso folgt die Stetigkeit von pf in x, da (x+ D) Nsuppf
endlich ist. Wir definieren ein lineares Funktional ¢¢ auf C.(G) durch ¢o(f) :=
J/pP(f)du, wobei u das HaarmaB auf G/D bezeichne.

Es folgt fiir die Translationsoperatoren T,,p auf G/D bzw. die Translations-
operatoren T, auf G: T4 pp(f) = p(T.f) und damit aus der Translationsinvarianz
von u

0o (tof) = /G P )= /G | reoP(f) dui= /G P =00()

die Translationsinvarianz von ¢g. Da u ein positives MaB ist, folgt, dass ¢ ein posi-
tives Funktional ist. Nach dem Darstellungssatz von Riesz entspricht ihm ein regu-
lares BorelmaBl v mit ¢g(f) = [; f dv. Dieses ist positiv und auf kompakten Mengen
endlich, da es fiir kompakte Mengen A eine Funktion f € C.(G) mit f|4 = 1 gibt.
Ist G lokalkompakt Abelsch, so erzeugt jede kompakte O-Umgebung eine kom-
pakt erzeugte offene Untergruppe U von G. Fiir f € C.(G) hat der Tréger von f nur
mit endlich vielen Nebenklassen x + U nichtleeren Schnitt und es gilt f =Y, fi,
wobei fi := f1,y stetig sind. Definieren wir ¢(f) = ¥ | do(T—x,f;). so ist diese
Definition wegen der Translationsinvarianz von ¢y auf U von der Wahl der Repri-
sentanten x; unabhéngig und definiert ein translationsinvariantes positives Funktio-
nal auf C.(G), dem ein reguléres positives translationsinvarinates Borelma$ auf G
entspricht. ]

1.9 Satz von Peter-Weyl

Lemma 1.9.1. Auf kompakten Abelschen Gruppen G sind stetige komplexwertige
Funktionen f gleichmdflig stetig, d.h. fiir € > 0 gibt es eine 0-Umgebung V sodass
1f(x) = fO)| <efiirx—y €V gilt.

Beweis. Fiir x € G gibt es wegen der Stetigkeit von f eine offene 0-Umgebung
Wy mit [f(x) — f(z)| < €/2 fur z € x+ W, — Wy Sei (x; + Wy, )i<y eine endliche
Teiliiberdeckung von G und W := N;<yW,,. Fiir x € G gibt es ein i < N mit x €
xi+W, Firye Gmitx—ye Wfolgty—x;=y—x+x—x; € —-W+W CW,, —W,..
Es folgt y € x; +W,, — W,, und

f () =FOI < F) = f)l+1f () = flxi)| <e/2+e/2=e.
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]

Auf kompakten Abelschen Gruppen G definieren wir die Faltung zweier inte-
grierbarer Funktionen f und g durch

frglx /fxy

Lemma 1.9.2. Die Faltung ist kommutativ und assoziativ. Es gilt fiir den Translati-
onsoperator T, : Tzf(x) = f(z+x): (I.f) xg = T.(f x g) Ist f stetig, so ist [ * g fiir
g € L'(G) stetig.

Beweis. Wegender Invarianz des HaarmBes unter Translation und Inversion folgt
flirz=x—y:

frglx /fx y)g(y)dy = /f (x—z)dz=g* f(x),

also die Kommutativitit der Faltung.
Mit Fubini und der Invarianz des HaarmaBes folgt

(fxg)*h(x //fx y—2z)g(z)dzh(y)dy
:/Gfx_w /Ggw—y)h(y)dydWZf*(g*h)(x)

also die Assoziativitidt der Faltung.
Fiir stetige f und € > 0 gibt es nach Lemma 1.9.1 eine 0-Umgebung V mit
|f(x)— f(y)| < e fiirx—y e V.Es folgt

7800 = f 280 < [ (Flx=2)= =gl dz e [ [g(2)|dz

und damit die Stetigkeit von f * g.
(T.f) x g = T.(f * g) folgt unmittelbar aus der Definition der Faltung. [

Proposition 1.9.3. L?(G) zerfillt in die direkte orthogonale Summe endlichdimen-
sionaler translationsinvarianter Teilrdume L; stetiger Funktionen:

L*(G) = &L,
Beweis. Fiir beschrinkte messbare Funktionen ¢ bilden die Faltungsoperatoren
Paf(x) = [ ole=f()dy

nach Lemma 1.9.2 eine kommutierende Familie von Operatoren. Fiir reellwertiges
symmetrisches (d.h. 6(x) = 6(—x)) G ist Ps selbstadjungiert:

(ot ) = | [ olr=3)f ()5 dva

_//f o(y—x)g(x)dxdy = (f,Psg).
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Als Hilbert-Schmidt-Operatoren sind die Operatoren P kompakt. Damit zerfillt
fiir jedes symmetrische reellwertige ¢ L?(G) in die orthogonale Summe seiner end-
lichdimensionalen Eigenrdume L; zu nichtverschwindenden Eigenwerten und dem
Kern:

L*(G) = ker(Ps)&&iLe .

Da die Operatoren P; kommutieren sind die Eigenrdume L ; invariant unter allen
Operatoren Ps: f € Lg; = Pof = Ao,if und PsPsf = PsPsf = As,iPsf, also folgt
Psf € Lg,;. Damit zerfillt LZ(G) in den gemeinsamen Kern der Operatoren Ps und
die orthogonale direkte Summe von gemeinsamen Eigenrdumen L; der Operatoren
Ps. Fiir stetiges ¢ ist das Bild von Ps nach Lemma 1.9.2 ein Raum stetiger Funktio-
nen. Fiir stetiges positives ¢ mit [;6(x)dx = 1 folgt

(7o = 0] = [ -1 0) - sia)

< /G o(x—y)|F(x) — F()|dy
< sup{|f(x) = f(y)| : x—y € supp(0)}

Zu jeder kompakten 0-Umgebung V gibt es nach dem Lemma von Urysohn ein

stetiges 6 mit 6(0) = 1 und 6(x) = 0 fiir x ¢ V°. Fiir 6 := mé folgt

1(Pof = ) ()]0 < sup{[f(x) = f(V)]: x—y €V}

Da stetige Funktionen auf G nach Lemma 1.9.1 gleichméBig stetig sind, folgt dass
@L; dicht in C(G) beziiglich der Supremumsnorm ist. Stetige Funktionen auf G sind
aber dicht in L?(G) und mit || f — g||e < ||f — gl|2 folgt &L; = L*(G).

Die Operatoren Ps vertauschen nach Lemma 1.9.2 auch mit den Translations-
operatoren 7,. Damit sind die Eigenrdume L; translationsinvariant. ]

Lemma 1.9.4 (Schur). Gibt es in einem endlichdimensionalen linearen Raum X
iiber C keinen nichttrivialen Teilraum, der unter einer Familie ‘P von linearen Ope-
ratore aus L(X) invariant ist, so ist jeder Operator T aus L(X), der mit allen Ope-
ratoren aus ‘P vertauscht ein Vielfaches der ldentitiit.

Beweis. Sei A ein Eigenwert von T mit Eigenraum E. Dann gilt fiire € E und P € P:
TPe = PTe = APe, also ist E invariant unter . Nach Voraussetzung ist E trivial,
d.h. T = Ald auf X. O

Satz 1.9.5. Die Charaktere einer kompakten Abelschen Gruppe A bilden eine Or-
thogonalbasis in L*(A). Im L*(A) sind die minimalen translationsinvarianten Teil-
rdume eindimensional und werden von Charakteren aufgespannt.

Beweis. Die minimalen translationsinvarianten Teilriume L; des L?(A) sind nach
Proposition 1.9.3 endlichdimensional. Da die Translationsoperatoren untereinander
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vertauschen folgt aus dem Lemma von Schur 1.9.4, dass Translationsoperatoren auf
den minimalen translationsinvarianten Teilrdumen Vielfache der Identitit sind, d.h.
firx €A gibtes A € Cmit f(x+y) =T.f(y) = x(x)f(y).fur f € L;. Also spannen
die Elemente von L; tramslationsinvariante Teilraume auf. Wegen der Minimalitit
muss also L; = Span(f),0 # f € L; gelten, d.h. L; ist eindimensional.

Wegen T.T,, = T, folgt x(x)x(y) = x(x+y). Da Translationen Isometrien im
L?(A) sind, muss [x(x)| = 1 fiir alle x € A gelten. ¥ ist also ein Homomorphismus
von A nach T.

Mit Proposition 1.9.3 folgt, dass die Homomorphismen ¥ stetig sind. Die mini-
malen translationsinvarianten Teilrdume werden also von Charakteren aufgespannt.

Fiir einen Charakter x auf A gilt wegen der Translationsinvarianz des Haarmal3es

/AW) dx= /AX(Hw dx = x(y) /A 2(x)dx.

Es folgt dass fiir jeden nichttrivialen Charakter [, % (x)dx = 0 gilt. Fiir zwei Cha-
raktere %1 und > ist X 12 ein Charakter, der genau fiir )1 = X2 gleich dem trivialen
Charakter ist. Es folgt, dass die Charktere ein Orthogonalsystem bilden. [

Satz 1.9.6. Auf einer kompakten Abelschen Gruppe A sind Charaktere punktetren-
nend, d.h. fiir a # b gibt es einen Charakter , mit ((a) # % (D).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass es fiir a # 0 einen Charakter x mit x(a) # 1
gibt. Angenommen alle Charaktere erfiillen ¥ (a) = 1. Dann folgt ¥ (x) = y(x+ a)
fiir alle Charaktere, die Charaktere spannen dann einen unter der Translation 7,
invarianten Raum auf. Als Isometrie ist 7, aber stetig im L?(A). Da die Charaktere
eine Orthogonalbasis bilden folgt dann T, f = f fiir alle f € L?(A). Fiir eine O-
Umgebung V mit a ¢ V —V ist aber ||[1y — T,y |3 = [Ty — 1_g1v||5 = 2u(V) #
0. ]

Korollar 1.9.7. Ist ¢ ein Morphismus von H nach K mit einer kompakten Abelschen
Gruppe K, der abgeschlossenes Bild 9(H) in K hat, so folgt aus der Injektivitit von
© die Surjektivitdit von @.

Beweis. Ist @ nicht surjektiv, so ist unter den gegebenen Voraussetzungen K /¢(H)
eine nichttriviale kompakte Gruppe, die nach Satz 1.9.6 einen nichttrivialen Charak-
ter o hat. Fiir den nichttrivialen Charakter y := o ¢ (g ist die Quotientenabbildung
K — K/o(H)) folgt %(¢@(h)) = 1Vh € H und damit ¢()(h) = 1Vh € H. Somit ist
¢() der triviale Charakter auf H und @ ist nicht injektiv. O

1.10 Dualititssatz fiir diskrete und kompakte Abel-
sche Gruppen

Proposition 1.10.1. Eine diskrete Abelsche Gruppe kann in kanonischer Weise als
induktiver Limes ihrer endlich erzeugten Untergruppen betrachtet werden.
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Beweis. Fiir eine diskrete Abelsche Gruppe A bezeichne {A; : i € I} die Menge
aller endlich erzeugten Untergruppen von A. Durch Mengeniklusion sind diese Un-
tergruppen teilgeordnet. Fiir A; C A; C Ay erfiillen die Inklusionsabbildungen die
Vertriglichkeitsbedingungen 1, o1; ; = ;1. A kann in kanonischer Weise als in-
duktiver Limes liQAi betrachtet werden: Sind fiir alle endlich erzeugten Untergrup-
pen A; Homomorphismen e; in eine Abelsche Gruppe B gegeben, die die Vertrag-
lichkeitsbedingung e; = 1; j o ¢; geniigen, so wird, da jedes a € A in einer endlich
erzeugten Untergruppe liegt ein Homomorphismus e : A — B definiert. Dieser ist
wegen der Vertriglichkeitsbedingungen wohldefiniert. Damit hat A die universelle
Eigenschaft des induktiven Limes (1.9). O

Proposition 1.10.2. Ist A eine diskrete Abelsche Gruppe, so kann ihre duale Grup-
pe A versehen mit der k.o.-Topologie mit dem projektiven Limes @Ai der dualen
Gruppen der endlich erzeugten Untergruppen A; von A identifiziert werden.

Beweis. Charaktere auf A sind durch ihre Einschrinkungen auf die endlich erzeug-
ten Untergruppen A; bestimmt. Dabei sind die Restriktionen res; Morphismen von A
nach A Aufgrund der universellen Eigenschaft des projektiven Limes gibt es also
einen Morphismus V : A— @A,, der res; = pr; oy erfiillt.

Umgekehrt definiert jedes Element x des Produktraumes H,A,, das den Vertrig-
lichkeitsbedingungen pr;(x) =1;;opr ;(x) fir A; CA; C A geniigt einen Charakter

auf A. Als Gruppe kann also A mit I&n;\\l identifiziert werden.

/hk\ /prk\ R

ARRRAEEEE A tll] / l/k_14k SRR @A,
\\\ *

res; _TeS; resg \
\\ [
A

Der projektive Limes ist mit einer Topologie versehen unter der die Homomor-
phismen pr; Morphismen, also stetige Homomorphismen sind. Die Stetigkeit diese-
rer Homomorphismen ist genau dann gegeben, wenn pr; aufgefasst als Abbildung in
den Produktraum stetig sind, was genau dann der Fall ist, wenn diese Topologie fei-
ner als die Produkttopologie ist, da diese ja per definitionem die grobste Topologie
mit dieser Eigenschaft ist. Zugleich muss aber wegen der universellen Eigenschaft
der projektive Limes versehen mit der Produkttopologie durch den projektiven Li-
mes faktorisieren, d.h. es muss einen Morphismus von grgA mit der Produkttopo-

logie nach LA mit der Topologie als projektiver Limes geben. Da die projektive
Limes-Topologie feiner als die Produkttopologie ist, gibt es einen solchen Morphis-
mus nur wenn die projektive Limes-Topologie gleich der Produkttopologie ist.

Es bleibt also zu zeigen, dass die Produkttopologie mit der k.o.-Topologie iiber-
einstimmt: Eine 0-Umgebungsbasis in A beziiglich der k.o.-Topologie wird durch
die Mengen R

N(F,e):={xcA: |x(a)—1|<eVacF}
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fiir € > 0 und eine endliche Teilmenge F von A gegeben. Fiir F' C A; gilt
N(F,e) :=pr; ' ({xi € Ai : [xi(a) — 1| < &Va € F})

Die Mengen {); € A; : |yi(a)— 1| < €Va € F} bilden aber eine Umgebungsbasis der
0 in A;, also ist Ng r offen in der Produkttopologie, damit ist die Produkttopologie
feiner als die k.o.-Topologie. Endliche Durchschnitte von Mengen dieser Art bilden
aber eine 0-Umgebungsbasis in der Produkttopologie, also ist die Produkttopologie
auch grober als die k.o.-Topologie. [

Lemma 1.10.3. Fiir eine diskrete Abelsche Gruppe A sei ¥, ein Charakter aufg und
fiir ein iy € I sei V;, eine 0-Umgebung in A/Ai sowie U eine 0-Umgebung in T, die
als einzige Untergruppe von T die triviale enthdlt. Gilt dann )((prl.;1 (Viy)) CU, so
folgtA$ C ker(x) und der durch ¥;, (3+Ait) := (@) wohldefinierte Homomorphis-
mus von X/Ai nach T ist stetig also ein Charakter von X/At

]

Beweis. Wegen At = prlgl(O) folgt

X(Ai) = x(pr ' (0)) € x(pry ' (Vi) C U.

Da die Untergruppe A% von A unter dem Homomorphismus Y auf eine Untergruppe
von T abgebildet wird, folgt aus der Voraussetzung x(Alt) = {0}, bzw. A$ <ker(y).
Damit ist durch ¥, (a+ AzJ(;) := y/(a) ein Homomorphismus ¥, : X/Ai — T wohl-
definiert.

DaA /AILO mit der durch die Quotientenabbildung g;, induzierten Finaltopologie
versehen ist, folgt aus der Stetigkeit von )}, = ¥, © g;, die von ¥;,. [

Korollar 1.10.4. Sei A = @Ai eine diskrete Abelsche Gruppe . Fiir einen Charak-
ter \ auf A gibt es ein iy € I sowie einen Charakter Y, auf A\io, sodass X, = %i, © iy
gilt.
Beweis. Sie U eine 0-Umgebung in T, die keine nichttriviale Untergruppe enthlt.
Wegen der Stetigkeit von y beziiglich der Produkttopologie auf @Aij gibt es Um-
gebungen V; ,...V;, der 0 in Zio mit x(m;;lpr,;l(wj)) CU. Sei A;; <A, fir j =
1,...n. Dann gilt wegen der Vertriglichkeitsbedingungen ﬂ;"zlpr;l (Vi) =pr;, ')
fﬁr ‘/iO = ﬂ?le'ij,io (‘/ij)’ alSO X(prz;l(‘/lo)) g U

Nach Proposition 1.7.7 definiert ¢;,(a + Ait)(aio) :=a(,(a;,)) einen topologi-

~1

schen Isomorphismus von A /AZLO auf &0. Fur x;, :== Xi, © (pl.;1 mit dem Charakter ¥,
von Lemma 1.10.3 folgt

- - 1 —~
X:Xiooqi():Xioo(PiO O(piQOQi():XiQolio- U

Satz 1.10.5. Fiir diskrete Abelsche Gruppen A ist 14 ein Isomorphismus.
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Beweis. 14 ist nach Satz 1.3.8 ein Morphismus. Charaktere sind nach Korollar 1.5.4
punktetrennend auf endlich erzeugten Abelschen Gruppen. Nach Lemma 1.7.3 ko-
nenn diese Charaktere zu Charakteren auf A fortgesetzt werden. Es folgt, dass 14
injektiv ist.

Fiir einen Charakter  auf A und eine 0-Umgebung U in T gibt es wegen der Ste-
tigkeit von  aufgefasst als Funktion auf dem Produktraume [];;A; eine endliche
Teilmenge F von I mit 0-Umgebungen V; in A;, i € F sodass x(Nicrpr; (Vi) CU
gilt. Da die von einer endlichen Vereinigung endlich erzeugter Gruppen durch die
Vereinigung ihrer Erzeuger endlich erzeugt ist, gibt es ein ip € / mit A; < A, fiir
i € F. Fur Vy := Nierti i, (Vi) folgt dann X(prigl(Vio)) CU.

Fiir U eine 0-Umgebung in T, die keine nichttriVAiale Untergruppe enthilt, folgt
mit Korollar 1.10.4, dass es einen Charakter y;, € A io it X = i, oTiO gibt. Nach
Korollar 1.5.4 gilt aber der Dualitétssatz fiir endlich erzeugte Abelsche Gruppen,
also gibt es ein a € A;, mit 14 o (a) = %i,- Nach Lemma 1.7.1 vi) ist das Diagramm

1,‘0
Ajy — A
1Ai0 llA
A ii() A
A, — A

kommutativ. Es folgt
2= Xi ©Tig = Lig (Xig) = Lig (1, (@) = 14 (g (@),

also die Surjektivitdt von 14. Da mit A nach Satz 1.3.2 und 1.3.7 auch A diskret ist,
ist 14 trivialerweise ein Homdomorphismus. ]

Satz 1.10.6. Fiir kompakte Abelsche Gruppen K ist \g ein Isomorphismus.

Beweis. Die duale Gruppe D := K von K ist nach Satz 1.3.7 diskret. Fiir cf cD gibt
es somit nach Satz 1.10.5 ein d € D mit d = 1p(d). Es folgt

= dg (k) =0 Vk € K = 1p(d)(ix(k) = 0 Vk € K
S1x(k)(d) =0k eK o d(k) =0Vke K= d=0
<~

d=0,

d € ((K))*

also (1x(K))* = {0}. 1x(K) ist als stetiges Bild der kompakten Menge K abge-
schlossen in K Wegen Proposition 1.7.6 gilt (1x(K))* = (K /1x(K))" und mit Satz
1.9.6 K /ix(K) = {0} und damit 15 (K) = K , also die Surjektivitiit von 1. O
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1.11 Dualititssatz fiir lokalkompakte Abelsche Grup-
pen

Satz 1.11.1. Auf einer lokalkompakten Abelschen Gruppe G operiert ihre Charak-
tergruppe punktetrennend.

Beweis. Da Charaktere Homomorphismen sind geniigt es zu zeigen, dass es fiir
0 # a € G einen Charakter x mit y(a) # 1 gibt.

Fiir eine kompakte 0-Umgebung V mit a € V sei H die von V erzeugte Un-
tergruppe. Nach Satz 1.8.3 gibt es eine diskrete Untergruppe D von H mit a ¢ D
und H/D kompakt. Wegen Satz 1.9.6 gibt es einen Charakter ¥ auf H/D mit
Xo(a+ D) # 1. Fiir die natiirliche Abbildung ¢ : H — H/D ist ¥ := o o ¢ dann
ein Charakter auf H mit y(a) # 1. Nach Lemma 1.7.3 kann dieser von der offenen
Untergruppe H zu einem Charakter auf G fortgesetzt werden. [l

Korollar 1.11.2. Fiir eine lokalkompakte Abelsche Gruppe G ist die natiirliche Ein-
bettung 1g von G in G injektiv.

Beweis. Fiir x # y gibt es einen Charakter y mit 1g(x) (%) = x(x) Zx () =16 (y)(x)-
Es folgt, dass 1 injektiv ist. [

Satz 1.11.3. Fiir eine kompakt erzeugte Abelsche Gruppe G ist 1G ein Isomorphis-
mus.

Beweis. Nach Satz 1.3.8 ist 15 ein Morphismus und nach Korollar 1.11.2 injektiv.
Nach Satz 1.8.3 hat die kompakt erzeugte Gruppe G eine diskrete Untergruppe
D mit G/D kompakt. Nach Korollar 1.4.4 ist 1(G) abgeschlossen in D. D ist nach
Satz 1.3.2 kompakt und es folgt mit Korollar 1.9.7, dass1 surjektiv ist, falls 1 injektiv
ist.
Nach Lemma 1.7.1 vi) ist das Diagramm

Oy «— O

1
—
D
i
—

Q))(TQ
o)

kommutativ. 1g ot ist als Zusammensetzung injektiver Morphismen injektiv vgl.
Kor. 1.11.2. Daherist o1y injektiv. 1p ist aber nach Satz 1.10.5 surjektiv, also folgt
die Injektivitit von 1. Also istT surjektiv. Zusammen mit Proposition 1.7.12 folgt,
dass die Sequenz

0 < D+ G+« G/D +— 0



32 KAPITEL 1. DUALITATSSATZ

exakt ist mit T offen und g offen als Abbildung 6/7) — ?1(6//7)) Nochmaliges An-
wenden von Proposition 1.7.12 zeigt dass

D56 -.6/p (1.13)

exakt in é ist.
Die Morphismen 1p und 15,p sind nach Satz 1.10.5 bzw. 1.10.6 Isomorphismen.

D——G » G/D
llp ltc llG/D
b6 1.6

Damit ist 1g/p o q als Zusammensetzung surjektiver Abbildungen surjektiv. We-
genig/poq = go1g folgt

=

(16(G)) =G/D,

Q0

und da das Diagramm (1.13) in G exakt ist

A N

G = 16(G) +ker(§) = 16(G) +1(D) =16(G) +16((D)) = 15(G),

also die Surjektivitit von 15. Als kompakt erzeugte Gruppe ist G 6-kompakt und
nach dem Satz von der offenen Abbildung 1.7.9 1 offen also ein Isomorphismus.
[]

Wir konnen jetzt den Dualitéitssatz beweisen:

Satz 1.11.4 (Pontryagin, Van Kampen). Fiir eine lokalkompakte Abelsche Gruppe
A ist der kanonische Morphismus 14 : A — A ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Satz 1.3.8 und Korollar 1.11.2ist14: A — A ein injektiver Morphis-
mus. Wir haben also zu zeigen, dass 14 surjektiv und offen ist.

Fiir eine kompakte 0-Umgebung V sei U die von V erzeugte Untergruppe. We-
genU =U,,V, mitV; =V und V,, | =V +V, ist U offen, damit auch abgeschlossen
und kompakt erzeugt. Wir betrachten das Diagramm

0 y U ——A—L5 AU —0
IIU llA i (1.14)
Ny BNy YTy

Nach Satz 1.11.3 ist 1y ein Isomorphismus, der nach Kor 1.11.2 injektiv ist. Da
U offen ist und Quotientenabbildungen offen sind, ist g(U) offen in A/U. g(U) ist
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aber das Nullelement in A/U, womit A/U diskret ist. Mit Satz 1.10.5 ist also auch
4y ein Isomorphismus.
Die Sequenz

q

0 sy U —— A y AJU —— 0

ist offensichtlich exakt mit ¢ offen und 1 offen als Abbildung U — 1(U). Nach
Proposition 1.7.12 ist zunéchst

~

Ut Al A//7]<—O

exakt mit T offen als Abbildung A — T(A) und 7 offen als Abbildung A//YJ —

cY(A//T] ). Wegen Korollar 1.7.4 ist 1 surjektiv.
d.h die Sequenz

~

~ T -
0 < U < A <

)

AU +—— 0 (1.15)

ist exakt mit T offen und g offen als Abbildung A/U — G(A/U).
Mit Proposition 1.7.12 folgt, dass die Sequenz

(? =

» AJU

- 1

U y A

ebenfalls exakt ist. Weiters ist nach Lemma 1.7.1 vi) das Diagramm (1.14) kommu-
tativ. Da 14 /iy 0 g als Zusammensetzung surjektiver Abbildungen surjektiv ist muss

G(1a(A)) = A//?] gelten. Es folgt

A =14(A) +ker(d) = (A) +1(0) = u(A) + 14 (1(U)) = 14(A),

also die Surjektivitit von 14.

Es bleibt zu zeigen, dass 14 offen ist: Es folgt aus Korollar 1.4.4 angewandt
auf die Sequenz (1.15), dass i(ﬁ ) abgeschlossen in A ist. Da Ly surjektiv ist, ist
low abgeschlossen und nach dem Satz von der offenen Abbildung 1.7.9 offen.
Dann ist auch 14 o1 offen, d.h. 14 eingeschrénkt auf U ist offen und da Translationen
Homdomorphismen sind (Satz 1.1.3), ist fiir a € A die Einschriankung von 14 auf a+

U offen. Fiir eine beliebige offene Teilmenge O von A gilt dann O = U,cgaO N (x+
U) mit offenen Mengen O N (x+U) die unter 14 auf offene Mengen in A abgebildet

A

werden. Es folgt 14(0) ist offen in A und 14 ist eine offene Abbildung. ]

Als Anwendung des Dualititssatzes zeigen wir
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Satz 1.11.5. Ist H eine abgeschlossene Untergruppe einer lokalkompakten Abel-
schen Gruppe G, so ist H kanonisch isomorph zu G/ H* und jeder Charakter auf H
kann zu einem Charakter auf G fortgesetzt werden.

Beweis. Da das Diagramm

H— G
l Jr
H—5G
nach Lemma 1.7.1 vi) kommutiert, 157 nach dem Dualititssatz 1.11.4 bijAektiV ist und
G ol als Zusammensetung injektiver Funktionen injektiv ist, folgt dass 1injektiv ist.
1 ist surjektiv auf H, denn 1 hat nach Korollar 1.4.4 abgeschlossenes Bild in H.
Wire 1 nicht surjektiv gébe es nach Satz 1.11.1 einen nichttrivialen Charakter ¥
auf H /1(G). Dann wire ) : X oq (g ist die natiirliche Abbildung H—H f ) ein

Charakter der auf H der auf1(G ( ) trivail ist. Dann wiire aber wegen % (1(g)) = 1 Vg €
G auch 1()() trivial auf G und i wire nicht injektiv.

Da 1 die Restriktion eines Charakters aus G auf H ist, folgt, dass jeder Cha-
rakter auf H zu einem auf G fortgesetzt werden kann (genau durch ein Urbild des
Morphismus 7).

Der Homomorphismus 1 induziert nach dem Isomorphiesatz einen algebraisch-
en Isomorphismus von G/ker(l) auf H. ker(1) ist offensichtlich gleich H*, also
sind CA}/H L und H algebraisch isomorph. T ist stetig und nach Lemma 1.7.5 offen.
Damit ist 1 ein Isomorphismus lokalkompakter Gruppen. U

Fiir kompakte Abelsche Gruppen G folgt aus dem Satz von Stone-Weierstral
unmittelbar, dass eine punktetrennende abgeschlossene Untergruppe von G gleich
G ist. Mit dem Dualititssatz folgt diese Aussage auch fiir lokalkompakte Abelsche
Gruppen:

Satz 1.11.6. Ist I' eine punktetrennende abgeschlossene Untergruppe von G Ge
LCA, so gilt T = G.

Beweis. Nach dem Dualitétssatz 1.11.4 gilt

—{z€G:2(0)=1¥(eT} =1 ({x€G: {x) = 1,¥C € T} = 1feg) = ez

Mit Satz 1.11.5 folgt T2 G, also I' 2 G und mit dem Dalititssatz 15(T) 2 14(G),
alsoI'=G.



Kapitel 2

Stone-Cech Kompaktifizierung

2.1 Trennungsaxiome

Ein topologischer Raum (X, 7) heift

~Tp wenn es fiir x,y € X, x # y eine Umgebung U von x mit y ¢ U oder eine
Umgebung V von y mit x # V gibt.

~Ty wenn wenn es fiir x,y € X, x # y eine Umgebung U von x mit y ¢ U und
eine Umgebung V von y mit x ¢ V gibt.

—T> (Hausdorff’sch oder separiert), wenn es fiir x,y € X, x # y eine Umgebung
U von x und eine Umgebung V von y mit U NV = 0 gibt.

—T3 wenn es fiir A abgeschlossen in X und x € X \ A eine Umgebung U von x
und eine offene Menge O O A mit U N O = 0 gibt.

—T3 5 enn es fiir A abgeschlossen in X und x € X \ A eine stetige Funktion f :
X — [0,1] mit f(x) =1, f(y) =0, Vy € A gibt.

—T; wenn es zu disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A, B von X disjunkte
offene Telmengen U und V von X mitA C U, B CV gibt.

—regulidr wenn er 73 und 77 ist.

—vollstindig regulér wenn er 73 5 und 77 ist.

—normal wenn er 74 und 77 ist.

Satz 2.1.1. Aquivalent sind
i) XistTh
ii) Punkte sind abgeschlossen in X.
iii) Jede Teilmenge von X ist der Durchschnitt ihrer offenen Obermengen.

Beweis. i)=-1ii): Fiir jedes y # x gibt es eine offene Umgebung U, von y, die x nicht
enthilt. Die Vereinigung aller dieser offenen Mengen U, mit y € X \ {x} ist dann

X\ {x}.

i)=> iii): A = Nega {30,

35
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iii)= i): {x} ist der Durchschnitt aller offenen Obermengen. Damit gibt es fiir
y # x eine offene Menge O mity ¢ O, x € O. 0

Satz 2.1.2. Aquivalent sind
i) XistT,
ii) Konvergiert ein Filter in X gegen x und gegen y, so folgt x = y.

iii) Fiir x € X gilt {x} ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Umgebungen
VOn X.

iv) Die Diagonale D := {(x,x): x € X} C X x X ist abgeschlossen in X x X.

Beweis. 1)=-ii): Fiir x # y und disjunkte Umgebungen U und V von x resp. y miiss-
ten U und V im Filter liegen. Da der Durchschnitt von U und V leer ist, miisste auch
die leere Menge im Filter liegen, ein Widerspruch.

i1)=- iii): Fiir x € X und y im Durchschnitt aller abgeschlossenen Umgebungen
von x folgt, dass y Beriihrungspunkt des Umgebungsfilters von x ist. D.h. jede Um-
gebung von x hat nichtleeren Schnitt mit jeder Umgebung von y. Die Mengen U NV,
U € U(x),V € U(y) sind also eine Filterbasis. Der von dieser Filterbasis erzeugte
Filter konvergiert dann sowohl gegen x also auch gegen y. Nach Voraussetzung folgt
xX=y.

iii)= 1): Fiir y # x gibt es eine abgeschlossene Umgebung A von x mit y ¢ A.
Damit sind A und A® disjunkte Umgebungen von x und y.

)= iv): Fiir x # y und disjunkte Umgebungen U,V von x resp. y ist U x V eine
Umgebung von (x,y) € X x X mit DNU x V = 0. Also ist D offen.

iv)=-1): Fiir (x,y) ¢ D gibt es eine Umgebung W von (x,y) mit W N D = 0. Eine
Umgebungsbasis im Produktraum X x X besteht aus den Mengen U X V mit U,V
offen in X. Also gibt es offene Mengen U,V in X mit (x,y) € U x V C W. Es folgt
(UxV)ND =0 und damit U NV = 0. O

Satz 2.1.3. Aquivalent sind
i) XistTy
ii) Fiir x € X bilden die abgeschlossenen Umgebungen eine Umgebungsbasis.

Beweis. 1)=> 11): Fiir eine offene Umgebung U von x ist U C abgeschlossen mit x ¢
UC. Damit gibt es eine Umgebung V von X und eine offene Obermenge O von U C
mit VN O = 0. Es folgt V. C 0° c U.

ii)= i): Firx ¢ A = A ist AL eine Umgebung von x. Sei B eine abgeschlossene
Uéngebung von x mit B C AC. Dann sind B und BC offen, disjunkt mit x € B° und
B" D A. []

Satz 2.1.4. Aquivalent sind
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i) X ist T 5

i) X hat eine Basis bestehend aus Mengen f~'(U), f stetig X — R, U offen in
R.

iii) Abgeschlossene Mengen in X sind als Durchschnitt von Nullstellenmengen
stetiger reellwertiger Funktionen darstellbar.

iv) Abgeschlossene Mengen in X sind als Durchschnitt von Nullstellenmengen
stetiger beschrdnkter reellwertiger Funktionen darstellbar.

Beweis. 1)=> ii): Fiir O offen in X mit x € O gibt es f: X — R, f stetig mit
f(x) =1, f],c = 0. Dann folgt x € f~1((1/2,00)) C O. Also ist die durch stetige
Funktionen induzierte Topologie feiner als 7. Diese ist aber wegen der Stetigkeit
der Funktionen f auch grober als 7.

i1)=- iii): Nach Voraussetzung ist jede offene Menge als U; fi_l (U;) mit steti-
gen Funktionen f; : X — R und U; offen in R darstellbar. Fiir eine abgeschlossene
Teilmenge A von X folgt A = (U,-ffl(Ui))C = ﬂ,-ffl(UiC). Firg: R — R, g(x) =
dist(x, Uic) gilt g ist stetig mit g(x) =0 < x € UiC, also UiC = g~ 1(0). Es folgt
A=nri(go f)71(0).

iii)= i): Fir x ¢ A gibt es ein stetiges f mit f(A) = {0}, f(x) # 0. Dann ist
f :=min(1,max(0,1/f(x)f)) stetig X — [0,1] mit f(x) =1, f(A) = {0}.

iii)= iv) ist klar wenn man die Funktionen f durch mln( max(0, f)) ersetzt.

1v)=> iii) ist trivial. L]

Satz 2.1.5. Ein topologischer Raum (X,T) ist genau dann vollstindig reguldr,
wenn er in einen Produktraum [0,1)’ mit einer geeigneten Indexmenge J und der
Produkttopologie eingebettet werden kann, d.h. wenn es eine Abbildung ® : X —
[0,1]7 gibt, die ein Homsomorphismus von X auf ®(X) versehen mit der Relativto-
pologie ist.

Beweis. Sei X vollstindig reguldr. Wir wihlen als Indexmenge J := C(X,[0,1])
(stetige Funktionen von X nach [0, 1]) und definieren als Einbettung die Abbildung
®: X — (0,1} durch (®(x)) = f(x) Vf € J. Fiirx # y ist {y} abgeschlossen, damit
gibt es, da X T s ist, eine stetige Funktion fy mit fy(x) =1 und fo(y) = 0. Es folgt
1= (®(x))s # (P(y)f =0, also ist P injektiv. P ist stetig, da x > prpo P(x) =
f(x) fir alle f € J stetig ist. Damit ist die durch & auf X induzierte Topologie
grobe als 7. Fiir x € O € T gibt es aber eine stetige Funktion fp mit fo(x = 1 und
f(0€) = {0}. Es folgt, dass ! (pr;01(1/2,oo))) eine Teilmenge von O ist, die x
enthilt. Damit ist die durch ® induzierte Topologie auf X auch feiner als 7.

[0,1] ist, wie man elementar sieht vollstindig regulér. Fir { ¢ A = A C [0,1]/
gibt es fi,..., fu und offene Teilmengen U; von [0, 1] mit § € M. pr, Yy ¢ AL,
Fiir stetige Funktionen g;[0,1] — [0,1], die g;o fi({) =1 und g; ofl(Ul.B) = {0}
erfiillen ([0, 1] ist vollstindig regulir!) folgt dass die Funktion 2 : x — [T, gio fi(x)
ist dann stetig mit 2({) = 1 und f(A) = {0}. O
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2.2 Kompaktifizierungen

Eine Kompaktifizierung (K, ¢) eines topologischen Raumes X ist ein kompakter
Raum K mit einer injektiven Abbildung ¢ : X — K fiir die @(X) dicht in K ist
und ¢ als Abbildung X — ¢@(X) ein Homdomorphismus ist. Lokalkompakte Haus-
dorffraume besitzen etwa die Einpunktkompaktifizierung, die durch Hinzunahme
des Punktes “c” und der Mengen die o enthalten und deren Komplement kompakt
in X ist zur Topologie entsteht.

Nach Satz 2.1.5 ist ein topologischer Raum X genau dann vollstindig regulir
wenn er in den Produktraum J€*+) eingebettet werden kann, d.h. wenn die Ab-
bildung @ : X — I€XD definiert durch pr/(¢(x)) = f(x) ein Homdomorphismus
von X auf @(X) versehen mit der Spurtopologie ist. Der Abschluss BX von @(X) in
1€ st als abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums [€XD kompakt. BX ist
somit eine Kompaktifizierung von X. Sie wird als Stone-Cech Kompaktifizierung
bezeichnet.

Ist K eine Kompaktifizierung von X, so ist fiir jede stetige surjektive Abbildung
y: K — C, C ein topologischer Raum, die eingeschréinkt auf @(X) C K injektiv ist
C durch die Abbildung o ¢ eine Kompaktifizierung von X. Die Stone-Cech Kom-
paktifizierung BX besitzt die universelle Eigenschaft, dass alle Kompaktifizierungen
so aus BX hervorgehen:

Satz 2.2.1. Ist X ein volistindig reguliirer Raum mit Stone-Cech Kompaktifizierung
BX, sowie f eine stetige Abbildung von X in einen kompakten Raum Y. Dann gibt
es eine stetige Abbildung F : BX — Y mit f = F o @ wobei ¢ die Einbettung von X
in BX bezeichnet.

Fasst man X als Teilmenge von BX auf, so sagt dieser Satz, dass jede auf X
stetige Funktion mit Werten in einem Kompaktum Y zu einer stetigen Funktion von
BX nach Y fortgesetzt werden kann.

Beweis. Fiir den kompakten Raum Y hat die Einbettungsabbildung ¢ : Y — BY
kompaktes und damit abgeschlossenes Bild. @ ist damit eine stetige Bijektion von
Y auf BY und somit ein Homoomorphismus. Fiir jedes i € C(Y,1) ist pryo®o f
aus C(X,I) und faktorisiert damit durch BX, d.h es gibt 2z € C(BX,I) mit ho@ =
prj,o®o f (ndmlich h= Prpr,0po)- Damit kommutiert das Diagramm

x Loy gy Py
l(p/fz/ﬁ
BX.

Da C(Y,I) die Koordinaten des Produktraumes 1€MD durchliuft und ein Element x
des Produktraumes durch seine Kpprdinaten pr;, bestimmt ist, wird eine Abbildung
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f: BX — BY durch pry, o f = A fiir h € C(Y,I) definiert, die nach BY abbildet. Da /

fiir alle 2 € C(Y,1) stetig ist, ist prj, o f und damit f stetig. Wegen
pryodof=ho@=profoq

folgt o f = f o, d.h. das Diagramm

X Y /@BY/W I

it

kommutiert und induziert durch F := fo @' die gewiinschte Abbildung F mit

f=¢lofop=Fogq. ]

Korollar 2.2.2. In einem vollstiindig reguliiren Raumes X ist die Stone-Cech Kom-
paktifizierung bis auf Homoomorphie eindeutig, d.h. haben zwei Kompaktifizierun-
gen (Y1,01) und (Y2,02) von X die Eigenschaft, dass sich jede stetige Funktion von
X in einen kompakte Raum Z zu stetigen Funktionen von Y; nach Z fortsetzen ldsst,
so gibt es einen eindeutigen Homoomorphismus ® : Y1 — Yo mit ®o @ = @, auf X.

VR

f
F

Beweis. Nach Voraussetzung kann die stetige Abbildung ¢, o (pl_1 von @1(X) zu
einer stetigen Abbildung @ : Y| — Y, fortgesetzt werden. Als stetiges Bild der kom-
pakten Menge Y; ist ®(Y;) kompakt und damit abgeschlossen. Wegen ®(¢; (X)) =
@2(X) ist das Bild von Y] unter @ auch dicht. Damit ist ® surjektiv. Analog folgt
dass die stetige Fortsetzung © von @1 0 @, L auf ¥» surjektiv als Abbildung ¥> — Y;
ist. Auf @1 (X) stimmt aber ® o ® mit der Identitiit iiberein, ebenso wie ® o ® auf
¢2(X). Da auf Hausdorffraumen stetige Funktionen durch ihre Werte auf einer dich-
ten Teilmenge eindeutig bestimmt sind folgt, dass ® die Inverse zu P ist. [

2.3 Die Halbgruppe (BN, +)

Wir geben am Beispiel von N eine Realisierung der Stone-Cech Kompaktifizierung
diskreter Rdaume durch Ultrafilter, die unter vielen Gesichtspunkten zweckmaBiger
als die Darstellung als Teilraum des Produktraumes 1D st

Es sei U die Menge aller Ultrafilter auf N. Wir versehen U mit der durch die
Basis B={Bs: A C N} mit B4 := {U € U: A € U} induzierten Topologie auf U.
Dann gilt:

Proposition 2.3.1. U ist mit der soeben definierten Topologie ein kompakter total
unzusammenhdngender Hausdorffraum.

(Ein topologischer Raum heif3t total unzusammenhéngend, wenn alle Zusam-
menhangskomponenten einelementig sind.)
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Beweis. Fiir Uy # U, folgt dass es A C N mit A € U; und A ¢ U, gibt, da jeder
Ultrafilter auf N fiir jede Teilmenge A von N entweder A oder A enthilt. Also gilt
Uy € By und U; € B,¢. Da By und B¢ offensichtlich disjunkt sind ist U mit der
soeben definierten Topologie ein Hausdorffraum.

Wiire €U nicht kompakt, so giibe es eine Uberdeckung U;e;B, von U durch
Basismengen By, aus B ohne endlicher Teiliiberdeckung, d.h. fiir alle endlichen

Teilmengen F von I wiren die Mengen N;c FB/CL' nichtleer. Wegen

ﬂieFBEx,- =NierByc =B _ ¢
folgt N;e FAE.3 # 0 fiir endliche Teilmengen F von /. Diese Mengen bilden also die
Basis eines Filters auf N. Sei U ein Ultrafilter der den von dieser Filterbasis erzeug-
ten Filter enthélt. Dann folgt AE € U, also A; ¢ U fiir alle i € I und damit U ¢ By,
fiir i € I im Widerspruch zu unserer Annahme, dass die Mengen By, U iiberdecken.
Fiir Uy # U, gibtesA CNmitA € U1,AB €UyalsoU; € Byund U € B¢ — BC.
Die Mengen B, sind aber als Komplemente der offenen Mengen B,¢ auch abge-
schlossen. Uy und U, liegen also in verschiedenen Zusammenhangskomponenten
und € ist total unzusammenhéngend. L

Fasst man N als Teilmenge seiner Stone-Cech Kompaktifizirung BN auf, so ist
jeder Ultrafilter U auf N Filterbasis eines Ultrafilters auf BN, der, da BN kompakt
ist, gegen ein Element p € BN konvergiert. Sei @ : U — BN, U — p die so definierte
Abbildung.

Proposition 2.3.2. Die Abbildung ® : U — BN ist ein Homdomorphismus.

Beweis. ® ist injektiv: Fiir zwei Ultrafilter Uy # U, auf N gibt es eine Teilmenge A
von NmitA € Uy und A ¢ Uy = AL € U,. Es folgt D(U}) € A und ®(U;) € AL = AC,
also ®(U;) # ®(Us).

® ist stetig: Das Bild eines Ultrafilters unter der Abbildung f : N — I ist Fil-
terbasis eines Ultrafilters auf /. Da I kompakt ist, konvergiert der so erzeugte Ultra-
filter gegen ein Element aus /, das wir mit U-lim,c f(n) bezeichnen. Bezeichnet
f die stetige Fortsetung von f auf BN und fassen wir U als Filterbasis des Ultrafil-
ters ®(U) in BN auf, so gilt f(®(U)) = U-lim,cy f(n), da eine Abbildung f genau
dann stetig ist, wenn fiir jeden gegen p konvergenten Filter U f(U) Filterbasis eines
gegen f(p) konvergenten Filters ist.

Subbasis der Topologie auf dem Produktraum 1€MD gind die Urbilder pr}1 (0)
fiir O offen in / und f eine Funktion auf N mit Werten in /. Es folgt

& '({peBN: f(p)e0})={UcU:U-limfecO}
={UeU: f(0)eU}=Bs1 cB

und damit die Stetigkeit von .
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Als stetiges Bild der kompakten Menge U ist ®(U) kompakt und damit abge-
schlossen in BN. Die Hauptfilter {A C N : n € A} bilden auf das Bild von n in BN
ab. Das Bild von N unter der Einbettungsabbildung ist aber dicht in BN also hat ®
dichtes und abgeschlossenes Bild in BN. @ ist also surjektiv.

Als stetige Bijektion zwischen kompakten Mengen (Proposition 2.3.1) ist ® ein
Homd&omorphismus. [

Aufgrund dieses Satzes konnen wir U als die Stone-Cech Kompaktifizierung
BN von N auffassen. Wir identifizieren im Folgenden N mit den Hauptultrafiltern
{A CN:neA}, ne N. Fir eine Teilmenge A von N bezeichnen wir mit A den
Abschluss in BN = U von A, aufgefasst als Teilmenge von BN. Es gilt A = {p €
BN: peBp=AND#0}={peU:Dep=AND#0}.DaA oder AC in p
sind gilt D € p = AND # 0 genau wenn A € p gilt, also A = {p: A € p} = Ba.
Die offen-abgeschlossene Menge A ist dann genau die Menge aller Ultrafilter auf
N die die Menge A C N enthalten, d.h. mit dieser Notation gilt fir A C N, p € BN:
AcpepcEA.

Satz 2.3.3. Eine Folge in BN ist nur dann konvergent wenn sie fast konstant ist, d.h.
wenn alle Folgenglieder ab einem gewissen Index gleich sind.

Beweis. Angenommen eine Folge (x,),cn mit x, # xo Vn € N konvergiert gegen xo.
Es gibt eine offen-abgeschlossene Umgebung A;, A; C N von x; und eine offene
Umgebung Vi von xo mit A; NV; = 0 Da (x,),en gegen xo konvergiert sind alle
Folgenglieder x,, fiir n > ny in Vj. Sei y; := x| und y7 := x,,. y2 hat eine Umgebung
A, C Vi, Ay C N zu der es eine offene Umgebung V> C V; von xo mit A, NV, =0
gibt. Induktiv kénnen wir so eine Teilfolge (y,),en definieren sowie eine Folge
paarweise disjunkter offen-abgeschlossener Mengen A; definieren fiir die y; € A;
gilt. Sei A := U,enA2, und B := U, cnA2,41. Dann sind A und B disjunkt und abge-
schlossen mit yp, € A, yy,+1 € B fiir n € N. Da (x,,) gegen xo konvergiert, konver-
gieren y,, und y»,+| gegen xg, woraus xo € A N B folgt, was wegen AN B = 0 ein
Widerspruch ist. 0

Satz 2.3.4. Jede unendliche abgeschlossene Teilmenge von BN enthdilt eine zu BN
homoomorphe Teilmenge.

Beweis. Sei M unendlich und abgeschlossen in BN. Dann hat jedes x € M eine
offen-abgeschlossene Umgebung Ay, A; C N fiir die M \Al unendlich ist, anderen-
falls wire jede Folge in M bei der sich keine Folgenglieder wiederholen konver-
gent gegen x. Nach Satz 2.3.3 gibt es aber keine nichttrivialen konvergenten Fol-
gen. Sei x; € M beliebig und Aj,A| C N eine offen-abgeschlossene Umgebung von
x1 mit M \ Ay unendlich. Dann knnen wir mit derselben Argumentation fiir jedes
xpeEM \Al eine offene Umgebung Ay, A C N finden, fiir die die abgeschlossene
Menge M \ (A} UA5) unendlich ist. Da A[lj offen in BN ist, konnen wir A, so wihlen,
dass A| NA, = 0 gilt. Fahren wir induktiv so fort erhalten wir eine Folge paarweise
disjunkter Teilmengen A; von N mit x; € M NA;.
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Fiir eine Funktion f: {x;: i € N} — K, K kompaktsei F : N — K, F(m) = f(x;)
fiir m € A; und F(m) beliebig in K fiir m ¢ UA; definiert. Fiir die stetige Fortsetzung
F von F auf BN gilt F(x;) = f(x;), i € N. Die kompakte Menge A := {x; : i € N}
hat dann die universelle Eigenschaft, dass jede Funktion f auf der diskreten Menge
{x; : i € N} mit Werten in einem Kompaktum K eindeutig zu einer stetigen Funktion
auf A fortgesetzt werden kann. Damit ist A homdomorph zur Stone-Cech Kompak-
tifizierung der diskreten Menge {x; : i € N}. Ol

Satz 2.3.5. Auf BN\ N gibt es eine Familie offen abgeschlossener paarweise dis-
junkter Teilmengen der Kardinalitdit c.

Beweis. Es sei p eine Bijektion von Q auf N. Fiir jede reelle Zahl x wihlen wir

eine Folge (a,(f) Jnen in Q mit a,(f) = x, die gegen x konvergiert. Fiir die unendlichen

Teilmengen A, := {p(a,gx)) : n € N} von N folgt dass fiir x # y A, NA, endlich ist.
Damit bilden A, \ N die gewiinschte Familie von Teilmengen von BN\ N. [l

Satz 2.3.6. Es gilt [BN| = 2°.

Beweis. Da jeder Ultrafilter als Element von P(P(N)) aufgefasst werden kann folgt
IBN| < |P(P(N))| = 2°. Andererseits enthilt BN \ N nach Satz 2.3.5 eine Familie
von unendlichen abgeschlossenen paarweise disjunkten Mengen der Kardinalitit c.
Jede dieser Mengen enthilt nach Satz 2.3.4 eine Kopie von BN. Es folgt |[BN| >
IBN|¢ > 2°¢. O

Ein niitzliches Kriterium dafiir, dass ein Filter ein Ultrafilter ist, ist

Lemma 2.3.7. Ein Filter F auf einer Menge X ist genau dann ein Ultrafilter, wenn
fiir jede Partitionierung von X d.h. jede Zerlegung von X in k € N paarweise dis-
Jjunkte Mengen C;, also X = uﬁ.;lci mit C;NC; = 0 fiir i # j: Fiir genau ein i ist C;
in ‘F.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir k = 2: Fiir einen Filter  auf X und
A C X kann wegen den Filteraxiomen nicht A und AC in F liegen. Liegt weder A
noch A in F, so mull wieder wegen den Filteraxiomen mindestens eine der Mengen
A, AL einen nichtleeren Schnitt mit allen Mengen F' € F haben. Sei 0.B.d.A.ANF #
0 fiiralle F € F. Dannist {ANF : F € ¥} eine Filerbasis. Der von diese Filterbasis
erzeugte Filter ist feiner als # und enthélt A. Ist F ein Ultrafilter, so ist dieser Filter
gleich ¥ und es folgtA € .

Ist  kein Ultrafilter, so gibtes A C X mit A ¢ F aber A € F ! fiir einen Filter
F', der feiner als F ist. Damit gilt AL ¢ F' und damit AL ¢ F, also liegt weder A
noch AC in F.

Mit Induktin nach & folgt die Behauptung fiir k € N. O

Im Allgemeinen sind Hauptfilter, (d.h. Filter die genau aus allen Obermengen
eines Elementes xo € X bestehen) die einzigen Ultrafilter, die man explizit beschrei-
ben kann. Genau diese Hauptfilter sind aber im Folgenden ohne Bedeutung und
folgendes Kriterium wird bendotigt:
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Lemma 2.3.8. Ein Ultrafilter auf X ist genau dann ein Hauptfilter, wenn er eine
endliche Menge enthiilt.

Beweis. Der von xp € X erzeugte Hauptfilter enthilt mit {xo} eine endliche Menge.

Enthélt umgekehrt ein Ultrafilter eine endliche Menge, so folgt mit Lemma 2.3.7
dass dieser Filter der von einem Element dieser endlichen Menge erzeugte Haupt-
filter ist. 0

Eine Halbgruppe (S,0) (das ist eine Menge S mit einer assoziativen Abbildung
o:8x%x§—Y79), die zugleich ein topologischer Raum ist heiflit linkstopologische
Halbgruppe, wenn fiir jedes p € S die Abbildung A, : § — S, ¢ — pog stetig ist. !

Fiir eine diskrete Halbgruppe (S,0) definieren wir eine Operation o auf S o
BS — BS durch

A€epoge{reS: A ep}eg, (2.1)

wobei fiir r € S die Teilmenge A, von S durch
A i={se€S:sorcA}

definiert ist und zeigen dann (Lemma 2.3.9), dass diese Abbildung eine Fortsetzung
der Halbgruppenoperation auf S x S ist, sowie dass BS unter dieseer Operation zu
einer linkstopologischen Halbgruppe wird (Lemma 2.3.12).

Man sieht unmittelbar, dass das Mengensystem {A C S: A € pog} einen Filter
auf S definiert. Es gilt mit Lemma 2.3.7:

Agépoq(:){r:A,ep}¢q<:>{r:A,§§p}€q(:>AB€poq.

Damit ist p o g nach Lemma 2.3.7 ein Ultrafilter auf S und die durch (2.1) definierte
Abbildung ist eine Abbildung nach BS.

Lemma 2.3.9. Die durch (2.1) definierte Verkniipfung o auf BS x BS stimmt auf
S x S — aufgefasst als Teilmenge von BS x BS — mit der auf S gegebenen Halbgrup-
penoperation o iiberein, d.h. die Einbettung 1. S — BS ist eine Fortsetzung von o auf
S x S auf BS x BS.

Fiir p € BS ist die Linksmultiplikation A, : BS — BS, A,(q) — pogq stetig.

Fiir r € S ist die Rechtsmultiplikation v, : BS — BS: v,(q) = g or stetig.

! Analog definiert man rechtstopologische Halbgruppen als Halbgruppen in denen die Rechtsmul-
tiplikation mit einem festen Element aus S im linken Faktor stetig ist. Allen Sétzen iiber linkstopolo-
gische Halbgruppen entspricht klarerweise ein dualer Satz iiber rechtstopologische Halbgruppen. Ist
eine Halbgruppe sowohl links als auch rechtstopologisch, so heif3t sie semitopologische Halbgruppe,
was i.A. eine schwichere Eigenschaft als topologische Halbgruppe zu sein ist, da aus koordinaten-
weiser Stetigkeit des Halbgruppenproduktes nicht die Stetigkeit bez. der Produkttopologie folgt.

In der Literatur werden allerdings oft Halbgruppen, die nach unserer Bezeichnung linkstopolo-
gisch sind als rechtstopologisch bezeichnet und umgekehrt, d.h. dort ist eine Halbgruppe linkstopo-
logisch, wenn das Halbgruppenprodukt im linken Faktor stetig ist und nicht wie bei uns, wenn die
Linksmultiplikationen A,,, p € S stetig sind.
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Beweis. Seien F, 5,765 die von {r},{s},{ros} erzeugten Hauptfilter in BS, d.h. die
Bilder von r,s,r o s unter 1. Dann gilt mit (2.1)

Acrose{teS: A crlese{reS:reA}es
e{reS,rotcAteserosc A Acros

woraus 7o § = ros folgt.

Fiir die Stetigkeit der Abbilungen A, v, zeigen wir, dass das Urbild einer Ba-
sismenge A C BS fiir A C S unter diesen Abbildungen wieder eine Menge aus dieser
Basis ist: Fiir p,q € BS gilt

M(g) EAAcpoge{teS: A epleqeqge{tesS: A € p},

also ist A, 1(A) = {t € S : A, € p} offen.
Analog erhalten wir, wenn wir mit ¥ den von {x} erzeugten Hauptfilter auf S
bezeichnen fiir x € S:

Vi(g)EAAcqora{yeS:Ayeqterare{yeS: Ayeq}
SA CqeqceA,

und v, 1 (A) = A, ist offen. O

Lemma 2.3.10. Sei X eine Menge, p ein Ultrafilter auf X, sowie f eine Abbildung
X — K, K kompakter Hausdorffraum. Die Mengen {f(U) : U € p} bilden eine Fil-
trbasis. Der von dieser Filterbasis erzeugte Filter ist ein Ultrafilter auf K, der gegen
ein eindeutiges Element aus K, das wir mit p-limycx f(x) bezeichnen, konvergiert.

Ist X ein topologischer Raum und f stetig in xo € X, sowie der Ultrafilter p
konvergent gegen xy, so gilt

p-lim f(x) = f(xo)-

Beweis. Wie man unmittelbar verifiziert ist { f(U) : U € p} eine Filterbasis in K.
Fiir A C K ist nach Lemma 2.3.7 genau eine der Mengen f~'(A) bzw. f~!(Al) in
€. Sei 0.B.d.A f~1(A) € U, Dann liegt f(f~!(A)) in der Filterrbasis f(p). Wegen
F(fF1(A)) =ANf(X) C A liegt damit A in dem von der Filterbasis { f(U) : U € p}
erzeugten Filter. Nach Lemma 2.3.7 ist damit der von dieser Filterbasis erzeugte
Filter p’ ein Ultrafilter auf K. Da K ein kompakter Hausdorffraum ist konvergiert
dieser gegen ein eindeutiges Element aus K.

Die zweite Aussage folgt aus der Charakterisierung der Stetigkeit tiber die Kon-
vergenz von Filtern: Eine Funktion X — Y ist in xo genau dann stetig, wenn fiir
jeden gegen x( konvergenten Filter F die Mengen {f(F) : F € F } eine Filterbasis
eines gegen f(x) konvergenten Filters sind. O
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Satz 2.3.11. Fiir eine diskrete Halbgruppe (S,0) und p,q € PS gilt
pogq=g-lim(p-lim(mon)).
nes mes
Beweis. Mit Lemma 2.3.9 und 2.3.10 erhalten wir:

poq=hp(g) = g-limh,(n) = g-limv,(p) = g-lim(p-lim (v, (m)))
nes nes €S
g-(lim p-lim(mon)). O
neS meS
Lemma 2.3.12. Fiir eine diskrete Halbgruppe (S,o) wird BS durch die mit (2.1)
definierte Abbildung zu einer linkstopologischen Halbgruppe (BS,0) in der (S,0)
dicht eingebettet ist. Diese Einbettung ist ein Halbgruppenhomomorphismus.

Beweis. Wir zeigen, dass o auf BS assoziativ ist: Es folgt aus der Stetigkeit von v,
fiir v € S und A, fiir w € S (Lemma 2.3.9), Lemma 2.3.10 und der Assoziativitt
von o auf §

polgor) =Ap(Ag(r)) = Ap(r-lim((A4(2))) = Ap(r-lim(g-lim(y o z)))

eS8 eS8 yeS
=r-lim(g- hm(?\,p(yoz))) =r- hrn(q hm(p llm(xo(yoz)))
z€S " yes €S yeS xes

=r-lim(g-lim(p-Tim((xoy) 02))) = r-lim((g-lim(p-lim(v:(vy(x)))))

=r-limg-limve(vy(p))) = r-lim(g-lim(v:(ky(v))) = r-lim(ve(Ay(g)) =
ze ye S

zeS ~ yes

r-limhy, ) () =Ap(gq)or=(pog)or

dass (BS, o) eine Halbgruppe ist.
Wegen Lemma 2.3.9 ist (BS, o) eine linkstopologische Halbgruppe und die Ein-
bettung von S in BS ein Halbgruppenhomomorphismus. [

2.4 Sitze von Ramsey und Hindman

In der Ramsey-Theorie werden Aussagen untersucht, die im Wesentlichen die Exis-
tenz von Teilmengen mit besonderer Struktur sicherstellen, wenn die Menge in ei-
nem gewissen Sinn grof} ist. Welche Struktur gesucht wird und was unter “gentigend
grof3” zu verstehen ist hiangt von der konkreten Fragestellung ab. Der klassische
Party-Satz von Ramsey besagt folgendes:

Satz 2.4.1. Sei eine unendliche Teilenge M von N gegeben, D := {(m,m) : m € M}
und eine Abbildung ® von (M x M)\ D — {0, 1} (Je 2 Partygdste kennen einander
oder sie kennen sich nicht). Dann gibt es eine unendliche Teilmenge N von M die
homogen ist, d.h. alle Gdste der Teilmenge N kennen einander oder keiner aus N
kennt einen anderen Partygast der Menge N, d.h. | (NxN)\D ist konstant.
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Beweis. Man wihle einen Gast ny, der unendlich viele ander Giste kennt. Dieser
schmeift alle Giste, die er nicht kennt aus der Party und wihlt einen Gast ny, der
wieder unendlich viele der verbliebenen Giste kennt. Gast n; eleminiert alle Giste
die er nicht kennt und wihlt einen Gast n3 mit dem gleichen Verfahren u.s.w. Bricht
dieser Algorithmus nicht ab so gibt die Folge (n1,n,,...) eine unendlich grofie Men-
ge von Gisten die alle einander kennen.

Bricht dieser Algorithmus ab, so gibt es unter den verbliebenen undendlich vie-
len Gisten niemanden der unendlich viele Giste kennt. Man wihlt dann einen Gast
k1, der alle Giste die er kennt aus der verbleibenen Menge eleminiert. Es verbleiben
unendlich viele Giste aus denen man kp wihlt, der wieder alle Giste die er kennt
eleminiert und féhrt so fort. Die so entstandene Folge (k1,k»,...) besteht dann aus
Gisten die einander nicht kennen. O

Dieser Satz hat eine hoherdimensionale Verallgemeinerung, d.h. wir betrachten
eine Abbildung aller Paare von unterschiedlichen Elementen einer unendlich grof3en
Menge (Menge der Knoten) in eine Menge {cy,...,c,} (Menge der Farben) bzw.
eine r-Firbung eines unendlich grofen vollen Graphen, das ist ein Graph in dem
je zwei Knoten durch eine Kante, der eine von r Farben zugeordnet ist, verbunden
sind:

Satz 2.4.2. Ein unendlicher voller gefirbter Graph mit Farben aus der Menge
{c1,... ¢} hat einen unendlich grofien monochromen Teilgraphen (d.h. einen Teil-
graphen dessen Kanten alle die gleiche Farbe haben).

Auch fiir diesen Satz gibt es rein kombinatorische Beweise dhnlich dem von
Satz 2.4.1, die Diagonalisierungsargumente verwenden. Wesentlich einfacher ist
folgender Zugang unter Verwendung von Ultrafiltern, die alle Diagonalisierungs-
argumente ersetzen:

Beweis. Sei U ein Ultrafilter auf der Menge der Knoten V' des Graphen, der kein
Hauptfilter ist, d.h. nicht aus allen Obermengen eines Knoten besteht und damit
nach Lemma 2.3.8 keine endlichen Mengen enthilt. Fiir jeden Knoten x € V existie-
ren nach Lemma 2.3.10 ¢(x) := U-limycy ¢(x,y) und ¢g := U-lim,cy ¢(x). Es folgt
Ag :=c'(co) € U und fiir x mit ¢(x) = co : ¢~!(x) € U. Induktiv wihlen wir Men-
gen A; aus U und Elemente x; € A; wie folgt: Die Menge A; :={y € V\ {xi_1}:
c(xi—1,y) = co} ist wegen U-limycy c(x;—1,y) = co eine Menge in U. Damit ist
Mi_¢A;j in U und so eine unendliche Teilmenge von V, weshalb wir x; € M;_A;
wihlen kdnnen womit x; # x; fiir i # j gilt.

Der Teilgraph mit Knoten {x; : i € Ny} hat dann Kanten die wegen x; € A; fiir
J < i Farbe c( haben. ]

Der Satz von Ramsey hat auch eine endliche Version, die man ebenfalls mit
topologische Mitteln am kiirzesten beweisen kann:
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Satz 2.4.3. Fiir r,L € N gibt es ein Z € N sodass gilt: Fiir jeden r-gefirbten vollen
Graphen K mit mindestens Z Knoten gibt es einen monochromen Teilgraphen mit L
Knoten.

Beweis. Wir nehmen an fiir jedes i € N gibt es einen r-gefarbten Teilgraphen von
K mit i Knoten ohne monochromen Teilgraphen mit L Knoten. Sei {v; : i € N} eine
abzihlbare Menge. Fiir i € N sei %; die Menge aller r-gefirbten vollen Graphen mit
Knoten {vi,...,v;} und £; die Teilmenge von [, %; fiir die fir 1 <k <[ <i %;
genau der von den Knoten {vy,...,v} erzeugte Teilgraph von % ist. Da X genau
r(2) Elemente hat, also endlich ist, ist die Spurtopologie der Produkttopologie von
[Ti2, % auf Hf: 1 K diskret und wegen der Stetigkeit der Projektion [];~, % auf
Hﬁ:l X ist L; fiir alle i € N abgeschlossen in der Produkttopologie.

Aus der Definition von £; sieht man unmittelbar dass fiir eine endliche Teil-
menge E von N Niep L; = Ly icr) gilt. Wenn es fiir jedes i € N einen r-gefirbten
Teilgraphen von K mit i Knoten ohne monochromen Teilgraphen mit L Knoten gibt,
so hat also die Familie abgeschlossener Mengen £; die enddliche Durchschnittsei-
genschaft womit, da der Produktraum nach Tichonow kompakt ist, N;en£; 7 0 gilt.
Fiir [T~ Ki € NjenLi 7# 0 betrachten wir den geférbten vollen Graphen K mit Kno-
ten v;, i € N, dessen Kante die v; und v}, i < j verbindet die gleiche Farbe wie die v;
und v; verbindende Kante von von £; hat. Nach Konstruktion stimmt der Teilgraph

von K mit Knoten vy, ...,v; mit dem entsprechenden Teilgraph von K; iiberein und
hat damit keinen monochromen Teilgraphen mit L Knoten im Widerspruch zu Satz
24.2. ]

Im Folgenden betrachten wir Sétze iiber die Existenz spezieller Mengen nach
Partitionierung der natiirlichen Zahlen(Sétze 2.4.6, 2.5.3) oder allgemeiner einer
diskreten Menge, die wir iiber die Stone-Cech kompaktifizierung beweisen.

Ein Element p einer Halbgruppe (S, o) heifit Idlempotente, wenn p = po p gilt.

Satz 2.4.4 (Ellis). Ist eine linkstopologische Halbgruppe (S,0) kompakt und Haus-
dorff, so besitzt sie eine Idempotente.

Beweis. Die Menge aller abgeschlossenen Unterhalbgruppen von S ist durch Men-
geninklusion teilgeordnet. Da S kompakt ist ist der Durchschnitt einer totalgeordne-
ten Teilmenge nichtleer. Aus dem Lemma von Zorn folgt damit die Existenz einer
minimalen abgeschlossenen Unterhalbgruppe M von S. Fiir m € M ist A,,(M) als
stetiges Bild der kompakten Menge M eine kompakte und da S Hausdorff ist, ei-
ne abgeschlossene Unterhalbgruppe von M. Wegen der Minimalitdt von M folgt
Am(M) = M. Damit gibt es p € M mit mo p = m. Die nichtleere abgeschlossene
Teilmenge A,,,'(m) = {s: mos = m} ist eine Unterhalbgruppe und somit ebenfalls
gleich M. Es folgt m € A,,' (m), also mom = m. O

Eine Unterhalbgruppe R bzw L von S heifit Rechtsideal (Linksideal) wenn
RS C R bzw. SL C L gilt. Ist eine Unterhalbgruppe sowohl Links als auch Rechts-
ideal, so heil3t sie zweiseitiges Ideal.
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Lemma 2.4.5. In einer kompakten linkstopologischen Halbgruppe (S, o) enthdilt je-
des Rechtsideal ein minimales Rechtsideal R. Minimale Rechtsideale in kompakten
linkstopologischen Halbgruppen sind abgeschlossen. Fiir p,q € R gibt es t € S mit
q=pot.

Ist I ein zweiseitiges Ideal in S, so gilt I D R fiir jedes minimale Rechtsideal R.

Beweis. Wie im Beweis zuvor sieht man mit dem Lemma von Zorn, dass ein Recht-
sideal R ein minimales abgeschlossenes Rechtsideal enthélt. (Die Menge der abge-
schlossenen Rechtsideale in R ist nichtleer, da fiir » € R die Menge ro S ein abge-
schlossenes in R enthaltenes Rechtsideal ist) Fiir » € M’, M minimales abgeschlosse-
nes Rechtsideal und M’ in M enthaltenes Rechtsideal ist fiir » € M’ das Rechtsideal
roM’ ein in M’ enthaltenes abgeschlossenes Rechtsideal. Wegen der Minimalitét
von M gilt also M = M’ = ro M’ und minimale Rechtsideale sind abgeschlossen.

Fiir p,q € R ist po S ein Rechtsideal in S, das in R enthalten ist. Wegen der
Minimalitdt von R gilt R = po S, also gibtes ¢ € S mit g = pot.

Fiir ein zweiseitiges Ideal I ist RI wegen RIS C RI ein Rechtsideal das in RS = R
enthalten ist. Wegen der Minimalitéit von R folgt I O RI = R. ]

Eine Teilmenge M von N heif3t IP-Menge 2 wenn sie eine unendliche Teilmen-
ge D enthiilt, fiir die gilt: fiir jede endliche Teilmenge F' von D gilt },cpm € D.

Satz 2.4.6 (Hindman). In jeder Zerlegung (C;)i<, von N ist mindestens eine der
Mengen C; eine IP-Menge.

Beweis. Nach Satz 2.3.9 ist (BN, +) eine linkstopologische Halbgruppe. Aus dem
Satz von Ellis 2.4.4 folgt die Existenz einer Idempotenten p = p+ p in BN. Da p ein
Ultrafilter ist, ist genau fiir ein ip < r die Menge C;, in p. Wir setzen By :=C;, € p
und definieren dann induktiv By, | € p durch By wie folgt: Wegen B € p=p+p
folgt aus (2.1): {I: (Bx—I)NN € p} € p. Dadie Mengen By und {/: (By—[)NN €
p} in dem Filter p liegen haben sie nichtleeren Durchschnitt, es gibt also ein ny € By
mit (By —ng) NN € p. Da jede Idempotente in BN\ N liegt ist {/: (By —I)NN €
p} unendlich, wir kénnen also ny > ny_; fiir n > 0 wihlen. Damit ist die Menge
By 1 := BN (By —ny) ebenfalls in p und wir erhalten eine monoton steigende Folge
(ng)ken in Cj,. Durch vollstindige Induktion sieht man, dass fiir jede Folge (a;)ien
mit Werten in {0,1} und k € N

k—1

p3Bi C (Bi1—ap1m—1)NNC--- C (Bo— ) ai”i) NN (2.2)
i=0

gilt. Damit liegen alle Mengen <Bo — Zf.:ol aini) NN in p und haben damit nicht-
leeren Schnitt. Das heif3t aber fiir jedes k gibt es [ € N sodass Iy + Y ;cr a;n;, fiir alle
endlichen Teilmengen F von {1,2,...,k—1} und a; € {0,1} in By = Cj, liegt. [

2IP steht fiir infinite dimensional Parallelepiped oder IdemPotent
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2.5 Sitze von Van der Waerden und Hales-Jewett

Fiir eine linkstopologische Halbgruppe (S,0) ist das topologische Zentrum von §
die Menge aller z € S fiir die die Rechtsmultiplikationn v, : S — S, s — s 0 7 stetig
ist.

Lemma 2.5.1. Fiir eine linkstopologische Halbgruppe (S, o) mit Unterhalbgruppe
(Ep, o) im topologischen Zentrum von S und einem zweiseitiges Ideal (I, o) von Ey
ist der Abschluss E von E eine abgeschlossene linkstopologische Unterhalbgruppe
von (S,0) und der Abschluss I von (Iy,0) ist ein zweiseitiges Ideal von (E o).

Beweis. Mit Lemma 2.3.9 und der Charakterisierung stetiger Abbildungen f: X —
Y durch die Eigenschaft f(A) C f(A) VA C X sieht man zunichst wegen der Ste-
tigkeit der Rechtsmultiplikation Vv 7 mit einem Element f € Ey

E o fy :Vfo(EO) giO(Eo) =Epo fo C EO =F alsoeocEyCE, firec E

somit: eo fy € E und damit wegen der Stetigkeit der Linksmultiplikation: e o Ey =
Ae(Eo) CAe(Ep) =eoEyg CE =E.

(E, o) ist also eine abgeschlossene Unterhalbgruppe von (S,0).

Ahnlich sieht man, dass I ein zweiseitiges Ideal in E ist: Fiir iy € I gilt

EOi()ZV,'O(Eo) gViO(E()) =FEgoigClalsoeol CeolyCIdh. EolC]

und fiir eg € Ep:

Ioeo :Veo(l_O) gveo(lo) :Iooeo gl_o =1

und

iOE:xi(EQ) g?»,(E()) :iOE()gI_:IaISOIOEgI,

I ist also ein zweiseitiges Ideal in E. 0

Lemma 2.5.2. Es sei fiir festes k € N
Eo:={(a,a+b,...at+(k—1)b):acN,bec Ny} C N E:=E,cpN
und
lo:={(a,a+b,...a+(k—1)b):a,be N} c Nt [:=],c PN-.

Mit koordinatenweiser Addition auf N* ist Eq eine Unterhalbgruppe von N¥ und I
ein Ideal in Ey. (Abschluss bez. der Produkttopologie). Mit diesen Bezeichnungen
gilt: Fiir p € S gilt p:= (p,...,p) € E C BNk,

Ist p eine Idempotente in einem minimalen Rechtsideal R der kompakten links-
topologischen Halbgruppe (BN, +), so gilt p € .
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Beweis. Eine Umgebungsbasis von j € BN¥ bez, der Produkttopologie in PNF ist
durch die Mengen A X ... x A; mit A; € p gegeben. Mit A; € p fiir i < k ist auch
A:=n* |A;€pund p €[5 A Fira€Agilt (a,...,a) € Egund p € (4,...,A).
Die Mengen (A, ...,A) bilden also eine Umgebungsbasis von  womit p € Eg = E
folgt.

Fiir eine Idempotente p des minimalen Rechtsideals R von S enthilt nach Lem-
ma 2.4.5 das Rechtsideal p+ E von E ein minimales Rechtsideal R von E, das nach
dem Satz von Ellis 2.4.4 eine Idempotente § = (g1, .. .,qx) enthilt. Fiir die Idempo-
tenten ¢; von R gilt wegen der Minimalitit von p + S nach Lemma 2.4.5: p = g; +t;
fiir ein t; € S, woraus folgt g; +p =g, +qi +t; = qi +t; = p, also p = g+ p. Damit
liegt p in dem Rechtsideal G+ R. Da R minimal in p+E ist gilt §+R = Rund p € R.
In einer Halbgruppe E ist jedes minimale Rechtsideal R in jedem zweiseitigen Ideal
I enthalten, denn wegen der Minimalitit gilt fir r ¢ R: R=r+FE O r+1 und da
r+1 ein Rechtsideal ist R=rol C . Somit gilt p € I. ]

Satz 2.5.3 (Van der Waerden). In jeder endlichen Partitionierung der natiirlichen
Zahlen N = U;_,C; gibt es eine Menge C; mit arithmetischen Progressionen be-

liebiger Liinge, d.h. es gibt i < r, sodass es fiir jedes k € N a,b € N gibt, sodass
{a,a+Db,a+2b,...,a+ (k—1)b} CC; gilt.

Beweis. Nach Lemma 2.4.5 enthilt BN ein minimales Rechtsideal R, das nach dem
Satz von Ellis 2.4.4 eine Idempotente p enthilt. Es gilt nach Lemma 2.5.1 p :=
(p,...,p) €L

Nach Lemma 2.3.7 liegt fiir genau ein i < r eine Menge C; in dem Ultrafilter p.
Damit ist C; eine Umgebung von p und C; x ... x C; eine Umgebung von p € 1, also
giltC; x ... x C; € p € 1. Da Iy dicht in I liegt gibtes j € IyN (C; x ... x C;). Da G;
offen und abgeschlossen ist liegt m € N aber genau dann in C; wenn m € C; gilt. Es
folgt, dass es j € IpN (C; X ... x C;) gibt. Da die arithmetischen Progressionen in N
der Lédnge k genau die Elemente von /Iy sind folgt die Existenz einer arithmetischen
Progressionen der Linge k in C;. ]

Fiir eine endliche Menge ¥ betrachten wir die Menge W aller Worter mit dem
Alphabet X, das ist die Menge aller endlichen Folgen (o;)7_,, n € N mit Werten in
Y. Mit der Zussammensetzung von Wortern

/ N = _ _ )G 1<I<m
(61,.--,0m)0(07,...,06,) = (G1,...,Om+n), O1 = o mil<l<min
ist (W, o) eine fiir |X| > 1 nichtkommutative Halbgruppe, die freie Halbgruppe
iiber dem Alphabet ¥. Fiir ein gegebenes Alphabet X betrachten wir die freie Halb-
gruppe V iiber dem um ein Element v ¢ X erweiterten Alphabet £ U {v}. Die Ele-
mente von (Vo) heiBen variable Worter iiber dem Alphabet £. Wir fassen W in
kanonischer Weise als Unterhalbgruppe von V auf.
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Fiir a € ¥ ist der Substitutionshomomorphismus S, : V — W durch

(Sa(V))i _ {Gi G, EX

a o, =V

fiir ein variables Wort V = (oy,...,0,), 6; € LU {v} definiert. Es ist unmittel-
bar klar, dass S, ein Homomorphismus ist und fiir W € W : S,(W) = W gilt. Fiir
V € V\ W heiit die Menge {S,(V) : a € £} von |£| Wortern eine kombinatorische
Diagonale. Eine kombinatorische Diagonale besteht also aus |X| Wortern gleicher
Linge n € N, deren i-te Folgeglieder entweder alle gleich sind, oder in gleicher Rei-
henfolge die Elemente des Alphabets X durchlaufen, was fiir mindestens ein i der
Fall sein muss. Sie ist also die Diagonale eines diskreten k-dimensionalen Unter-
wiirfels des aus allen Wortern der Lange n, wobei k die Zahl der Vorkommnisse
von v in dem variablen Wort ist.

Zum Beispiel ist die Folge ((a,c,a,b,a),(b,c,b,b,a),(c,c,c,b,a)) fir das Al-
phabet {a,b,c} eine kombinatorische Diagonale, die aus dem variablen Wort { =
(v,c,v,b,a) aus dem Substitutionshomomorphismus S, hervorgeht und kombinato-
rische Diagonale jenes 2-dimensionalen diskreten Unterwiirfels des 5-dimensional-
en diskreten Wiirfels, der durch Projektion auf die erste und dritte Koordinate in

> | X, fir £ = {a,b,c} aus { entsteht.

Versehen mit der diskreten Topologie sind W und V topologische Halbgruppen.
Als topologische Riume sind W und V homdomorph zu N und haben Stone-Cech
Kompaktifizierungen W bzw. BV homoomorph zu BN. Wie fiir BN fassen wir
BW und BV als Menge der Ultrafilter auf W bzw. V auf und erhalten als Basis der
Topologie auf W bzw. V die Mengen aller Ultrafilter, die eine Menge A C' W (A C
V) von (variablen) Wortern enthalten.

Ahnlich wie die Addition von N auf BN fortgesetzt wurde setzen wir die Zu-
sammensetzung von Wortern von W resp. V auf W resp. BV fort:

Lemma 2.5.4. Die Substitutionshomomorphismen S,, a € ¥ haben eindeutige ste-
tige Fortsetzungen BS, : BV — BW. Fiir a € X ist BS, ein Halbgruppenhomomor-
phismus (BV,0) — (BW, o).

Fiir w € BW gilt BS,(w) = w.

Beweis. Nach Satz 2.2.1 hat fiir a € X der Substitutionshomomorphismus S, eine
eindeutige stetige Fortsetzung BS, S, : V — W auf BV — BW. Eine Abbildung f
zwischen topologischen Rdumen X und Y ist genau dann stetig, wenn fiir jeden
gegen x € X konvergenten Filter ¥ das Bild { f(A) : A € ¥ } Filterbasis eines gegen
f(x) konvergenten Filters in Y ist. Wegen der Stetigkeit von S, und der Konvergenz
des Ultrafilters {A C N : A € x} gegen x € BV sowie der Stetigkeit von A, fiir € BV
und der Stetigkeit von v, fiir r € V folgt mit Lemma 2.3.10 fiir x,y € BV:
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BS.(x0y) = BSu(ha(3)) = - lim BSa(a(s)) = y-im(BSa(v,(x)))

=y- her{‘}(x 11€r§S W(ros)) :y—lir{/l(x—lirg(Sa(r) 08,4(5)))
= y-lim (e Tim(vs, o Sa(r))) = - im(vs, ) (BSa(x))
= y-lim(vs, ) (BS2(9))) = - imOups, ) (S4(5)))

= BSa( ) BSa(y>

BS, ist also ein Homomorphismus (BV,0) — (BW, o).

Eine stetig Fortsetzung einer Funktion von einer dichten Teilmenge auf den gan-
zen Raum ist, sofern sie existiert, eindeutig. Wegen S, = Id auf W folgt S, = Id
auf BW. []

Lemma 2.5.5. Fiir eine Idempotente p eines minimalen Rechtsideal R von (BW,0)
enthdlt das Rechtsideal p o BV in BV ein minimales Rechtsideal R von BV mit Idem-
potenter q fiir die poq = qo p = q gilt.

Beweis. pofV ist klarerweise ein kompaktes Rechtsideal von BV und enthilt nach
Lemma 2.4.5 ein minimales Rechtsideal R mit Idempotenter r (Satz 2.4.4). r €
poBV, d.h. es gibt s € BV mit r = pos, womit por =popos = pos=r gilt.
Damit ist g :=rop wegen gog =roporop =rorop =rop = q idempotent.
Weiters folgt gop=ropop=rop=gqund pog=porop=rop=gq, also gilt
pog=qop=gq. O

Lemma 2.5.6. Mit den Bezeichnungen von Lemma 2.5.5 gilt fiir a € X.:

BSa (Q) =

Beweis. Aus Lemma 2.5.5 folgt BS,(g) o BW C p o W und wegen der Minimalitit
von poBW: BSs(q) o BW = poPW. Wegen p = pop € popW gilt p = BSs(q) os
fiir ein s € BW. Es folgt mit Lemma 2.5.4 und 2.5.5:
BSa(q) = BSa(qu) = BSa(q> °© BSa(P) = BSa((Z) o
=PBSa(q) o BSa(q) o5 =PBSa(goq) os =PSa(q) os = p. O
Satz 2.5.7 (Hales-Jewett). Fiir eine Partitionierung (Fdrbung) C;, i < k der Menge

W aller Worter iiber dem endlichen Alphabet ¥ gibt es ein i < k fiir das C; eine
kombinatorische Diagonale enthiilt.

Beweis. Nach Lemma 2.4.5 liegt in einer kompakten linkstopologischen Halbgrup-
pe jedes minimale Rechtsideal in jedem zweiseitigen Ideal. Mit den Bezeichnungen
von Lemma 2.5.5 liegt R in dem zweiseitigen Ideal BV \ BW, insbesonders gilt

q €BV\PW. (2.3)
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Sei C; € p dann gilt nach Lemma 2.5.6: ¢ € NuexPS, ' (p) und wegen (2.3) g €
(BV\ BW)NNuexPS, 1 (C;). Wegen der Stetigkeit von BS, nach Lemma 2.5.4 ist
(BV\ BW) N NuexBS, 1 (C;) offen-abgeschlossen und enthélt damit ein w € (V'
W) N NuexS;, ' (G;), d.h. G enthilt ein variables Wort w. Die Menge UesS,(w) ist
also eine kombinatorische Diagonale in C;. [
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Kapitel 3

Cantormenge

Auf dem Einheitsintervall / = [0, 1] seien die Abbildungen 7 und 7} in sich durch
To(x) = x/3, Ti(x) = 2/3 +x/3 erkldrt. Wir definieren eine Folge von Mengen
(Ap)nen induktiv durch Ag :=1Tund A, 41 := Tp(A,) UTi(A,). Man verifiziert unmit-
telbar durch Induktion dass A, die disjunkte Vereinigung von 2" abgeschlossenen
Intervallen der Linge 37" istund A, +1 C A, gilt. Da I kompakt ist und die Mengen
Ap M Ay = Amaxp,; die endliche Durchschnittseigenschaft haben, ist die

Cantormenge C := N, A, eine nichtleere kompakte Teilmenge von /.

Wegen ﬂfleAnH = ANt = %AN U (% + %AN) folgt die Selbstdhnlichkeit der
Cantormenge C = 1CU (% + 10).

0 1/3 2/3 1

Ao
] ] 1
— — — m—
N s N s HE B HE B Ag
EER ENR EER ENR ER ENR IR ENR Ay

nmmn o nun nmmn o nun nmn un mn o un Ag
[ 1 T L 1 i T L1 Y i 1 [ V]| Ag

Satz 3.0.1. Die Cantormenge C mit der Relativtopologie von I ist homéomorph zum
Produktraum [T,en{0,1} = {0, 1} mit der Produkttopologie.

Beweis. Fiir x € [],en{0, 1} definieren wir eine Folge von Intervallen I, = I,(x)
durch I,(x) = 2¥" , x37" 4+ 37"I, wobei x; = T;(x) die i-te Koordinate von x be-
zeichnet. Man {iiberlegt sich wiederum durch Induktion, dass 1,, D I,,+1 und I,, C A,
gilt (d.h. I, ist eines der 2" Intervalle aus denen sich A, zusammensetzt). Es folgt
wie fiir die Mengen A,,, dass M,enl, (x) nichtleer ist. Da I, (x) ein Intervall der Lan-
ge 37" ist folgt dass dieser Durchschnitt aus einem Element besteht. Wir setzen
Muentn(x) =: ¢(x) € C.

Gilt x # y € [T,en{0, 1}, so folgt £;(x) N f;(y) = 0 fiir i = min{k : x; # yr}. Aus
L1 C I, folgt 0(x) # d(y), also ist ¢ injektiv.

Durch Induktion iiberzeugt man sich, dass fiir n € N A, = U,[,(x) gilt und
I,(x) und I,(y) sind disjunkt oder x und y stimmen auf den ersten n Koordinaten
iiberein. Die nichtleeren Mengen I, ! ({) = {x € {0,1}!: £ € I,(x)} bestehen also
aus allen Elementen von {0, 1} mit vorgegebenen ersten n Koordinaten und sind

55
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damit abgeschlossen. Es folgt wieder mit der endlichen Durchschnittseigenschaft
Nnend, 1(C) # 0, also ist ¢ surjektiv.

Fiir x,y € {0,1}" gilt [¢(x) — ¢(y)| < 37", wenn x und y auf den ersten n Ko-
ordinaten iibereinstimmen. Diese Menge ist offen in der Produkttopologie, also ist
0 stetig. Als stetige Bijektion zwischen kompakten Raumen ist sie ein Hom&omor-
phismus. ]

Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heifit Retrakt, wenn es eine
stetige Abbildung f: X — A mit f|4 = Id gibt.

Satz 3.0.2. Jede abgeschlossene Teilmenge von C ist ein Retrakt.

Beweis. Wir definieren auf {0, 1} eine Metrik durch d(x,y) := ¥ ; |x; — yi|37".
Man sieht, dass die von dieser Metrik induzierte Topologie die Produkttopologie ist
und fiir x,y,z € {0,1}" aus d(x,y) = d(x,z) folgt y = z. Da A kompakt ist wird fiir
x € C das Minimum der Menge {d(x,y) : y € A} in genau einem Punkt ps(x) € A
angenommen.

Um zu sehen, dass p4 die gesuchte Retraktion ist, ist nur noch die Stetigkeit zu
zeigen. Dies folgt unmittelbar, wenn wir zeigen, dass wenn x und y in den ersten
n Koordinaten iibereinstimmen, auch p4(x) und p4(y) in den ersten n Koordinaten
tibereinstimmen: Angenommen x; = y; fiir i <n, (pa(x)); = (pa(y)); firi <ip <n
und (pa(x))i, = %y 7# (Pa(»))ip- Dann folgt

ip—1 o ) ip—1 —ip
d(y,pa(x)) < Z i — (pa(@))il+ ), 377 =) |xi— >
i=ig+1 i=1
und
ip—1
d(y,pa(y)) = Z i — )il +37%,
also d(y,pa(x)) <d(y,pa(y)), ein Widerspruch. O

Satz 3.0.3. Jeder kompakte Hausdorffraum X mit abzdhlbarer Basis ist stetiges Bild
einer abgeschlossenen Teilmenge von {0, 1}V,

Beweis. Sei {B;: i € N} die abzihlbare Basis von X. Wir definieren eine Abbildung
X — {0,1}N, x = f, mit (f,); = O fiir x ¢ B, (f:); = 1 fiir x € B;. Diese Abbildung
ist aber im Allgemeinen nicht stetig und ihr Bild nicht abgeschlossen.
SeiA:={f,: xeX } und f € A. Eine Umgebungsbasis von f besteht aus den
Mengen {g € {0,1}: g; = f; Vi € E}, wobei E die endlichen Teilmengen von N
durchlduft. Dass f in A hegt besagt, dass es fiir jede endliche Tellmenge E C Nein
x € X mit f; = (fy); Vi € E gibt. Sei C; := B; fiir f; =1 und C; —B fiir f; = 0. Obige
Bedingung besagt also, dass fiir jede endliche Menge £ C N d1e Menge NiceC;
nichtleer ist. Diese Mengen bilden also eine Filterbasis eines Filters ¥ in X. Da X
kompakt ist, hat ¥, einen Beriihrungspunkt zy € X. Wir behaupten ¥ konvergiert
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gegen zy: Gilt zy € B; fiir eine Basismenge B; so hat B;, da zy Berlihrungspunkt
ist, nichtleeren Schnitt mit allen Elementen des Filters, also auch mit C;, woraus
wegen C; = B; oder C; = B; folgt, dass C; = B; gilt und damit ¥y feiner als der
Umgebungsfilter von z; ist. In Hausdorffraumen konvergieren Filter aber htchstens
gegen einen Punkt, also ist die Abbildung ¢ : A — X, f > zy wohldefiniert. Fiir
eine Basismenge B; gilt: ¢ !'(B;) = {x € {0,1}: x; = 1}, woraus die Stetigkeit
von ¢ folgt. Fiir x € X sieht man unmittelbar, dass ¥, gegen x konvergiert. Also ist
diese Abbildung surjektiv von A auf X. 0

Satz 3.0.4. Jeder kompakte Hausdorffraum mit abzdhlbarer Basis ist ein stetiges
Bild der Cantormenge.

Beweis. Nach Satz 3.0.3 ist der Raum stetiges Bild einer abgeschlossenen Teilmen-
ge von {0, 1}, Diese ist nach Satz 3.0.2 stetiges Bild von {0,1}. Also ist der
Raum stetiges Bild von {0, 1}N. Wegen Satz 3.0.1 gilt der Satz auch fiir die Cantor-
menge. ]

Satz 3.0.5. Jeder kompakte metrische Raum ist ein stetiges Bild der Cantormenge.

Beweis. Es bleibt wegen Satz 3.0.4 nur zu zeigen, dass kompakte metrische Rdume
eine abzdhlbare Basis haben.

Fiir € > 0 gibt es eine endliche Uberdeckung des Raumes X durch offene &-
Kugeln. Wihlt man fiir eine Nullfolge (a,),cn eine endliche Uberdeckung durch
offene a,-Kugeln, so ist die Vereinigung eine abzédhlbare Basis der Topologie. [
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