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1 Einleitung

In dieser Arbeit bringen wir zwei Beweise des Satzes von Kirszbraun. Dieser Satz befasst
sich mit der Fragestellung, ob eine Lipschitz stetige Funktion auf den gesamten Ausgangs-
raum fortgesetzt werden kann, wobei die Lipschitz Konstante gleich bleiben soll.

Die beiden Beweise, die vorgestellt werden, haben gemein, dass sie sich indirekt auf das
Auswahlaxiom stiitzen. Zum einen durch das Ultrafilter Lemma und zum anderen durch den
Satz von Tychonoff (bzw. dem Satz von Banach-Alaoglu), der bekannterweise dquivalent
zum Auswahlaxiom ist, wenn wir uns auf topologische Hausdorffriume beschrianken.

Ist der Ausgangsraum H; unserer Lipschitz stetigen Funktion separabel, also gibt es eine
abzahlbare Teilmenge von Hi, die dicht ist, dann gibt es auch einen Beweis, der ohne dem
Auswahlaxiom gefiihrt wird. Im Folgenden werden aber nur die oben beschriebenen Beweise
durchgefiihrt.

Noch zu beachten ist, dass davon ausgegangen wird, dass Bildraum und Zielraum der
Funktion zwei Hilbertrdume iiber R sind. Andere Fille und weitere Verallgemeinerungen
sind moglich, werden in dieser Arbeit aber nicht behandelt.



2 Fortsetzbarkeit auf endlich vielen Punkten

In diesem Kapitel betrachten wir eine Lipschitz stetige Funktion f, die auf einer endlichen
Teilmenge von H; definiert ist. Wir wollen zeigen, dass die Funktion f auf einer gréfleren
endlichen Menge so fortgesetzt werden kann, dass die Fortsetzung wieder Lipschitz stetig
ist. Die Lipschitz Konstante soll auflerdem gleich bleiben.

Dafiir bené6tigen wir zunéchst folgende Resultate.

Lemma 2.1. Seien Hy und Hs Hilbertriume. Angenommen O # J C Hi, und J sei
endlich. Sei g : J — Hs eine Funktion, fir die

Vayelt:|gx)—g@ll <lle—yll Allg()ll > |
gilt. Dann folgt:
0 & co(g[J]),
wobei g[J] := {g(x) : ® € J} C Hy das Bild bezeichnet und

co(glJ]) := ﬂ K—{Zai-xi:xiEg[J],neN,Zai—l,aiZO}QHQ
i=1

g[JISKCH>, i=1
K konvex

ist die konvexe Hiille.

Beweis. Zunichst wollen wir zeigen, dass das Skalarprodukt (z;,z;) zweier beliebiger Ele-
mente x;,z; € J strikt kleiner ist als das Skalarprodukt der Funktionswerte (g(z;), g(z;)).

(1003) = 5 (20 + (3, 03) = (@3,23) = 201,25) + (23,25)) =

= %(||xi||2+‘|$j||2_”$i_33j||2) < %(I\g(:vi)|\2+|Ig(fﬂj)l\Q—Hg(wi)—g(%)l|2) = (9(xi), g(z7))-

Angenommen w € co(g([J]). Dann wissen wir, dass es eine Menge nichtnegativer, reeller
Zahlen (a;)™; gibt, sodass > ja; =1 und w =3 ;" | a;g(z;).

Da J endlich ist (J = {z1,...,2,}) und unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir Ska-
larprodukte konnen wir folgern, dass

Jw|]* = (w,w) = [ Y aigl@), Y ajglay) | =) eiajlg(wi), g(x;)) >
i=1 j=1

i=1 j=1
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> ZZO@O@ Ti, Tj) Z%%,Z%% = ||Zale|| > 0.

i=1 j=1

Damit kann 0 nicht in der konvexen Hiille von g[.J] liegen.
]

Lemma 2.2. Sei C' eine konveze, nichtleere und abgeschlossene Teilmenge von einem
Hilbertraum H. Dann gibt es fiir jedes b € H einb' € C, sodass fiir alle z € C (z—b, b/ —b) >
16" — b||* gilt.

Beweis. Siehe [1, Lemma 1C (c)] O

Zunéchst beschréinken wir uns auf den Fall, dass die Lipschitz Konstante v gleich 1 ist.

Lemma 2.3. Seien Hy und Hoy Hilbertrdume und a € Hy. Sei I C Hy endlich, f: I — Ho
eine Lipschitz stetige Funktion mit 1 als Lipschitz Konstante. Dann existiert eine Fortset-
zung g : I U{a} — Hy von f, die ebenfalls Lipschitz stetig ist mit der gleichen Lipschitz
Konstante.

Beweis.

(i) Esmuss also gezeigt werden, dass ein b € Hj existiert, sodass fiirallexz € I || f(x) — b|| <
||z — a|| gilt. Denn dann kénnen wir g(a) := b definieren und die Fortsetzung g hat
die gewiinschten Eigenschaften.

(#) Falls I = (), setzen wir b = 0, falls a € I, setze b = f(a). Wir kénnen also annehmen,
dass I #Qund a & I.

(@) Wir setzen K = co(f[I]).
0,1]™ ist kompakt und die Menge A = {(a;)l; : Vo €l :a; <0, >0 oy = 1} ist
eine abgeschlossene Teilmenge von [0, 1], also auch kompakt. Die Funktion (a;)}_; —
Yo, a;x; ist stetig und aus der Definiton der konvexen Hiille folgt sofort, dass sie A
surjektiv auf K abbildet. Damit ist auch K kompakt.
Damit ist K eine nichtleere, kompakte und konvexe Teilmenge von Hs.

(iv) Fiir jedes festes x € I, sind die Funktionen z — ||z — f(x)|| und z — W von K
lz=f @)l
lla—z]]
stetig. Deswegen nimmt die Funktion A ihr Infinum an (auf kompakten Mengen ist
jede stetige Funktion beschrénkt). Also existiert b € K sodass fiir alle ze K h(b) <

h(z) gilt. Nun setzen wir y = h(b) und 0 # J ={x : z € I, llb— ( =~} C1.

Mla—all

nach [0, 00) stetig. Da I endlich ist, ist auch die Funktion % : z — max,er

(v) Angenommen b ¢ co(f[J]). Das gleiche Argument wie in Punkt (1) zeigt, dass auch
co(f[J]) eine kompakte, konvexe Teilmenge von Hs ist. Damit folgt aus Lemma 2.2,
dass ein b’ € co(f[J]) existiert, sodass fiir alle z € co(f[J]) (z — bt/ —b) > ||t/ — b||?



2 Fortsetzbarkeit auf endlich vielen Punkten

gilt. Insbesonders gilt fiir z € J, dass (f(z) — b,/ —b) > ||b' — b||*>. Wir betrachten
nun bs := (1 —0)b+ 6 = b+ (b —b) fiir 6 > 0.
Diese bs sind fiir jedes 6 € (0,1) in K, da b,b’ € K und K konvex ist. Fiir z € J gilt

(f(2) = b,bs — b) = 8(f () — b,/ —b) > 8 [|b/ — b]|”

und

1F (@) = bslI* = |1 £ (&) = b — (b5 = B)II* = | f(x) = B —2(f () =b, bs—b)+[[bs — b]*
< |If (@) = bl = 26 || = B[|* + 6 ' = b < | f(2) = B*, 0 <5< 1.

Daraus folgt
If () = bsll _ [If (=) — O]

la — | [ = af

=7, 0<6<1.

Andererseits gilt fiir x € I'\ J, dass
@) bl () b

=0 fa—z| — [lo—ad

<7

Also existiert ein 0, > 0, sodass Hf”( z)— Tf“ < v fiir 0 < § < 6,. Da aber die Menge I\ J
endlich ist, gibt es ein § > 0, sodass § < 0., x € [\ J. Dafiirallex € I W @)=bsll 0%

lla—z]

gilt, gilt auch h(bs) < v = h(b). Dies fithrt aber nun zu einem Widerspruch, da h an
der Stelle b minimal ist. Also muss b € co(f[J]) sein.

Wir wollen zeigen, dass v < 1. Wir definieren J' :={z —a:2 € J}, g: J — Hs und
g:xw f(x+a)—b Fira,y € J gilt

lgz") —g()|| = ||f(@' +a) = f(/ +a)|| < (&' +a) = (' +a)|| = || —¢/|

und

lo@) = 1/ +a) = b =7 [|="]|

Da b € co(f[J]), kénnen wir auch b = > ; A, f(z) schreiben, wobei fiir alle € J
Az > 0und ) ;A = 1 gilt. Daraus folgt nun

Z Aztag (T Z Aota(f(z+a) Z)\

zeJ’ xeJ’ xeJ
=> Xaf(@) =D Ab=b—-b=0,
zeJ zeJ
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fir Apyo >0, € J und 3 5 Apga =D gy Ae = L.

Da daraus folgt, dass 0 in co(g[J']) enthalten ist, kénnen wir die Kontraposition
des vorherigen Lemmas 2.1 anwenden. Es existiert also ein x € J', sodass |z| >
llg(z)]| = ||z Fiir dieses x € J' gilt deswegen auch, dass ||z — a|| > vz — a]|. Da
laut Voraussetzung x — a ungleich 0 ist, ist damit bewiesen, dass v <1 ist.

(vii) Zusammengefasst haben wir also v = h(b) < 1, weswegen fiir alle x € I gilt, dass

1f (@) = bl < ||z —al.

O
Das néchste Korollar zeigt, dass auch die Verallgemeinerung fiir eine beliebige positive
Lipschitz Konstante gilt.

Korollar 2.4. Seien Hy und Hy Hilbertrdaume, I C Hp eine endliche Menge, a € Hj.
Wir kénnen eine Lipschitz stetige Funktion f : I — Hy auf I U {a} fortsetzen, wobei die
Lipschitz Konstante y € [0,00) gleich bleibt.

Beweis. Wir suchen wieder ein b € Hj, sodass die durch g(a) := b definierte Fortsetzung
die gewiinschte Eigenschaften erfiillt. Fiir v = 0 ist f konstant und b = f(x). Falls I leer
ist, konnen wir b = 0 setzen. Im Folgenden kénnen wir nun annehmen, dass v # 0 und
definieren die Funktion g(z) := % f(x).

Nun gilt fiir z,y € I:

lg(z) —g(W)ll = i 1) = F)ll < llz = yll-

Lemma 2.3 besagt nun, dass ein by € Hj existiert, sodass fiir alle x € I ||by — g(z)]]
|la — z|| gilt. Wenn wir nun b = ~b; setzen, folgt, dass ||[b— f(z)|| = ~||b1 — g(x)||
7 lla — .

CIAIA

Nun koénnen wir mittels Induktion von der Fortsetzbarkeit eines Punktes auf die Fort-
setzbarkeit einer beliebigen endlichen Menge schlielen.

Korollar 2.5. Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Korollar 2.4. Zusdtzlich sei J
eine endliche Teilmenge von Hy. Dann gibt es eine Lipschitz stetige Fortsetzung g : IUJ —
Hy von f, wobei die Lipschitz Konstante vy € [0,00) gleich bleibt.

Beweis. Wir fithren den Beweis mittels Induktion.

Aus |J| =0 folgt J =0 und g = f.

Angenommen |J| =n + 1, n € N. Wir wéhlen ein beliebiges Element a € J und definieren
J':= J\{a}. Dann enthilt J’ genau n Elemente und laut unserer Induktionsvoraussetzung
gibt es eine Funktion f; : IUJ' — Ha, sodass fiir z € I fi(x) = f(x) gilt und fiir z,y € TUJ’
If1(x) — fiy)]] < vz —y]. Falls nun a € T U J', setzen wir I U J = I U J' und unsere
gesuchte Funktion ist ¢ = f1. Ansonsten wissen wir aus Korollar 2.4, dass ein b € Hs
existiert, sodass fiir x € TUJ' || f1(z) = b|| < v ||z — al| gilt.
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Nun definieren wir unsere Funktion g folgendermaflen:

g:1UJ— Hy
| filz), zeluJ
g(ac).—{h rT=a

Durch elementares Nachrechnen wird gezeigt, dass diese Funktion alle gesuchten Bedin-
gungen erfiillt.

e g(x) = filz) = f(x), z € I,

— 9wl = lh(@) =AW <7z —yll, 2,y e TV,

— 9l = l/1(@) =) < vz —all =v[le —yl, v € TUJ und y = a,
()

()

—9Wl =M= fiwl <~lly—all =vllz—yl, z=auwmdy e TU.J,

— g =[b—b) =0=7lle— 2], 2 =a und y = a.

°
=
8

O

Als Letztes bringen wir ein Resultat, das fiir beide Beweise des Satzes von Kirszbraun
benétigt wird.

Lemma 2.6. Seien Hy, Ho Hilbertriume, ) # A C Hy eine Menge und f : A — Hy eine
Lipschitz stetige Funktion mit Lipschitz Konstante . Fir ein a € A und eine beliebige
endliche Teilmenge I von Hy, sodass a € I wird folgende Mengen definiert:

Fr:={g: Hi — Ha: glina = flina, Yo,y € I - [lg(x) — g)I| < v llz — yl[},
Es gilt, dass Fr nichtleer ist.

Beweis. Diese Behauptung folgt direkt aus Korollar 2.5. Es gibt also eine Fortsetzung
o : I — Hy von f|jna, die Lipschitz stetig ist mit Lipschitz Konstante . Wir setzen gg

auf ganz H; fort.
go(z), =€l
g(x) := o)
0, xe Hy\ 1

Dann ist g € FT. [l

Bemerkung 2.7. Fiir © € H; werden die Kugeln B, :={ye€ Hy: |lyl| <|f(a)][+7 |z —al}

definiert. Dann gilt, dass 1 C [[,cq, B



3 Satz von Kirszbraun

Nun kommen wir zum Satz von Kirszbraun. Es wird mit einer Lipschitz stetigen Funktion
gestartet, die auf einen Teilraum eines Hilbertraumes definiert ist und wieder in einen
Hilbertraum hinein abbildet. Der Satz von Kirszbraun sagt nun aus, dass es eine Lipschitz
stetige Fortsetzung auf den gesamten Hilbertraum gibt, wobei die Lipschitz Konstante aus
der Voraussetzung gleich bleibt.

Satz 3.1 (Satz von Kirszbraun). Seien Hy, Ho Hilbertriume, A C Hj eine Menge und
f A — Hy eine Funktion. Angenommen es existiert ein v > 0, sodass fiir alle z,y € A
|f(x) = fW)| < vllx—yl| gilt. Dann folgt, dass eine Funktion g : Hy — Hs existiert,
sodass fir alle x € A g(x) = f(x) und fir alle v,y € Hy ||g(z) — g(y)|| < 7|z —y| gilt.

3.1 Beweis mittels Tychonoff

Es werden einige Begriffe aus der Funktionalanalysis wiederholt.

Definition 3.2. Sei (X,7) ein topologischer Vektorraum. Wir wéhlen zunéchst einen
punktetrennenden, linearen Teilraum Y von X*. Nun betrachten wir die initiale Topologie
o(X,Y), sodass alle y in Y stetig sind. Diese initiale Toplogie ist die von Y induzierte
schwache Topologie. Falls Y = X' ist und (X, 7T) lokalkonvex ist, sprechen wir von der
schwachen Topologie o(X, X').

Definition 3.3. Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ : X — X" definiert durch
t(z)(y) := y(z). Die schwach-*-Topologie ist nun definiert durch o(X’, X) := o(X’, (X)).

Satz 3.4 (Riesz-Fischer). Sei H ein Hilbertraum. Fir ein lineares Funktional f : H — R
und v = sup{|f(z)|,z € H, ||z|| < 1} < 0o gibt es genau ein ¢ € H, sodass fiir alle v € H
f(z) = (z,c). Es ist dabei ||c|| = 7.

Definition 3.5. Ein normierter Raum (X, ||.||) heiBt refleziv falls X" = +(X).
Aufgrund des Satzes von Riesz-Fischer ist ein Hilbertraum immer reflexiv.

Beweis. (von Satz 3.1)

(i) Angenommen A = (). Dann wird fiir alle z in Hy g(z) = 0 gesetzt. Damit kann
vorrausgesetzt werden, dass A nichtleer ist.

(#i) Wir betrachten die in Bemerkung 2.7 definierten Kugeln B,. Fiir jedes x € H; sind
Einheitskugeln laut Banach-Alaoglu kompakt beziiglich o(H1, H]). Somit sind auch
die Kugeln B, schwach-*-kompakt, da der Skalierungs-Homomorphismus diese Eigen-
schaft beibehélt. Wenn wir nun H; mit H] identifizieren (mithilfe von dem Darstel-
lungssatz von Riesz-Fischer), dann sind die Kugeln B, auch beziiglich der schwachen
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(i)

Topologie, o(Hy, H}), kompakt. Laut dem Satz von Tychonoff ist nun X := [[ ¢y, Bs
auch kompakt beziiglich der Produkttopologie.

Nun wollen wir zeigen, dass fiir jede endliche Menge I C Hj, mit a € I, die Menge
F7r aus Lemma 2.6 abgeschlossen ist. Dazu halten wir zunéchst fest, dass Elemente
von X folgende Form haben:

X=]] B.={9:T— |J B::g(z) € B.}
reH; xcHy

Die dazugehorigen kanonischen Projektionen schauen folgendermafien aus

me(g) = g(x), g€ ] B

reHq

Diese sind laut Definition stetig beziiglich unserer Produkttopologie.
Die einpunktige Menge {f(x)} ist abgeschlossen. Deswegen ist auch das Urbild
' ({f(2)}) ={g € X : g(x) = f(x)} abgeschlossen.
Hi =R
Die Funktionen 7, m, und A : ! sind stetig und damit ist auch die
z (z,¢)

Zusammensetzung g — (g(x) — g(y),c) von X nach R stetig. Die Menge

{ge X :(9(x) —g(y),c) <vlz —yl}

ist somit abgeschlossen in X.

Die Menge

{geX:|g) gl <lle—yl} = () {g€ X (9(x) —g(¥),0) < vz —yll}
lefj<1

ist ein Durchschnitt von abgeschlossenenen Mengen, deswegen wieder abgeschlossen.
Die Gleichheit folgt mithilfe der Festellung, dass ||z|| = maz o<1 ccr{(7,c)}. Dieses
Resultat kann leicht mithilfe der Cauchy-Schwartz Ungleichung nachgepriift werden.

Nun kénnen wir F7 folgendermafien umschreiben

Fr= () {9eX:g(@)=f@}n () {g€X:llgl=) - gwll <vlz—yl}

zelNA llefl<1

Dies ist nun wieder ein Durchschnitt abgeschlosssener Mengen, also abgeschlossen.
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(iv)

Wir setzen &€ := {F;, I C H;j endlich, a € I'}. Da alle F; abgeschlossen sind, ist £
eine Familie abgeschlossener Mengen. Diese besitzen auch die endliche Durchschnitts-
eigenschaft. Wenn wir Iy, ..., I,, C H; wihlen, ist [ = U?:l I; endlich und

UF[Z.:)F]#@.

=1

Zusammenfassend haben wir eine kompakte Menge X und eine Familie £ abgeschlos-
sener Teilmengen von X mit der endlichen Durchschnittseigenschaft. Aus einem Re-
sultat in Fundament Analysis (siehe [4, Proposition 12.11.2]) folgt nun, dass der
Durchschnitt all dieser Mengen F7 nichtleer ist. Deswegen existiert ein g € X, dass
zu jedem Element von £ gehort, also g € Fy fiir alle endlichen I C Hy, wobei a € [I.
Falls x € A, ist g € F{q4y, also g(z) = f(z) und, falls z,y € Hy, ist g € Fiq 4,4, also
llg(z) — g(y)|| < ||z — y||- Damit ist die Funktion g eine Lipschitz stetige Fortsetzung
von f.

O
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3.2 Beweis mittels Ultrafilter

Fiir den zweiten Beweis werden als erstes Begriffe aus der Topologie wiederholt.

Definition 3.6. Ein Filter auf einer Menge X ist eine Teilmenge der Potenzmenge von X
mit folgenden Eigenschaften:

(i) F#Ound 0 ¢ F,
(i) A, Be F = ANBeF,
(iii) Ace F,ACBCX = BeF.

Definition 3.7. Ein Filter G auf einer Menge X wird Ultrafilter gennant, falls fiir alle
A C X entweder A € G oder X \ A € G gilt.

Definition 3.8. Sei F ein Filter auf X. Ein Mengensystem B C F heifit Filterbasis von
F, falls es fiir alle A € F ein B € B gibt, sodass B C A.

Definition 3.9 (Konvergenz bzgl. eines Filters). Sei F ein Filter auf der Menge X, ¢ :
X — R eine Funktion und « € R. Die Funktion ¢ konvergiert nach « beziiglich dem Filter
F, falls

Ve>0: {teX:|p(t)—a|<e}eF

In diesem Fall wird lim ¢(t) = a geschrieben.
t—F

Proposition 3.10. Sei G ein Ultrafilter auf X und sei eine Funktion ¢ : X — R so
definiert, dass B ={t € X : |¢(t)| <~} € G, fiir v > 0. Dann existiert thné o(t) und ist in
_)

dem Intervall [—~,~] enthalten.

Beweis. Fiir a € R, setze
Ay ={te X :¢(t)>a}, C:={aeR: A, € G}

DaA_,DBeg,ist —ye C. Fallsa € C gilt A,NB € G und A, N B # (. Also existiert
ein t € X, dass ¢(t) > a und |¢(t)| < ~ erfiillt. Deswegen ist  eine obere Schranke von
C. Zusammenfassend ist C eine nichtleere Teilmenge von R, die nach oben beschrankt ist,
also ein Supremum S mit —y < f <+, besitzt. Fiir € > 0 gilt, dass § + ¢ ¢ C, also gilt
Agie ¢ G. Da aber G ein Ultrafilter ist, muss deswegen X \ Agy. € G sein. Zugleich ist
B — e sicherlich keine obere Schranke von C, also existiert ein o € C, das § — ¢ < « und
A, € G erfiillt. Insgesamt haben wir

Ao\ Agye = AaN (X \ Agie) €G.

Da diese Menge laut Definition nichtleer sein kann, gibt es ein t € Ay \ Agye, mit f — € <
a < ¢(t) <+ eund |¢(t) — f] < e. Insgesamt haben wir

Go{teX |o(t) - Bl < e} 2 Aa\ Apsc.

Da € beliebig gewihlt war, gilt thrré o(t) =B € [—,7] O
_)

10
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Satz 3.11 (Ultrafilter Lemma). Fiir jeden Filter F auf X gibt es einen Ultrafilter G auf
X, der F umfasst.

Beweis. Siehe Funktionalanalysis [3, Lemma 1.3.3] O

Beweis. (von Satz 3.1)

(4)

(i)

(iid)

(iv)

Wir kénnen wie im vorigen Beweis voraussetzen, dass A # (). Sei F; wie in Lemma
2.6.

Wir wihlen I, J C Hj so, dass sie endlich sind und beide ein fest gewéhltes a enthal-
ten. Damit ist auch TUJ C Hj endlich und Fjyy C FrNFy. Alsoist € = {F;: I C H;
endlich, a € I} eine Filterbasis auf X. Sei F' der von &£ erzeugte Filter. Wir wenden
nun das Ultrafilter Lemma 3.11 an. Daraus folgt, dass es einen Ultrafilter G gibt,
sodass £ C F C G gilt.

Aufgrund Proposition 3.10 ist }H% (f(x),z) =: ¢pz(z) definiert, wobei ¢, : Ho — R.
—

Mithilfe des Satzes von Riesz-Fischer (3.4) wollen wir ein eindeutiges Element ¢g*(x) €
Hj finden, sodass fiir alle z € Hy ¢,(2) = (¢*(x), 2) gilt. Dafiir zeigen wir zunéchst
die Linearitdt von ¢,.

bulaw+2) = lim (f(x), aw+2) = lin a(f(@),w+2) =

= a}g%«f(x),m + (f(2,2))) = o lim (f (@), w) + o lim (f(z,2)) =

= o(¢z(w) + ¢z(2), w,z € Ha, v € R.

Angenommen x € Hy und z € Hs. Wegen der Cauchy-Schwarz und Dreiecksunglei-
chung folgt, dass

vie X [(f(x),2)] < lf @) Izl < (If (@)l + v llz = all) |2]].

und es gilt |¢(2)] < (|f(a)|| +7llz—al) ||z]] = 7z |2]- Also gilt fir z € Hy mit
llz]] <1, dass |¢p.(2)| < 7. Damit sind unsere Voraussetzungen fiir Satz 3.4 erfiillt.

Es soll nun gezeigt werden, dass die fiir * € H; eindeutig gefundene Funktion
g : Hy — Hy eine Lipschitz stetige Fortsetzung von f, mit gleicher Lipschitz
Konstante ist. Dafiir wiahlen wir zunéchst z € A, fiir das Fiy € EC FCG
und g(r) = f(x) fir g € Fy,, gilt. Fiir 2z € Hz und € > 0 wird die Menge

C:={g € X :|(9(x),2) — ¢2(2)| < €} definiert, die in G liegt. Damit liegt auch

11
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0+#F (2 NC in G. Wir wihlen eine Funktion g aus diesem Durchschnitt. Dann gilt
((f(z) = g7 (), 2)| = [(f(2),2) = (9" (), 2)| = [(9(2), 2) — ¢u(2)]| < €.

Da € beliebig war, ist fiir alle z € Hy (f(z) — g*(z),z) = 0, also f(z) = g*(z).

Sei nun der allgemeine Fall mit z,y € H; gegeben. Dann ist Fy, .y, € £ C G und
fiir g € Fra ) gilt [[9(z) — g(y)|| < vz — yl|. Wir wihlen wieder ein 2z € Hy und sei
€ > 0. Wir wissen, dass

jﬂ% (9(z) —g(y), 2) = {}g% (9(z),2) — glgré (9(y), 2) =

= ¢2(2) — dy(2) = (9" (%), 2) — (9"(y),2) = (¢"(x) — 9" (v), 2).

Definiere

D:={ge X :|(9(x) —g9(y),2) — (9"(z) — g"(v),2)| < e} € G.

Wiéhle eine Funktion g aus dem Durchschnitt D N Fy, ) # (). Dann gilt

(9" (z) — 9" (y), 2)| < e+(g9(z) — 9(y), 2)| < e+g(x) — g |2]] < e+ llz =yl =] -

Fiir e — 0 gilt

I(g"(x) —g"(y), ) < vz =yl Izl = lg" (@) —g" W) < vllz—yl.
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