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1 Einfiihrung

Eine Funktion f : G C C — C heifit holomorph, wenn sie in jedem Punkt komplex differenzierbar ist —
das heif3t, wenn fiir jeden Punkt z € G der Grenzwert

h—0 h

existiert. Holomorphe Funktionen haben eine Reihe starker Eigenschaften, die in der Funktionentheorie
untersucht werden. Clifford-Algebren des Typs Cl(n) stellen Verallgemeinerungen der komplexen Zahlen
dar, in denen nicht nur eine, sondern gleich mehrere imaginére Einheiten definiert sind. Es stellt sich
nun die Frage, ob sich auch fiir Funktionen von Cl(n) nach Cl(n) ein Holomorphie-Begriff finden ldsst,
der #hnlich starke Eigenschaften mit sich bringt, wie der im Komplexen. Ziel dieser Arbeit ist es diesen
zu erarbeiten.

Kapitel 2 gibt dazu eine kurze Einfithrung in Clifford-Algebren, die dem Leser deren algebraische
Struktur nidher bringen und Unterschiede zu den komplexen Zahlen aufzeigen soll und hélt sich dabei
stark an [3]. Kapitel 3 enthélt eine Einfiihrung in Differentialformen, die sich als niitzliches Werkzeug bei
der Definition von Holomorphie in Cl(n) erweisen und es ermoglichen, viele Resultate iiber holomorphe
Funktionen auf besonders einfache Art zu beweisen. Dieses Kapitel basiert hauptséchlich auf [4] und [2].
Schlieflich definieren wir in den letzten beiden Kapiteln 4 und 5, die sich wieder stark an [3] halten den
Begriff der Clifford-Holomorphie und zeigen einige wichtige Eigenschaften Clifford-holomorpher Funk-
tionen. Der Abschnitt iiber die Definition der Clifford-Holomorphie iiber einen Differenzenquotienten ist
[5] entnommen.



2 Clifford-Zahlen

Der Korper der reellen Zahlen R lisst sich bekanntermafien durch Definition der komplexen Einheit
i = v/—1 zu dem algebraisch abgeschlossenen Kérper der komplexen Zahlen C erweitern. Es stellt sich
nun die Frage, was passiert, wenn man statt einer einzigen gleich mehrere komplexe Einheiten i1, i, ..., i,
einfiihrt, die alle die Gleichung zf = —1 erfiillen. Ein solches Zahlensystem lésst sich nicht mehr als Korper
realisieren, sondern nur noch als Algebral.

Wir betrachten nun den R"*!, der von der kanonischen Basis {eg, €1, €2, ..., e, } aufgespannt wird —
also die Menge aller Linearkombinationen der Form Z?:o xr;e; mit x; € R. Unser Ziel ist es, diesen zu
einer Algebra zu erweitern, in der ey das beziiglich der Multiplikation neutrale Element ist und folgende
Beziehungen erfiillt sind:?

eie; = —eje; i#jundi,je{l,...,n} (2.1)
e7=-1 i={l,...,n} (2.2)

Dazu betrachten wir den 2"-dimensionalen reellen Vektorraum Cl(n), der von der Basis (e4)acq1,...,n}

aufgespannt wird. Das heifit
Cl(n) := { Z TACA T A ER},

AeP,

wobei P,, die Potenzmenge von {1,...,n} bezeichnet. Um auf diesem Vektorraum eine Multiplikation zu
erklédren, definieren wir zunéchst fiir zwei Basis-Elemente

#(AﬂB)(_l)p(AvB)

eaep = (—1) CAAB, (2.3)

wobei #M die Méchtigkeit einer Menge M bezeichnet und p(A,B) = > . .p#{i € A 1 i > j} ist,
und setzen diese Abbildung bilinear zu einer Abbildung Cl(n) x Cl(n) — Cl(n) fort. Man iiberpriift
elementar, dass (2.3) assoziativ ist. Insbesondere ist damit auch die Fortsetzung assoziativ, sodass Cl(n)
versehen mit diesem Produkt zu einer Algebra wird.

Definition 2.1 (Clifford Algebra). Cl(n) versehen mit der durch (2.3) definierten Multiplikation heifit
Clifford-Algebra. Die Elemente von Cl(n) heiffen hyperkomplexe oder Clifford-Zahlen.

Da aeq - beg = abeg gilt, konne wir R mittels R =2 Re als Unteralgebra betrachten. Statt ey schreiben
wir deshalb auch 1. Setzt man auflerdem

ei=epy firi=1,...,n und ey 1= ey,

so gelten in Ci(n) die Identitdten (2.1) und (2.2). Weiters ist ep das neutrale Element beziiglich der
Multiplikation. Da fiir ) # A = {i; < ... <ix} C {1,...,n}

€A =€ ...€ (2.4)

gilt, sehen wir auch, dass Cl(n) von den Elementen e, eq, ..., e, erzeugt wird, also die kleinste Algebra
ist, die eg, ..., e enthilt und (2.1) sowie (2.2) erfiillt.

Etwas anschaulicher als durch (2.3) ldsst sich das Produkt zweier Basiselemente ¢4 und ep mit
A={a; < ...<ap}und B = {b; < ... < b} durch Ausniitzen der Assoziativitit mittels (2.4)
und wiederholtem Anwenden der Identitédten (2.1) und (2.2) berechnen. Es ist p(A, B) nédmlich genau
jene Anzahl von Vertauschungen, die nétig sind um (as,...,ax,b1,...,b) aufsteigend anzuordnen, und
#(A N B) die Anzahl der Elemente, die sich wegen (2.2) gegenseitig ausloschen. Fiir A = {2,3} und
B = {1,2,5} erhalten wir so beispielsweise

€EAEB = €2€3€1€2€5 = —E€2€]1€3€E2€5 = €2€]€2€3€65 = —€]1€2€2€3€5 = €]1€3€5,

1Eine Algebra ist ein Vektorraum V, der mit einer Multiplikation versehen ist — also mit einer bilinearen Abbildung
-2 VXV — V, die assoziativ ist, fiir die also gilt - (y-2z) = (x-y) - 2 fiir alle z,y, z € V. Statt -y schreibt man oft nur zy.

2(Allgemeine) Clifford-Algebren kénnen alternativ auch mittels einer quadratischen Form Q(x) auf R™ eingefiihrt werden,
indem das Produkt durch die Bedingung 22 = Q(x) festgelegt wird. In unserem Fall wire die entsprechende Form Q(z) =
—x% - m% —...— 2. Einsetzen von e; ergibt e? = Q(e;) = —1 und Einsetzen von e; +e; in Q liefert die Vertauschungsregel
e;e; = e;ej und motiviert so die geforderten Bedingungen an das Produkt.

Umgekehrt ldsst sich jeder Clifford-Algebra mittels Q(z) = x -  eine entsprechende quadratische Form zuordnen. Fiir
Details siehe [1].



was wegen p(A,B) =3 e o5 #{i€{2,3}:i>j}=2+1+0=3und

eaep = (—1)#ANB) (_1p(AB)e ) p = (=D (=1)%e(135) = €135

genau dem Ergebnis von (2.3) entspricht.

Triviale Beispiele fiir Clifford-Algebren sind die reellen Zahlen R = C1(0) oder die komplexen Zahlen
C = CI(1). Ein weiteres bekanntes Beispiel sind die Quaternionen H = {z¢ + iz1 + jzs + kzs : 2; € R}
mit den komplexen Einheiten i, 7 und k, die folgende Beziehung erfiillen:

i? =5 =k =ijk=—1.

Die Multiplikation ergibt sich auch hier durch formales Ausmultiplizieren und Anwenden dieser Iden-
titdten. Setzt man ¢ = e7, j = ex und k = ejey so kann man H als Clifford-Algebra Cl(2) identifizieren.
Insbesondere lisst sich in diese Clifford-Algebra auch C in natiirlicher Weise einbetten, indem man die
komplexe Zahl zg + ix1 mit dem Element x¢ + iz, von H identifiziert.

Definition 2.2. Die R-lineare Abbildung = : Cl(n) — Cl(n), die durch die Beziehungen
(i) Ty=y7
(i) &=-e i€{l,...,n}

definiert ist, heifit Clifford-Konjugation.

(2.5)

Die Clifford-Konjugation ist eine Moglichkeit die komplexe Konjugation auf Clifford-Zahlen zu ver-
allgemeinern. Sie ist durch die geforderte R-Linearitit zusammen mit den Bedingungen (2.5) fiir alle e4
mit A € P, und damit auch auf ganz Cl(n) wohldefiniert.

Die lineare Hiille span{e4 : |A| = k} bildet den (})-dimensionalen Teilraum C1% von Cl(n). Seine
Elemente werden fiir k& > 1 als k-Vektoren bezeichnet. Sc(x) := xy heifit auch Skalarteil von z =

> Aep, TACA:
Es sei [];; die Projektion von Cl(n) auf Ci¥, das heifit

Dann ldsst sich jedes Element « € Cl(n) schreiben als
x=x]o+ [z]h + [z]2+ ... + [2]n.

Lemma 2.3. Es gilt
w%sz:@nﬂ%ﬂmk:hbfhhfhb+hb+@h—““
k=0

Fiir x € CIF gilt insbesondere
T=ux falls k = 0,3 (mod 4)
T=-—x falls k = 1,2 (mod 4)

Beweis. Da die Abbildung linear ist, reicht es, die Werte der Basis-Vektoren zu betrachten. Fiir diese
gilt:

€4y Cip """ €y, =
= (-1 keikeik 1€ =

( €i1€iCip_y """ Ciyg =

(=D =D e, 6,6, - eiy =

(

k .
_1)2]’:1 Jeileiz Sl

Dabei ist der Exponent 2521 j= @ genau dann gerade, wenn k oder k 4+ 1 Vielfache von 4 sind —

also fiir k = 0,3 (mod4) — und ungerade fiir k = 1,2 (mod 4). Somit folgt die Aussage des Lemmas.
O



Die algebraische Struktur der Menge Clifford-Zahlen ist die einer Algebra, die wesentlich schwécher
ist als die eines Korpers. Abgesehen von den Spezialfillen R und C ist die Multiplikation in Cl(n) nicht
kommutativ, wie man bereits an (2.1) sieht. Es gilt vielmehr das folgende Resultat:

Lemma 2.4. Das Zentrum?® der Algebra Cl(n) besteht fiir gerade n aus den reellen Zahlen R = span{eq}
und fiir ungerade n aus der linearen Hiille von ey und ejes - - - e,.

Beweis. Da die Multiplikation bilinear ist, reicht es, fiir jedes z € Cl(n) die Kommutativitdt mit den
Basis-Elementen zu iiberpriifen, um zu zeigen, dass es im Zentrum liegt. eg kommutiert als neutrales
Element klarerweise mit allen Elementen aus Cl(n). Wegen e;e; = —eje; fur ¢ # j gilt

€1€9 - €y * € = (—1)”7162' s €1€9 - €n (26)

da e; mit n — 1 Faktoren e; # e; vertauscht werden muss. Damit folgt fiir ungerades n, dass ejez--- ey,
mit den Erzeugenden e; kommutiert. Fiir ein beliebiges Basis-Element e4 = e;, - - - ¢;, erhélt man daraus
zusammen mit der Assoziativitdt der Multiplikation die Vertauschbarkeit von e4 mit ejes - - - e,, indem
man jeden Faktor einzeln vertauscht. Wegen der Bilinearitdt der Multiplikation liegt mit ey auch jedes
skalare Vielfache bzw. mit ey und ejes - - e, auch jede Linearkombination von ey und ejes---e, im
Zentrum von Cl(n).

Fiir gerades n folgt aus (2.6), dass ejez - - - €, mit jedem der erzeugenden Elemente ej,j = 1,...,n
antikommutiert, d.h. dass e; - ejea---€, = —ejea--- e, - ¢; gilt. Fiir ein beliebiges Basis-Element e4 =
€, -+ €5, mit 1 < k < n existiert ebenfalls zumindest ein e;, das mit e4 antikommutiert. Man wéhle
einfach j ¢ A falls k ungerade ist und j € A falls k gerade ist, dann folgt wie oben ese; = —ejea.

Ist nun @ = 37 cp Taea mit xa # 0 fiir ein A’ # () falls n gerade ist, bzw. fiir ein ) # A" C
{1,...,n}, falls n ungerade ist, so sei e; so, dass €/ye; = —e;€/y gilt. Wire z ein Element des Zentrums
von Cl(n), so wire

r = —(ejej)xr = —ejxe; = g za(—ej)eae; = E +x 64 —xa€A.
AEP, AEP,\{A'}

Das ist aber ein Widerspruch, denn die Darstellung beziiglich der Basis (e4)acp, ist eindeutig. Also
kann so ein x kein Element des Zentrums von Cl(n) sein, sodass dieses tatséichlich nur aus der linearen
Hiille von eg bzw. ey und ejes - - - e, besteht. O

Neben der fehlenden Kommutativitét zeigt sich die schwiichere algebraische Struktur von Cl(n) auch
darin, dass die Existenz multiplikativer Inverser nicht fiir alle Elemente gegeben ist:

Lemma 2.5. Fiirn > 3 enthdlt Cl(n) Nullteiler, das heiff es gibt x,y € Cl(n) mit x,y # 0 und x-y = 0.

Beweis. Im Fall n > 3 gilt wegen 6%123} =1

(1+eq23)(1 — equa3y) = 1 + eq13) — €q123) — 6%123} =0.

Fiir ein Element « € Cl(n) ist sein Betrag analog zu C definiert als

ol = [ D a4
AeP,

Cl(n) kann damit als euklidischer Raum der Dimension 2" angesehen werden. Es bezeichne [z - y] das
Skalarprodukt auf diesem Raum. Im Gegensatz zu C gilt aber im Allgemeinen nicht |z| = 7.

Lemma 2.6. Mit Sc(x) = [z]o gilt:
(i) Firz,y € Cl(n) gilt die Beziehung
Se(my) = Se(xy) = v -y

und damit insbesondere

|z|? = Sc(Ta) = Sc(x7)

3Das Zentrum einer Algebra besteht aus jenen Elementen, die mit allen anderen Elementen kommutieren.



(i) Fiir sogenannte Paravektoren — das sind Clifford-Zahlen die nur aus Skalarteil und 1-Vektor be-
stehen — gilt sogar die aus C bekannte Identitdt

|z|? = Tz = 2T (2.7)
(iii) Wenn y der Beziehung y3yj = |y|? geniigt, dann gilt
zyl = yz| = [=[|y]
fiir alle x € Cl(n). Insbesondere gilt das, wenn y ein Paravektor ist.

Beweis. Die Menge {tes : A € P,} versehen mit der Clifford-Multiplikation ist eine Gruppe, denn
das Produkt zweier Basiselemente ist wieder ein solches — gegebenenfalls mit negativem Vorzeichen.
Weiters ist die Multiplikation assoziativ, eg das neutrale Element und aus (2.3) folgt mit k = |A| wegen
p(A,A) = Z;:é j= @, dass €4 das inverse Element zu e4 und damit —e4 das inverse Element zu
—e4 ist. Mit Lemma 2.3 ist namlich
en-Tr=(—1)" T ey eq = (—1) T (—1)FANA) (L1)p(44)
_ (71) k(k;—l) k(k—1)

(—DF(=1)" 7 e = (*UWCH)@O = €p.
Also sind alle Gruppenaxiome erfiillt.
Es ist weiters

EANA =

Ty = Z TAYBEAER = Z ( Z iﬂ?AyB> ec =

A,BeP, CeP, \eaep=ztec
= E traypeo + E ( E ixAZ/B) ec,
eaep=zeg C#0 \eaep=zxec

wobei wegen der Gruppeneigenschaft €4 eg = +eg genau fiir A = B und nur mit positivem Vorzeichen
~+eo gilt. Denn ist e4ep = —eg so folgt nach den bisherigen Uberlegungen ep = —e4 — wir summieren
aber nur iiber die positiven Basis-Elemente. Daraus folgt

Sc(zy) = Z zaya = (z,9)
A€EP,

Die Aussage fiir 27 folgt analog — also ist (i) bewiesen.
Um (ii) zu zeigen, sei x = xo + Z?:l x;e; ein Paravektor. Dann ist & = xp — Z?:l x;e; und wegen
eie; = —eje; fiir i # j und €7 = —1 gilt

n n

T — 12 s — 12 2 r(e e o) = |2

Tr = x5 — g zixjee; = xy+ E x; + E zizj(eej +eje;) = ||
ij=1 i=1 i<j

Analog folgt x7 = |z|?.
Fiir (iii) rechnen wir nach:

|2y|* = Sc(ayTy) = Sc(aygz) = Sc(xzly*) = |y|*Sc(az) = |=[*|y|*.
Analog folgt die Gleichheit fir |yz|. O

Auch wenn multiplikative Inverse in Cl(n) nicht fiir alle Elemente existieren, so garantiert Lemma
2.6 deren Existenz zumindest fiir die oben genannten Paravektoren. Fiir diese gilt ndmlich offensichtlich
1 T

=—. 2.8
T 2
Neben den R und C nehmen auch die oben vorgestellten Quaternionen H eine Sonderstellung unter den
Clifford-Algebren ein, denn hier gilt (2.8) fiir alle z € H, wie man leicht nachrechnet. Insbesondere sind
in H also bis auf die Kommutativitit der Multiplikation alle Kérperaxiome erfiillt — die Quaternionen
bilden damit eines der bekanntesten Beispiele fiir einen Schiefkorper.



3 Differentialformen

Ein niitzliches Hilfsmittel bei der Definition von Clifford-Holomorphie sind Differentialformen — insbeson-
dere lassen sich einige der in Abschnitt 5 vorgestellten Eigenschaften holomorpher Funktionen mit ihrer
Hilfe besonders einfach beweisen. Um Differentialformen definieren zu kénnen, bendtigen wir zunéchst
jedoch ein grundlegendes Versténdnis fiir alternierende Abbildungen.

3.1 Alternierende Abbildungen

Es bezeichne S, die Menge aller Permutationen von {1,...,p} — also die Menge aller bijektiven Selbst-
abbildungen dieser Menge. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass sich jede Abbildung o € S, als
Produkt von Transpositionen — also Abbildungen, die nur zwei Elemente der Grundmenge vertauschen
und alle anderen auf sich selbst abbilden — darstellen ldsst. Das Vorzeichen sgn(o) einer Permutati-
on o ist +1 oder —1, je nachdem, ob sie das Produkt einer geraden oder einer ungeraden Anzahl von
Transpositionen ist.

Definition 3.1. Es seien V und W zwei normierte Vektorrdume tber R.

(i) Eine Abbildung f : VP — W heifit p-fach multilinear oder p-linear, wenn sie in jedem Argument
linear ist. Die Menge aller stetigen p-fach multilinearen Abbildungen bezeichnen wir mit L,(V,W).
Fiir p =0 setzen wir Lo(V,W) =W.

(i1) Fine Abbildung f € L,(V,W) heifst alternierend, wenn fir jede Permutation o € S, gilt

ox f(xr,...,2p) = f(Zo(1),- - To(p)) = sgn(o) f(21, ..., Tp). (3.1)
Die Menge aller p-linaren alternierenden Abbildungen von V nach W bezeichnen wir mit A,(V, W).

Klarerweise sind auch L,(V, W) und A,(V, W) Vektorrdume iiber R. Sind V' und W mit einer Norm
versehen, so wird auf L,(V, W) analog zum Raum der linearen Abbildungen L;(V, W) durch

fI = sup | f (21, 2p)llw
[lzillv=1
eine Norm definiert. Es ist, wie man leicht nachpriift, || f|| die kleinste Konstante M, sodass fiir alle
(1,...,2p) € VP gilt
1f (1, mp)llw < Mlfza|[vllzllv - [lzpllv

Genau wie im Fall linearere Abbildungen, ldsst sich zeigen, dass (L,(V, W), ||.||) vollsténdig ist, falls W
es ist.

Ap(V,W) ist ein beziiglich dieser Norm abgeschlossener Teilraum von L, (V,W). Ist ndmlich f €
L,(V,W) Grenzwert einer Folge f,, € A,(V,W), so konvergieren fiir feste x1,...,z, die Funktionswerte

fu(z1,. .., 2p) gegen f(x1,...,x,). Damit folgt aber fiir eine beliebige Permutation o € S,
g % f(ﬂjl, PN .Tp) = f(xa(l), . ,:Eg(p)) = nli)IIéo fn(ﬂjg(l), . ,l‘g(p)) =

= nh_}n;o sgn(o) fu(z1,. .., 2p) = sgn(o) f(z1,..., 2p).

Also ist f alternierend.

Lemma 3.2. Eine Abbildung f € L,(V,W) ist genau dann alternierend, wenn gilt f(x1,...,zp) = 0,
falls die x; linear abhdngig sind.

Beweis. Es sei f alternierend und es seien z1, ..., z, linear unabhéngig, sodass z; = Zje{l PP\ i} YT
fiir ein ¢ € {1,...,p}. Wegen der Multilinearitéit von f gilt dann

p

f(l‘l, e ,.Z‘p) = f(l‘l, e ,xi_l,Zajxj,xi+1, e ,.%‘p) =
et
P
= ZOéjf(Il, e 7xi—1;$j,xi+1, Ce ,J}p).
j=1

G



Somit reicht es zu zeigen, dass f(z1,...,2p) = 0, falls z; = z; fiir zwei Indizes ¢ # j. In diesem Fall sei
7i; jene Transposition, die die Indizes 7 und j vertauscht. Dann folgt

f@r, oo mp) = f(@r )55 Ty ) = —F(1, .0 2p).

Also muss f(z1,...,zp) = 0 gelten.
Gilt umgekehrt f(z1,...,x,) = O fiir linear abhéngige x;, dann betrachten wir zunéchst eine beliebige
Transposition 7;;. Fiir feste € V mit k € {1,...,p}\{¢, j} und variable z;,z; € V setzen wir

@) = f(r, .. miy. . ay, @),
Dann gilt
0= f(o;+aj,zi +x;) =
= fzs, @) + flon,z;) + fxg,2) + fzg,25) = fos,xp) + flag,z).
Also folgt

Tij x f(x1, .. 2p) = flog, ) = — fi, 5) = sgn(7ij) f (w1, .-, 2p).

Also ist (3.1) fiir jede Transposition erfiillt. Fiir beliebige Permutationen o, 7 € S, gilt nun aber
(mo)x f=7m*(oxf), (3.2)
denn mit der Schreibweise &; = x,(;) gilt

’/T*(O’*f)(l’l,...,xp) :a*f(xﬂ(l),...,xﬂ(p)) :U*f(iﬁl,...,i'p) =

F@oys s o) = [(@ro)) s Taop)) = (T0) % f(T1,.. ., 2p)

Mit vollstéindiger Induktion sieht man nun leicht, dass die Gleichheit in (3.1) auch fiir Produkte aus
endlich vielen Transpositionen stimmt. Da aber jede Permutation ¢ € S, als Produkt endlich vieler
Transpositionen dargestellt werden kann, gilt (3.1) fiir alle o € S,,. Also ist f alternierend.

O

Ist der Zielraum W sogar eine Algebra, so wollen wir die Menge aller alternierenden Abbildungen
von V' nach W mit einer Multiplikation versehen. Fiir zwei Funktionen f € L,(V, W) und g € L,(V, W)
betrachten wir dazu zunéichst die Abbildung

fog(xi,...,xpyq) = flz1,...,2p) g(Tpt1, .- Tqt1)-

Analog dazu kénnen wir auch fiir einen beliebigen Vektorraum W, der nicht zwangslaufig eine Algebra
sein muss, und fiir zwei Abbildungen f € L,(V,R) und g € L,(V, W) die Abbildung

fog(@i, .. ,xpiq) = fl1,.. 0 3p) - g(Tptrs .- Tgt1)

definieren. In diesem Fall schreiben wir auch einfach nur fg an Stelle von f e g.

Offensichtlich ist die Funktion f e g ein Element von L, ,(V, W) — allerdings ist sie im Allgemeinen
nicht alternierend, selbst wenn f und ¢ es sind. Um dieses Problem zu beseitigen, definieren wir einen
Antisymmetrisierungs-Operator.

Definition 3.3. Es seien V und W reelle Vektorrdgume. Fir f € L,(V,W) definieren wir
1
Alt(f) == —~ Z sgn(o) o f.
P oES)
Der Operator Alt : f — Alt(f) heifit Antisymmetrisierungs-Operator oder Alternator.
Lemma 3.4. Alt ist eine Projektion von L,(V,W) auf A,(V,W).



Beweis. Fiir o € S, ist f + o x f offensichtlich eine lineare Abbildung von L,(V, W) nach L,(V,W) —
also ist auch Alt als Linearkombination solcher Abbildungen eine lineare Abbildung von L, (V, W) nach
L,(V,W).

Weiters gilt fir 7 € S, wegen (3.2) und wegen sgn(m)sgn(o) = sgn(no)

mx Alt(f = Z sgn(o)m* (o * f) = sgn( ) Z sgn(mwo) (o) = f = sgn(m)Als(f),

o€S, o€S,

denn o — 7o ist eine Bijektion von S, auf sich selbst. Also ist Alt(f) alternierend. Schliefllich gilt fiir
feAy(V,W) wegen sgn(c) o * f = fund |Sp| =p

Al(f) = 3 sen(o)oxf =~ 3 f= .

T o€ES, P! o€Sp

Insbesondere folgt Alt o Alt = Alt mit Alt(L,(V,W)) = A,(V,W). Also ist Alt eine Projektion von
L,(V,W) auf A,(V,W).
O

Ist I C {1,...,p} so kann man auch

Alt;(f) = ﬁ Z sgn(o) o * f

’ o€Sp,1

definieren, wobei S;, ; die Menge jener Permutationen bezeichnet, die nur Indizes aus I vertauschen —
fiir die also gilt O’|{1,_“7p}\[ = id|{17.__,p}\1. Genau wie in Lemma 3.4 sieht man, dass Alt; eine Projektion
auf jenen Teilraum von L,(V, W) ist, der aus allen in den Indizes I alternierenden Funktionen besteht.
Alternierend in den Indizes I heifit dabei genau, dass o x f = sgn(o)f fiir alle 0 € S, 1.

Lemma 3.5. FEs gilt
Alt; o Alt = Alt o Alt; = Alt.

Beweis. Fiir jedes f € L,(V,W) ist Alt(f) als alternierende Funktion sicher auch in den Indizes I
alternierend. Also gilt klarerweise Alt; o Alt = Alt, da ja Alt; genau die Projektion auf den Teilraum
der Funktionen mit dieser Eigenschaft ist.

Umgekehrt gilt

Alt o Alt;(f) = z% > sgn(o) o x Alt; f =

'UGS
#I' Z Z sgn(o)sgn(m) o x (m* f) =
0ES, TESy T
= Z ngn om)(om)x f =
#I 'p' TESp,1 0ES)
é Z Alt(f) = Alt; o Alt(f) = Alt(f),
ﬂES I

wobei die mit * gekennzeichnete Gleichheit wieder deshalb gilt, weil fiir festes m die Abbildung o +— 7o

eine Bijektion von S, auf sich selbst ist.
O

Definition 3.6 (Dachprodukt). Es sei W eine R-Algebra, f € A,(V,W) und g € Ay(V,W) oder W ein
R-Vektorraum, f € Ap(V,R) und g € Ay(V,W). Dann ist ihr Dachprodukt f A g definiert als

(p+q)

fAg Alt(f e g) (3.3)




Der Faktor % ist dabei notwendig, um die Assoziativitit des Dachprodukts zu garantieren. Aus-
geschrieben als Summe hat das Dachprodukt die Form

1
fAg(n,. . 2pg) = il Y sen(0) (@) To) - 9 (To(pra)s -+ To(gt1) (3.4)

" 0€Sptq
Lemma 3.7. Es gilt:

(i) Das Dachprodukt ist eine bilineare Abbildung von A,(V,W)x Aq(V,W) nach Apq(V,W) bzw. von
Ap(V,R) x Ag(V, W) nach Apyq(V,W).

(i) Das Dachprodukt ist assoziativ, d.h. fir f € Ap,(V,R), g € Ag(V,R) und h € A,.(V,W) gilt:

(fAg ANh=[fNA(gNAh).

Ist W eine Algebra, so gilt dies auch fir f € A,(V,W), g € A;(V,W) und h € A.(V,W) oder
feA,(V,R), g€ Ay(V.W) und h € A.(V,W).

Beweis. Da f o g (p + ¢)-linear und Alt eine Projektion von L,y,(V, W) auf den Teilraum der alternie-
renden Abbildungen ist, gilt offensichtlich f A g € A,4,(V,W). Die Bilinearitét folgt ebenfalls sofort aus
der Definition, da e eine bilineare Operation und Alt linear ist. Die Assoziativitit folgt aus Lemma 3.5.
Es gilt ndmlich

(f/\g)/\hZWAlt((f/\g)oh):

N (Z()p++qq_|)—!:!)!Alt ((pp_;_q?)!Alt(f eg)e h> =

|
_ A Ay (Fegeh) =

plg!r!

|
) i egen) =
plg'r!

p+q+r)
= gAlt o Altpii1,.. prqrry(fOgeh) =

plglr!
_(ptg+r) gt
opl(g ) Alt (f q'r!

Alt(g e h)) =fA(gAh).

O

Man beachte, dass f A ¢g auch in dem Fall definiert ist, dass f oder g Elemente von Ay(V,W) =
W bzw. Ag(V,R) = R sind. Das Dachprodukt ist dann nichts anderes als die Multiplikation mit der
entsprechenden Konstanten aus W bzw. R. Sind f und g beide lineare Abbildungen — also Elemente aus
Li(V,W) = A1 (V, W) bzw. L1 (V,R) = A;(V,R) — so gilt

fAg(x1,22) = f(21) - 9(22) — f(22) - 9(21) (3.5)

Fiir alternierende Abbildungen hoheren Grades, wird diese Formel allerdings ziemlich unhandlich. In dem
fiir uns im Folgenden interessanten Fall, dass V' endlich-dimensional ist und sich nach Wahl einer Basis
mit dem R identifizieren lasst, exisitert jedoch eine einfache kanonische Darstellungsweise fiir Elemente
aus A,(V,W). Zunichst zeigen wir:

Lemma 3.8. Ist W eine R-Algebra und sind f1,..., fn € A1(V,W) = L1 (V,W) so gilt

Jino . Afa (xlw'wxn) = Z SgIl(O’) fl(xa(l))"'fn(xa(n)) (36)

oEeS,
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Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion. Fiir n = 2 folgt die Behauptung direkt aus
(3.5). Gilt nun (3.6) fiir ein n € N, so folgt mit der Summendarstellung (3.4) des Dachprodukts

fl/\-~-/\fn+1 (x17~--;zn+1):(fl/\---/\fn)/\fn—i-l (Il,...7l‘n+1):

1
= Z sgn(o)fi Ao A fu (To)s - Tom)) - o1 (To(ng1)) =

T 0ESn1

1
= E Z Z bgn bgn fl(xaﬂ'(l ) fn(xmr n)) fn+1(xa(n+1))

’ o€S,41 TES,
1
= Z Z Sgn Sgn )fl(zofr(l)) o fn( Lom( n)) fn+1( U(n+1)) =

" €S, 0ESnt1

Ist nun aber 7w € S,,, so ist 0 — o7 eine Bijektion von S,, 1 in sich selbst, wobei 7 mit jenem Element von
Spn+1 identifiziert wird, das eingeschrinkt auf {1,...,n} gerade 7 ergibt und n+1 auf sich selbst abbildet.
Insbesondere gilt dann wieder sgn(om) = sgn(m)sgn(o). Somit ist aber die innere Summe unabhéngig
von 7 und mit & = or folgt wegen #5,, = n!

ol Z > sen(6)fi(ws) - farr (Tamar) =

TESy GESn+1

= Z sgn(a) f1(x 0(1) frt1(x a(n+1))-

GESnt1
O]

Betrachtet man die rechte Seite von (3.6), so erkennt man die Determinante jener n x n-Matrix, bei
der in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte das Element f;(z;) steht, womit fir W =R gilt:

f1 VANIRAN fn (1’1, ey (En) = det (fi(xj))i,jZI,...,n . (37)
Sind also insbesondere die f; die Komponenten-Funktionen einer linearen Abbildung f : R™ — R" so
ist fi A... A fn(x1,...,2,) nichts anderes als das n-dimensionale (orientierte) Volumen des von den

Vektoren f(z1),..., f(x,) aufgespannten Parallel-Epipeds.

Es habe nun der Vektorraum V endliche Dimension n, sodass er sich nach Wahl einer Basis mit dem
R"™ identifizieren lasst. Fiir ¢ = 1,...,n bezeichne ¢; den i-ten kanonischen Basisvektor und u; die i-te
kanonische Koordinatenform.

Lemma 3.9. Zu jeder p-linearen alternierenden Abbildung f € A,(R™, W) existieren eindeutige Kon-
stanten ¢y, €W mit 1 <y <... <1, <n, sodass gilt

f = Z cilmipuil VANIRAN ’U,ip. (38)

1<i1<...<ip<n

(4]

Beweis. Bezeichnet z;” die j-te Koordinate des Vektors x;, so gilt fiir jede multilineare Abbildung f €

L,(R™, W)

flxe,...,xp) = Zx[“ flei,za, ..., xp)

11=1

= Z ac[“] [12 f€irs€inyoyp) (3.9)

’Ll ,7,2 1

n

=...= Z m[l“]-~-x£fp]f(ei1,...,eip)

i1yemip=1

Eine multilineare Abbildung ist also eindeutig bestimmt durch die Werte

Cil...ip = f(eil, ey 6ip) (310)
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der Funktion auf den p-Tupeln der Basisvektoren. Umgekehrt lésst sich durch Vorgabe der Werte ¢;, . i,
durch (3.10) und (3.9) eindeutig eine multilineare Abbildung definieren. Eine Funktion f € L,(R™, W)
ist nun genau dann alternierend, wenn fiir jede Permutation o € .S}, gilt

Co(in)..oliy) = f(€a(ir)s s €a(iy)) = sen(o) f(eiy, ... ei,) =sgn(o)ci, i,

Insbesondere ist dann c¢;,..;, = 0, falls zwei der iy,...,i, iibereinstimmen. Wenn man nun all jene
Terme zusammenfasst, die durch eine Permutation von p verschiedenen Zahlen iy, ..., auseinander
hervorgehen, erhélt man

n

flxe,...,xp) = Z aj[fl] -~-x1[fp]f(eil,...,eip) =

1yeeyip=1

ST i | S sgu(o)al M glotn]

1<i1<...<ip<n o€S,

Wegen Lemma 3.6 gilt aber

Uiy A A (T, Tp) = Z sgn(o)zl” ) oglo G,
o€Sy

also folgt
f = Z Ciy..ip Uiy VANAN Uj,,

1<y <...<ip<n

Umgekehrt ist klar, dass nach Vorgabe der ¢;,..;, durch (3.8) eine alternierende Abbildung festgelegt
wird.
O

Aus Lemma 3.9 folgt insbesondere A,(R*¥, W) = {0} f+r p > n, da die rechte Seite von (3.8) dann
die leere Summe ist. Auerdem hat fiir p = n jedes f € A,(R™, W) die Form

f=cui A ANuy

mit ce W.

Hat insbesondere W endliche Dimension m, so lédsst sich A,(R™, W) mit dem R® mit s = (Z) -m
indentifizieren, da es (Z) verschiedene Konstanten c¢;, . ; gibt und jede dieser Konstanten durch m Ko-
ordinaten beschrieben werden kann. Entsprechend ldsst sich dann L,(R™, W) mit dem R?® identifizieren,

wobei s = nPm.

Lip

3.2 Differentialformen im R”

Im Folgenden sei Wein normierter R-Vektorraum von endlicher Dimension m.

Definition 3.10 (Differentialform). Es sei G eine offene Teilmenge des R™. Fine Abbildung
wp: G = A,R", W)

heifit Differentialform vom Grad p (kurz p-Differentialform) mit Werten in W. Die Menge aller solcher
Differentialformen bezeichnen wir mit Q,(G, W).

Fir « € G ist wy(z) also ein Element aus A, (R™, W). Mit wy,(x)[&1, . . ., &p] wollen wir den Wert dieser
Funktion an der Stelle (&1,...,&,) mit § € R™ bezeichnen. Weiters ist w), in dem Spezialfall p = 0 wegen
Ao(R™, W) = W nichts anderes als eine Funktion von R™ nach W.

Definition 3.11 (Dachprodukt von Differentialformen). Es sei G C R™ offen. Weiters seiw, € Q,(G,R)
und wy € Qg(G, W) oder w, € Qp(G, W), wy € Qy(G, W) und W zusitzlich eine Algebra. Dann heifst die
Differentialform wp Awq € Qpiq(G, W), die definiert ist durch

wp A wg(z) 1= wp(x) A wy(z),

Dachprodukt von wy, und wq. Offensichtlich gilt wy, A wy € Qpiq(G, W).

12



Analog lassen sich natiirlich auch die Operationen Alt(w,) und w,  w, usw. durch punktweise Anwe-
dung fiir Differentialformen erkléren.

Die Eigenschaften des Dachprodukts von alternierenden Abbildungen vererben sich natiirlich auf jenes
von Differentialformen — insbesondere ist das Dachprodukt von Differentialformen bilinear und assoziativ.
Weiters erhalten wir aus Lemma 3.8 sofort die folgende kanonische Darstellung einer Differentialform.

Korollar 3.12. Es sei G C R™ offen und es bezeichne dx; die konstante 1-Differentialform, die jedem
x € G, die i-te Koordinatenform u; € L(R™,R) zuordnet. Dann lisst sich jede p-Differentialform w, in
eindeutiger Weise schreiben als

wp(z) = Z Ciy.ip () dxgy Ao Ndg ), (3.11)

1<i1<...<ip<n

wobei die Koeffizienten c;, ., (x) Funktionen von G nach W sind.

Wiahlt man fir W eine Basis und stellt w, in den entsprechenden Koordinaten dar, so haben die
einzelnen Komponentenfunktionen ebenfalls die Gestalt (3.11), wobei aber die Koeffizientenfunktionen
Ciy...ip () Werte in R haben.

Da W als normierter Raum endlicher Dimension vollstédndig ist, sind geméf der zu Beginn von
Abschnitt 3.1 angestellten Uberlegungen sowohl (L,(R™,W),||.||) als auch (A,(R™, W),||.||) ebenfalls
vollstandig. Also ist folgende Definition sinnvoll:

Definition 3.13. FEine Differentialform w, € Q,(G,W) heifit k-mal stetig differenzierbar, wenn sie
als Abbildung von G C R™ in den Banachraum A,(V,W) k-mal stetig differenzierbar im Sinne der
mehrdimensionalen Analysis ist. Die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Differentialformen aus

O, (G, W) bezeichnen wir mit Q](gk)(G, w).

Die Ableitung w;, einer stetig differenzierbaren Differentialform der Form (3.11) — also jene Funk-
tion, die jedem x € G die lineare Abbildung wy,(7)[¢] = a%wp(w) zuweist — hat nun genau die Form
Zl§i1<‘..<ip§n cglmip(m) dxg, A...ANdx;,. Es gilt nimlich?

wplw+h) —wy() = > ¢, (@[] dwi, AL Ada, =
1<ii<...<ip<n

- ¥ (cilmip(x+h) — iy i (x) —cgln_ip(x)[h]) dziy, A ... Nda;, =

1<i1<...<ip<n

= > ollhl)dai, A Adxi, = o(||R]])

1<i1<...<ip<n

und somit wy,(z) = Zlgi1<_“<ip§n Ciy iy (@) dzgy Ao Adzy,. Es ist klarerweise wj, eine Abbildung von

G nach Li(R", A,(R",W)) C Li(R", L,(R™,W)). Jedes w € L1(R", L,(R™, W)) kann nun aber mittels
der Identifikation
W[§07£1, o 75}7] = w(go)[gh e 7§p]

auch als Element von L, (R, W) interpretiert werden, da w natiirlich sowohl in der Variable &, als

auch in den Variablen &;,7 = 1,...,n linear ist. Insbesondere kénnen wir w; damit auch als Abbildung
von G nach Lyi1(R™, W) auffassen:
w;(l‘)[go, 517 cee agp} = w;(fﬂ)[fo] [&17 cee agp}' (312)

Diese Uberlegung funktioniert natiirlich auch, falls wyp keine Differentialform — also keine Abbildung von
G nach A,(R™, W) — sondern nur eine stetig differenzierbare Abbildung von G nach L,(R"™, W) ist.

Als néchstes wollen wir den in der Theorie von Differentialformen fundamentalen Begriff der &ufleren
Ableitung einfiihren. Motiviert wird dieser, durch Satz 3.32 — den Satz von Stokes —, der eine Verallge-
meinerung des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrechnung darstellt.

4Eine Funktion g(h) wird in der Landau-Notation als o(1) bezeichnet, wenn sie fiir h — 0 gegen 0 konvergiert. Ist das
Produkt ko(1) mit einer anderen Funktion k erklirt, so schreibt man einfach o(k). Wegen % = ko,gl) = o(1) gilt fiir eine

Funktion f = o(k) also genau dann, wenn limp_,q % =0.
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Definition 3.14 (dufiere Ableitung). Es sei G C R" offen und w, € Qgg)(G, W) mit k > 1. Dann heifit
die p + 1-Differentialform dw,,, die definiert ist durch

dwp(x) == (p+ 1)Alt(w, (z)) (3.13)
dufSere Ableitung von wy.

Lemma 3.15. Es gilt:

(i) Die duflere Ableitung
d :wp — dwp
ist eine lineare Abbildung und bildet p-Differentialformen der Klasse C* auf p+1-Differentialformen
der Klasse C*~1 ab.

(i1) Fir zwei Differentialformen w, € Q(k (G,R) und wy € Q (G W) erfillt die dufSere Ableitung die
Leibniz-Regel
d(wp ANwq) = (dwp) A wq + (—1)Pwp A (duw,).

Ist W sogar eine Algebra, so gilt dies auch fir w, € Qék)(G, W) und w, € Ql(lk)(G, w)

Beweis. (i) folgt sofort aus der Defintion. Da sowohl die Differentiation als auch Alt lineare Operationen
sind, ist natiirlich auch die duflere Ableitung als deren Hintereinanderausfithrung linear. Da sich beim
Differenzieren die Differentiationsordnung um 1 verringert und Alt diese nicht verdndert, ist oJ]/? k—1-mal
stetig differenzierbar. Weiters ldsst sich wy,(z) geméfl (3.12) als p + 1-lineare Abbildung auffassen und

deren Projektion Alt(w,,) liegt klarerweise in A, 1 (R™, W). Also ist in Summe dw,, € Q](L_ll)(G w).
Um (ii) zu zeigen, bemerken wir zunichst, dass jede bilineare Abbildung B : R™ x R™2 — R™ stetig
differenzierbar ist und die Ableitung im Punkt (z,y) die folgende Form hat:

B'(z,y)[(61,€2)] = B(§1,y) + B(,&). (3.14)

Es gilt ndmlich wegen der Bilinearitéit mit h = (hq, h2)

B(x + hl,y + hz) — B(l’,y) = B(hl,y) + B((E,hg) + B(hl,hQ)
= B(h1,y) + B(x, ha) + o([[[]),

denn wenn R"* x R™2 wie {iblich mit der Produkt- oder der Maximumsnorm versehen ist, gilt
B(hy, ha) < || Bl [[ha][ [lh2]] < |IBI] |IR]]* = o(||Al])-

Betrachtet man nun die Abbildung w, ® wy mit w, € Qék)(G, W) und w, € ng)(G, W), so ldsst sich
diese als Verkettung w, ® wy = f o g der Funktionen

f:{Ap(R",W)qu(R”,W) = Lo ®W)

_{G — AR, W) x A,(R™, W)
(‘va‘Pq) = Pp ® Pq

zo= (wp (@), wq(2))

darstellen. Aus (3.14) folgt f'(vp, vg)[(&p:&q)] = f(&pspq) + flpp, &) und klarerweise gilt ¢'(z) =
(wy (), w(x)). Aus der Kettenregel (f o g)'(x) = f'(g(w)) o ¢'(x) folgt damit
(

(wp 0 )/ (@) = W) (@) @ 0y () + wy (@) @ ()

bzw.

(Wp'Wq)/(x)[fmflwnvgqu] (wp® ) (@) [60] [€15 - - &pra) =
= (wp()[€o] @ wq() + wp(2) @ w(@)[&0]) (€15 -1 Epial =
w (x) ® Wy (7)[€05 €15+ - Eprgl +wp(z) @ w;(x)[é'T(O)?gT(l)? N T

(w .wq+7-* wp.w ))( )[§0a§17~-~a§p+q]a
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wobei 7 € S,1 441 jene Permutation bezeichnet, die die Elemente

(0717"'7p7p+]—>"'7p+Q) zu (13"'7pa07p+1a"-ap+Q)

umordnet. Es ist 7 = 7,1 pTp—2,p—1---T0,1, Wobei 7; ;41 wieder jene Transposition bezeichnet, die nur
die Indizes ¢ und i + 1 vertauscht. Damit folgt wegen der Linearitéit der Ableitung

(wp A wq)/(az)[&), 1y &prgl = <(pqu?)!A1t o (wpe Wq)) (®)[€0, €15+ €pral =

1
= > sen(0)(wp ¢ we) ()60, o r)s -+ Eopra)] =
P 0ESptq
=5 X ) (cp 0 g + 7% (@ #0)) () E0r oty -+ Ertpra)
TESptq
+q)!
= (pp!q?) Albgy, g} © <w;, ewg+7x(wpe W;)) (2)[€0,&15 - - Eptal

Daraus ergibt sich wegen Lemma 3.5 und wegen sgn(7) = (—1)P weiter

dwp Awg) = (p+ g+ 1)Alto (wp Aw,) =
= W Alt o Altgy . pyqy 0 (W), owy +7x (W ewy)) =
_ ot +p‘!1q‘!L D! alto () @ ) + PTOTL! +p(!1qf DAt o (v % (wp o ) =
_ ettt *p‘qu D! Alt o () 0 wg) + (—1yp 22T L *p‘!’q!* D! Al o (wy e )

Fiir den ersten Summanden gilt dabei

|
PHaE Dl
plq!
(p+q+1)!

p
= g Aee ((p + 1Al o (w)e wq)) _
1)!
— WAM o (dwp ° wq) = dwp A wy

o wg) =

Analog sieht man, dass %Alt o (wp ® wy) = wp A dw,. Insgesamt erhilt man also
d(wp A wy) = dwp Awg + (—1)Pw, A dw,.
O

Lemma 3.16. Fir eine stetig differenzierbare 0-Differentialform f, also eine Funktion mit Werten in
W, stimmt die duflere Ableitung mit dem aus der reellen Analysis bekannten totalen Differential iiberein,
d.h. es gilt

df = of -da;.
Insbesondere gilt deshalb fiir eine stetig differenzierbare Funktion f
f(@+h) = f(z) = df[h] + o(||Al])- (3.15)
Beweis. Da jede lineare Abbildung bereits alternierend ist, stimmt Alt auf L; (R™, W) mit der Identitét

iiberein. Also gilt
df = Alto f' = f'.
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Wegen df (z)[e;] = f/(z)[ei] = 3—f( ) gilt dann mit (3.8) und (3.10)

Z (‘33:1 x)dzx;.

Die Gleichung (3.15) ist dann einfach die Definition der Ableitung aus der reellen Analysis.

O

Bezeichnet x; die Einschrinkung der i-ten Koordinatenform auf das betrachtete Gebiet, so ist die
Abbildung z; genau die Abbildung, die jedem Punkt z € G die i-te Koordinatenform zuordnet, das heifit
es gilt d(x;) = dz;. Unsere Notation ist also konsistent.

Weiters gilt die folgende Fundamentaleigenschaft der &ufleren Differentiation:

Lemma 3.17. Es sei w, € Q;(,k) (G, W) mit k > 2. Dann gilt

d(dw,) = 0. (3.16)
Beweis. Aus der Linearitét der Ableitung folgt fiir ¢ € C1(G, Ly41(R™, W))
!/ 1 /
(Alt © ¢) (I)[§O7 517 cee 75;04—1] = (p + 1)' Z sgn(o)qS (LE)[EO7 fo(l)a cee 7§0‘(P+1)} =
: O'ESp+1
1
= (p ¥ 1)] Z Sgn(0)¢l(x)[§0'(0)7 50'(1)7 s )€J(p+1)] = Alt{l,‘..,p#»l}((b/(l‘))[g(% 517 ERR a€p+1]7
7€8p12
o(0)=0

wobei Sp+2 die symmetrische Gruppe der Menge {0,1,...,p + 1} bezeichnet. Wegen Lemma 3.5 gilt
deshalb fiir wy,

d(dwy)(z) = (p+ 2)Alt o dw), =
= (p+2)Alto ((p + 1)Alto (w;))/ =
=(P+2)(p+ DAl o Aty pi1y 0w, =
=(p+2)(p+1)Altow,

wobei wy,(x)” die zweite Ableitung von w, an der Stelle x bezeichnet, die sich mittels (3.12) als Element
von Ly;o(R™, W) auffassen lisst. Es gilt dann also

82
ag,0€, "

Da aber nach dem Satz von Schwarz die Differentiationsreihenfolge vertauscht werden darf, ist w;)’ in den
ersten beiden Indizes symmetrisch. ENS bezeichne nun 79; die Permutation7~die nur diese ersten beiden
Indizes vertauscht. Dann lésst sich Sp,1o disjunkt zerlegen in die Menge S++2 aller Permutationen o

wg(m)[£0a£1,£27“',£p+1] ( )[52,...,§p+1].

mit sgn(o) = 1 und die Menge S o aller Permutationen mit negativem Vorzeichen. Es ist nun aber

(f)ffensmhhch S o =1{0T01:0 € S +2} sodass wegen der Symmetrie von w, in den ersten beiden Indizes
olgt

d(dwy)(x) = (p+2)(p + DAl (w (z)) = 1% > sgu(o)oxwy(z) =

= Z sgn(o)o * w, (z) — sgn(o) o xw, (z) = 0.

SF

€Sy 42
— ]% Z sgn(o)o *w (z) + sgn(o7)(oT) *w;’(z) —
oceSt,
Z 0)o x wy (x) —sgn(o)sgn(r) o * (1 *w,)(x) =
est,
1
ol
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Insbesondere folgt mit diesem Lemma fiir eine p-Differentialform w,,, dass dw, = 0 eine notwendige
Bedingung fiir die Existenz einer p — 1-Differentialform w,_; mit dw,_1 = w,, ist. Der Vollstéandigkeit
halber wollen wir noch den folgenden Satz anfiihren, der zeigt, dass in vielen Féllen dw, = 0 sogar eine
hinreichende Bedingung dafiir ist, jedoch ohne einen Beweis zu liefern. Ein solcher findet sich beispiels-
weise in [2, S. 47 ff.].

Satz 3.18 (Lemma von Poincaré). Es sei G C R" ein sternformiges Gebiet>. Geniigt eine Differential-
form wy, € Q](gn)(G, W) mit n > 1 der Gleichung dw, = 0, so ist sie im Fall p =0 konstant und firp >0
existiert eine Differentialform wy_1 vom Grad p — 1 mit

dwp_1 = wyp.

Bevor wir nun zur Integrationstheorie iibergehen, wollen wir noch — ohne auf die Hintergriinde néher
einzugehen — einen Operator fiir Differentialformen definieren, der bei der Definition holomorpher Funk-
tionen niitzlich sein wird.

Definition 3.19 (Hodge-Sternoperator). Es sei G C R" offen und sei 0 < p < n. Firdz; A...A...Adx;,
mit iy < ... <ip S€Ien ipt1,...,0n 50, dass {ipy1,...,0n} ={1,...,n}\{i1, ... ip} und ipy1 < ... < iy.
Weiters sei o jene Permutation, die (1,...,n) zu (i1,...,i,) umordnet. Dann definieren wir:

(dwiy Ao Ndwy,)™ = sgn(o)dx;,, , A... Ndx;,.
Der Hodge-Stern-Operator ist nun definiert als
* { QGW) = Quy(GW)

Wy W= Zl§i1<...<ip§n @iy iy () (dwgy Ao AL N dg )t 0

wobei wy, = Zl<i1<‘..<ip<n i, ..i, (%) dxy, A AL Adxg, die kanonische Darstellung der Differentialform
aus Korollar 8.12 ist.

Insbesondere gilt .
dz} = (—1)1_1dx1 ANdx;— 1 Ndzipg A ... Ndxy,

denn um {1,...,n}zu {i,1,...,i—1,i+1,...,n} zu permutieren, sind ¢ — 1 Vertauschungen notwendig.
Fiir die entsprechende Permutation gilt also sgn(o) = (—1)*~! . Bildet man nun wieder das Dachprodukt
mit dx;, so erhilt man:

de; Ndx] =dxy N... ANdxy, und dei Ndx; = (=1)""tdxy AL A dyg, (3.17)

da im ersten Fall wieder ¢ — 1 und im zweiten Fall n — ¢ Permutationen notwendig sind, um die dx;
innerhalb des Dachprodukts in aufsteigende Reihenfolge zu bringen. Diese Identitéiten werden wir an
einigen Stellen bené6tigen.

Es bezeichne z = >"1"_| z;¢; € Qo(R™,R™) die Identitéit auf R™. Die &uBere Ableitung dz € Q1 (R™,R")
hat dann die Form dz = E?:l e;dx;. Eine fiir uns bedeutsame Differentialform, ist die Form dx*. Wertet
man sie aus, so erhilt man wegen Lemma 3.6 mit h; = (hi1,. .., hi)T € R?

da*[h, . by =Y eidaf[ha, .o hya] =

= Z(—l)i_lei dri A ...ANdxi—1 N dl‘i—i—l VANPIAN dl‘n[hl, ceey hn—l] =

= Z(—l)i_lei Z Sgn(U)ha(l),l T ha(i—l),i—lha(i+1),i+1 te ho(n—l),n—l =

=1 OESpﬁi
€1 ‘e €n
h171 . hl,n
= det
hni oo hnn

5Ein Gebiet heifit sternfésrmig, wenn es einen Punkt ¢ € G gibt, sodass fiir jedes = € G die Verbindungsstrecke zwischen
z und zo — also tz + (1 — t)zo mit ¢ € [0,1] — in G liegt.
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Dabei ist die Determinante formal nach der ersten Zeile zu entwickeln. Die Differentialform dx* entspricht
damit dem aus der linearen Algebra bekannten Kreuzprodukt im R™:

n—1

>< hi = dl‘*[hl, ceey hn—l]-

i=1
Bildet man nun das Skalarprodukt dieses Vektors mit einem beliebigen Vektor a € R"™, so erhélt man
— wie man durch ausmultiplizieren leicht sieht — die Determinante jener Matrix, in der die e; durch die
Komponenten von a ersetzt wurden:

e
n—1 h'{
a - >< hi = det . . (318)
i=1 :
ha—1
Insbesondere steht dz*[hy, ..., h,—1] deshalb orthogonal auf alle h;, denn die Determinante einer Matrix

mit linear abhingigen Zeilen ist null.

Lemma 3.20 (Lagrange-Identitéit). FEs sei h; € R™ firi=1,...,n—1 und
n—1
i=1

Dann gilt
|h|* = det([hi - Bj])ij=1,..n—1 (3.19)

Beweis. Nach den oben angestellten Uberlegungen gilt:

e h-h]  [h-hi] - [heha
([ B])? = det th det(h, b, ... hn1) = det [hl;h] [hlghl] [hllh"]
hh R Y N R T

Wegen [h; - h] = 0 folgt bei Entwicklung nach der ersten Zeile
[h|* = ([h - h))* = |h|* det([hi - hy)).

3.3 Integration und Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

Eine fundamentale Bedeutung haben Differentialformen, da sie die Definition eines koordinatenun-
abhéngigen Integralbegriffs von Funktionen auf Mannigfaltigkeiten erméglichen. Da die exakte Formu-
lierung dieser Integrationstheorie den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, wird sie hier nur soweit
dargelegt, wie fiir ein grundlegendes Versténdnis erfordlich ist. Einige Resultate werden deshalb ohne
Beweis angefiihrt — zu finden sind diese beispielsweise in [4] oder [6].

Zunichst wollen wir einen sinnvollen Integralbegriff fiir Differentialformen auf dem R"™ definieren. Aus
Lemma 3.11 folgt, dass es im R™ im Wesentlichen nur eine Differentialform vom Grad n gibt, ndmlich

wp(z) = f(x)doey Adxa A ... day,.

Fiir dxy A dxo A ... A dx, schreiben wir in Zukunft auch kurz do. Identifiziert man do mit dem n-
dimensionalen Volumenelement der Lebesgue-Integration, so lédsst sich das Integral einer Differentialform
folgendermaflen definieren:

Definition 3.21. Es sei G C R" offen und w, = fdo € Q,(G,R). Ist f integrierbar im Sinne von
Lebesgue, so ist das Integral von w, definiert als

/G o 1= /G F(@)dr(@),
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wobei N\, das n-dimensionale Lebesuge-Mafl bezeichnet.
Hat w, = fdo Werte in Cl(n), so definieren wir [, w, komponentenweise. Mit f(x) =Y 1ep fa(z)ea

gilt also
/waneA/fA YA (

AeP,

Ist nicht klar, nach welcher Variable integriert werden soll, so schreiben wir Integrationsvariable in
den Index: do,.

Fiir die Integration iiber Mannigfaltigkeiten spielen Koordinatenwechsel eine fundamentale Rolle. Es
ist daher entscheidend zu wissen, wie sich Differentialformen unter solchen Variablenwechseln verhalten.
Definition 3.22 (Riicktransport). Es seien G C R™ und H C R™ offen. Weiters sei p € C*1(H, G)
eine (k + 1)-mal stetig dzﬁerenzzerbare Abbildung von H nach G. Ist w, € Q (G W), dann heifit die
Differentialform p'w, € Qp (H7 W), die definiert ist durch

SDTwp(y)[élv s 7§p] = wp(sp(y))[@/(y)KlL ) 90/(3/)[5;0]]7

Riicktransport von w, unter .

Man sieht leicht, dass (pfw, tatsichlich ein Element aus Q( )(H W) und diese Definition somit sinn-
voll ist. Die Multilinearitéit und Alterniertheit von ¢fw,(y) ergeben sich aus der von w,(¢(y)) und der
Linearitdt von ¢’(y). Die Differenzierbarkeit folgt leicht aus der Kettenregel — insbesondere ist es deshalb
auch notwendig ¢ € C**1(H, G) zu fordern um ¢fw, € C*)(H, W) zu erhalten.

Lemma 3.23. Sind H C R™, H' C R! und G C R" offen und ¢ : H — G sowie v : H — H k + 1-mal
stetig differenzierbar, so gilt fir w, € Q(k)(G, W)
Y (plwy) = (o )y
Beweis. Es gilt nach der Kettenregel
T (eTwp) W)€, -, &) = Plwp (¥ () [¥' (y
= wp(e(¥ ()¢ (¥
= wp(pov(y)](w o) (Wi, (o)) ()&
= (po) wp(®)lér, ..., &)

)1, (y)Ep] =
(Y)Y’ )61, @ (W)Y (y)Ep] =

Offenbar ist die Abbildung ¢ : Q% (G, W) — Q,(k)(H, W) linear. Zudem gilt:

Lemma 3.24. Der Riicktransport von Differentialformen ist vertrdglich mit dem Dachprodukt und der
duferen Ableitung, das heifst fir zwei Differentialformen w, € Ql(;k)(G, W) und wq € ng)(G, W) und eine
Abbildung p € C*TY(H, G) gilt:

¢ (wp A wg) = @ (wp) A gl (wq)
und
¢! (dwp) = d(pTwy).
Beweis. Mit der Darstellung (3.4) des Dachprodukts folgt
o (wp Awg) @)1, - s Epral = wp Awg(W))P' W)Ers -, @' (9)Eptg] =
- > wpleWE Wor)s - & Do) - Wa(LWNE W)eoprrys - & W)éopra)] =

Ig!
P 0ESpiq

Z (P W;D fo‘ 1)y« aga'(p)] . @qu(y)[gﬂ(p—i-l% s 7§U(p+q)] =

. ”esp+q

= (QOTWP A (pthI)(y)[Eh s 7517}'
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Fiir die duflere Ableitung gilt:

1
d(SDTwP(y))[é-ngh s gp] = f:j:l ] Z SD WP 50 (0)» §U(1)7 LR >§J(p)] =
* 1 ’ ’
= 5:1 ! Z )50 ) P (y)ga(l)v e P (y)ga(p)] =

= dwp(</>(y))[</> W)€, ¢’ W)ELs - @' W)&] = o wp(¥)[€0, €1, - .-, &1

Die mit * gekennzeichnete Gleichheit folgt dabei, da nach der Kettenregel gilt

(wp 09)'(y) = W, (W)¥ (1),
sodass vor dem Parameter &, ebenfalls die Ableitungsmatrix von ¢ steht.

O

Wir betrachten nun insbesondere den Spezialfall, dass w,, € Q,(G, W) eine p-Differentialform auf einer
offenen Teilmenge G des R? und ¢ € C**1(H, @) ein C**1-Diffeomorphismus ist — also eine bijektive, in
beide Richtungen £ + 1-mal stetig differenzierbare Funktion von H C RP nach G. Dann ergibt sich aus

wp(z) =clx)dxr A ... ANdz,,
wegen der Vertréglichkeit des Riicktransports mit dem Dachprodukt und der dufleren Ableitung
plup(y) = cle(y) defzr A A dpla, =
= c(e(y)) der A ... ANdepy,

P

denn ¢fz; = z; o ¢ ist genau die i-te Kompontentenfunktion ;. Nun ist aber dp; = i1 ay

Lidy,, also
folgt aus der Linearitidt des Dachprodukts

801
olwp —cogoz o, dyjl/\dgag/\ Adpp) =...=

Jji=1
p
&Pl a(pp *
=coyp Z .. dy; ANdyj, =
Jtremdp=1 0y, 3y] ’
3301 8
=co cee dyo A... A dya —
900; 82/0(1) 8?/0 (p) W @
P
0ps 0ps
=CO<,OZ Po) .. (P(p)sgn(o)dyl/\.../\dyp,

oy ayp

wobei die mit * gekennzeichnet Gleichheit folgt, da das Dachprodukt null ist, wenn zwei der Indizes
O¢s(1) &Pg(p)
o1

Ji iibereinstimmen. Nun ist aber ) . s, sgn(o) genau die Funktionaldeterminante von ¢

und wir erhalten
olw, = c(p(y)) det @' (y) dys A ... A dy,, (3.20)

die klassische aus der Analysis bekannte Transformationsformel. Da es sich bei Integralen von Differen-
tialformen jedoch um orientierte Integrale handelt, fehlt hier der Betrag der Funktionaldeterminante.
Insbesondere gilt also fiir orientierungserhaltende Diffeomorphismen ¢ — also solchen mit positiver Funk-

tionaldeterminante:
/@Twp:/wp. (3.21)
H G

Dieser Zusammenhang wird spéter die Defintion des Integrals auf einer Mannigfaltigkeit motivieren.

Definition 3.25 (Mannigfaltigkeit). (i) Eine Teilmenge M, C R™ heifit p-dimensionale Mannigfal-
tigkeit im R™, wenn es zu jedem Punkt x € M, eine offene Umgebung U von x in M, versehen
mit der Spurtopologie und einen Homdomorphismus ¢ : H — U gibt — das heifit eine bijektive,
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in beide Richtungen stetige Abbildung — , wobei H eine offene Teilmenge des RP ist. ¢ wird in
diesem Fall Einbettung von M, genannt, das Paar (U,v) mit 1 = o= : U — H heifit dann Karte
von M,. Eine Menge A = (U;,;)icr von Karten von M, heif§t Atlas der Mannigfaltigkeit, wenn
Uie[ Ul = Mp 1st.

(i1) Fine p-dimensionale Mannigfaltigkeit M, im R™ zusammen mit einem Atlas A heif§t k-mal stetig
differenzierbar, wenn jede zu 2 gehdrende FEinbettung ¢ : H — U der Mannigfaltigkeit k-mal
stetig differenzierbar als Abbildung von H in den R™ ist und deren Ableitung ' immer mazimalen
Rang hat, d.h. wenn rang ' (x) = p fiir alle x € U gilt. Man spricht dann auch von einer glatten
Mannigfaltigkeit.

(iii) Zu zwei Karten (Up,1) und (Uz,1p2) mit Uy NUs # O ist der zugehirige Kartenwechsel X o
folgendermaflen definiert:

Xlgl

s

wl(UlﬁUQ) —>1/12(U1QU2)
t 2 0 1 (1)

Ist eine Mannigfaltigkeit k-mal stetig differenzierbar, so lisst sich zeigen, dass auch jeder ihrer
Kartenwechsel k-mal stetig differenzierbar ist.

(iv) Eine Teilmenge M, C R™ heifit p-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand im R™, wenn die Karten
statt in den RP in den Halbraum HP = {t € R? : t; > 0} versehen mit der Spurtopologie abbilden,
wenn also die zu einer Karte gehirige Menge H eine relativ offene Menge von HP ist.

Die Menge aller Punkte x, fir die eine Karte (U,v) mit ¢(x) € OHP := {t € HP : t; = 0} ewistiert,
heift dann Rand OM, der Mannigfaltigkeit.

Die Definition von M), ist sinnvoll — man kann sich nadmlich iiberlegen, dass jeder Punkt p € M,
der von einer Karte auf einen Punkt ¢t € OHP abgebildet wird, auch von jeder anderen Karte auf einen
solchen abgebildet wird. Insbesondere ist der Rand einer p-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltig-
keit selbst eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Dimension p — 1. Um ihn zu beschreiben betrachte
man zum Beispiel die Funktion ¢ : RPF~! — 9HP, die (¢2,...,t,) auf (0,ts,...,t,) abbildet. Fiir jede
Einbettung ¢, die Randpunkte beschreibt, ist ¢ o ¢ dann eine Einbettung von M.

Das klassische Beispiel einer Mannigfaltigkeit mit Rand ist eine n-dimensionale abgeschlossene Kugel
im R™ — ihr Rand ist dann genau die Kugeloberfliche. Weiters lisst sich jede offene Menge O des R™ als
n-dimensionale Mannigfaltigkeit auffassen. Um diese zu beschreiben reicht schon eine einzige Einbettung:
die Identitét eingeschrénkt auf O. Es ldsst sich jedoch nicht jede offene Menge zu einer Mannigfaltigkeit
mit Rand erweitern — man denke beispielsweise an zwei Kugeln, deren Rénder sich in genau einem
Punkt beriihren. In diesem Beriihrungspunkt ist es dann sicher nicht moglich OM als n — 1-dimensionale
Mannigfaltigkeit zu beschreiben. AuBerdem ist zu beachten, dass fiir p < n der Rand 9M,, sicher nicht
mit dem topologischen Rand M,\M; von M, im R™ iibereinstimmt, wobei M, den Abschluss und My
das Innere von M, bezeichnet. M, enthélt in diesem Fall ndmlich keine einzige offene Menge, sodass
My = () gilt, und M, somit ganz in seinem topologischen Rand enthalten ist.

Definition 3.26 (Tangentialraum). Es sei M, eine p-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit im
R", x € M, und ¢ : H — U eine Einbettung von M, mit ¢(t) = x. Dann heifit T,M, = ¢'(t)RP =
{¢'(t)y : y € RP} Tangentialraum von M, im Punkt x.

Der Tangentialraum ist wohldefiniert — fiir zwei Einbettungen ¢; und @2 mit ¥; = ¢, ! sind némlich
sowohl der Kartenwechsel X 2 = 12 0¢; als auch der Kartenwechsel X5 1 = 1)1 0 3 stetig differenzierbar,
sodass immer gilt det &7 5 # 0. Also ist A] ,(t1) bijektiv und es folgt mit ¢;(t1) = = = pa(t2)

@1 (t1)RP = (g2 0P 0 1) (t1)RP = (2 0 X12) (11)RP = @5 (X1 2(t1)) X o (t1)RP = i (t2)RP.

Insbesondere wechselt die Funktionaldeterminate eines Kartenwechsels X' wegen det X’ # 0 nicht das
Vorzeichen — es gilt stattdessen immer entweder det X’ > 0 oder det X’ < 0. Also lassen sich die Kar-
tenwechsel in zwei Gruppen einteilen lassen: solche, die Orientierung des Tangentialraums im Sinne der
linearen Algebra #ndern, und solche, die sie erhalten. Ist es nun moglich eine Mannigfaltigkeit so durch
Karten zu beschreiben, dass alle Kartenwechsel, die Orientierung des Tangentialraums erhalten, so spricht
man von einer orientierbaren Mannigfaltigkeit.
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Definition 3.27. FEine differenzierbare Mannigfaltigkeit heiffit orientierbar, wenn es einen Atlas 2 der
Mannigfaltigkeit gibt, sodass fiir alle Kartenwechsel X stets det X' > 0 gilt. Der Atlas 1 heifit dann
ortentiert.

Satz 3.28. Der Rand OM, einer p-dimensionalen orientierbaren Mannigfaltigkeit M, ist ebenfalls ori-
entierbar.

Klarerweise ist in einem Punkt € dM), der Tangentialraum von 7, 0M,, ein Teilraum von T, M,,.
Ist ¢ eine Einbettung mit ¢(t) = = und e; der erste kanonische Basisvektor des RP so gilt sogar
TpM, = ¢'(t)(e1) ® T,OM,, wobei & die direkte Summe bezeichnet. Ist nun ¥ eine Einbettung von 9M,,
mit ¥(s) = z und &o, . . ., &, die kanonische Basis des RP~1, 50 sagen wir, dass OM,, so orientiert ist, dass
die Normale an dM,, nach auflen zeigt, wenn die Basis (¢'(t)(—e1), 9 ()&, ..., (s)€p) von T, M, die
Gleiche Orientierung hat wie die Basis (¢'(t)es, ..., ¢ (t)ep).

Das berithmteste Beispiel einer nicht orientierbaren Mannigfaltigkeit ist das Mobiusband, das ent-
steht, wenn man einen Streifen Papier einmal verdreht und dann zusammenklebt. Setzt man, anschaulich
gesprochen, einen Normalvektor an dessen Rand, der von der Flidche weg zeigt und bewegt ihn entlang
des Randes, bis man wieder an dem urspriinglichen Punkt angekommen ist, so zeigt dieser in die Fliche
hinein. Fiir das Mo6biusband ist es also tatsichlich nicht moglich Begriffe wie ,jinnen“ oder ,auflen®
sinnvoll zu definieren.

Differentialformen, deren Definitionsbereich eine Manngifaltigkeit enthélt, lassen sich nun iiber diese
Mannigfaltigkeiten integrieren. Zunéchst definieren wir dazu:

Definition 3.29 (Integral iiber ein Kartengebiet). Es sei M, eine orientierbare differenzierbare Man-
nigfaltigkeit der Dimension p im R™ und (U,) eine Karte mit o =¢~1 : H C RP — U. Weiters sei w,
eine stetige Differentialform vom Grad p in einem Gebiet M,, C G C R™. Dann ist deren Integral iiber
das Kartengebiet U definiert als

Loni= [ wn= [ artenip@e..../0ler).

Diese Definition ist sinnvoll, da sie unabhéngig von der Wahl der Karte (U, ) ist. Ist ndmlich (U, z/;)
eine andere Karte und X = ¢ o ¢ der entsprechende Kartenwechsel, so folgt wegen (3.21) und Lemma

3.23:
/ @Twp = /~ (‘POX)TWP = / XT‘PTWp = / SDTWP’
H )24 a H

Um nun das Integral iiber eine ganze Mannigfaltigkeit zu definieren, benétigen wir folgenden Satz:

Satz 3.30 (Zerlegung der Eins). Es sei K C R™ kompakt und (U;)icr eine endliche Uberdeckung von K
aus offenen Mengen U; C R™. Dann existieren Funktionen f; : R™ — [0,1] der Klasse C™, sodass gilt:

(i) supp(f;) :={x e R": fi(x) #0} C U; fir allei e I
(i) Y ier filw) <1 fir alle z € R™
(iii) 3 ,cr fi(x) =1 fir alle v € K.

Die Familie (f;)icr heifit dann Zerlegung der Eins.

Definition 3.31 (Integral iiber eine Mannigfaltigkeit). FEs sei M, eine orientierbare differenzierba-
re Mannigfaltigkeit der Dimension p im R™,  ein orientierter Atlas von M, und w, eine stetige p-
Differentialform in einer Umgebung O von M. Weiters existiere eine kompakte Menge K C R", sodass
supp(w,) N M, C K C O ist.

Dann set (71-,2' € I eine endliche Uberdeckung von K, sodass fiir jedes i € I die Menge U; := ﬁz N M,
Definitionsgebiet einer Karte aus 2 ist. Es sei weiters f; eine entsprechende Zerlequng der Eins, sodass
wp(x) = D ,cr filx)wy(x) fiir alle x € K und supp(fiw,) C U; fir alle i € I gilt. Dann ist das Integral

von wy tiber My, definiert als
wy = fiwp-

il
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Auch diese Definition ist unabhingig von den gewihlten Karten — denn fiir eine andere Wahl der
Mengen V; und eine Zerlegung der Eins mit Funktionen g; folgt nach den vorigen Uberlegungen

Jez]/gjwp zz/ g = zz/f ;/ fi.

Als wichtiges Beispiel wollen wir die n — 1- Differentialform dx* iiber eine n — 1- Mannigfaltigkeit
M,,_1 im R™ integrieren. Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, dass die Mannigfaltigkeit durch
eine einzige Einbettung ¢ : H — M,,_; beschrieben wird. Mit dem Riicktransport erhalten wir dann

¥ (t) = Tda*(t) = x* "(t)e "(t)e o = 9 o
[ = [ daro= [ ar e we, ... ¢ endo L(xagﬂdt

n—1
Da in ( X i1 %(t)) das Kreuzprodukt aus allen n — 1 Tangentialvektoren gebildet wird, steht dieses

orthogonal auf den Tangentialraum — es stellt also genau die Normale auf die betrachtet Mannigfaltigkeit
dar. Daher ist dz* das orientierte Oberflichenelement bei der Integration {iber die Mannigfaltigkeit, das
wir in diesem Zusammenhang auch mit

do := <>< Zf( )) doy = (7;21 gz(t)> dti A ... Adty, (3.22)

bezeichnen wollen. Wegen Lemma 3.19 folgt

n—1
Oy Op de , .
i) = 4 . '
éaJ) dtgm@>m@>rhmq et((#' ()¢ (1)
Also entspricht die Integration nach |dz*| bzw. nach |do| := ‘ X 7 11 ngo( )‘ do; tatsichlich der Integration

nach dem aus Analysis bekannten Oberflichenmaf:

/Mn 1\dacl —/ |do| = / )| doy = / \/det T/ (£)) dAn_1(2).

Nun wollen wir konkret das Oberflaichenelement der Einheitskugel betrachten — wobei wir diese der
iibersichtlicheren Notation wegen in den R"*! mit # = (zo,...,7,) statt in den R" einbetten. Wir
betrachten also die Oberfliche OU;(0) C R™*! der Kugel mit Radius 1 um den Ursprung. Diese kann
durch die folgende Einbettung

nla(p

(—mm) x (=5, 5)" ' CR* — R+

costy - --costycosty
costy, - -+ costy sinty
T t1 .
. Ccosty, -+ -sinty
t .
" costy, sint,_1
sint,

beschrieben werden (tatséichlich benétigt man noch eine zweite Einbettung um die Mannigfaltigkeit
vollstéindig zu beschreiben — das soll uns an dieser Stelle aber nicht storen, da der unparametrisierte
Bereich Oberflichenmaf8 Null hat und bei der Integration somit nicht ins Gewicht f&llt). Dafiir kénnen
wir auch kurz

i = €08ty - - CoSt;4qsint; firi=0,...,n
scheiben, wobei wir ¢y = 7 setzen. Daraus ergibt sich fiir ¢ € {0,...,n} und j € {1,...,n}
0 fiir j <1
Oz; " ¢ fir 7 —
= -+ coSty irj==1.
o, costy f j

—costy - --costjiysint;cost;_q---costqqsint; fir j >
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Es folgt nun

Ooxr Oz ox; 2
{%.%}Z<3tj> B

n

=0
Jj—1
= (0082 ty - cos? tit1 sin? t; cos? tjq--- cos? tit1 sin? ti> +
i=0
+ cos? [ cos® t; =
j—1
= (0082 by« - COS> tit1 sin? t; cos? tjq1--- cos? ti1(1 — cos? ti)>—|—
i=0

+ cos? ty - cos? t; =
= — cos? [ AT cos? tiv1 sin® t; cos? tj1-- - cos? tit1 cos? to+
to=m/2
+cos?t,, - --cos?tjq (1 —cos?t;) +cos?ty, ---cos®t; =/
= cos? ty - - cos? tivi-
Insbesondere steht hier im Fall j = n das leere Produkt mit dem Wert 1. Fiir j # k, wobei wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit j < k annehmen, erhalten wir

[atatk} =21, on

j—1

— 2 : . 2 )

= COS“ ty -+ - costysinty ...sintjcost;...cos“t;_18in“t; | —
1=0

—COSQtn-~-costksintk...0052tj =

7—1
= (Z cos?t,, - - - costy sinty . . .sin tjcost;... cos®t;_1(1 — cos? ti)> —
i=0

— cos? t, - costpsinty .. . cos? t; =

= —cosztn--~costksintk...sintj costj...cos2t0 +cosztn-~-costksint;€...(:052tj—

. to:ﬂ‘/2
— cothn c--costgsinty .. .cos? t; =

=0

Somit erhalten wir mit Lemma 3.20 aus (3.22)

|do| = \/det ([gtx . gf}) doy = H(cos tp---costii1) doy = costycos®tz---cos" tt, doy.
¢ P i=1

Um spiter die Ubersichtlichkeit zu bewahren, definieren wir

nflt

Wy (t) := costy cos? tg -+ cos n-

Es gilt dann also |do| = W, (t) doy = Wy () dtr A ... Adt,.
Betrachten wir nun den Ubergang zu Kugelkoordinaten im R™*!, so lisst sich jeder Punkt y € R™**1

darstellen durch
y(r,t) =raz(t) mit t = (t1,...,tn),

wobei z die Einbettung von 0U;(0) ist. Wenn wir zu den Koordinaten (r,t1,...,t,) iibergehen wollen,
benétigen wir die Funktionaldeterminante

8(y07y17"'7yn)

L PR
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Es gilt nun

9y _ T und @ = ra—x
or n ati o 3(‘4.
Wegen [z - ] = 1 folgt auBerdem
ox
-—]=0, 3.23
o 5] (323)
sodass sich fiir J mit h; := g—tT ergibt:
zT 1 0 0
h¥ 0 [h1-hs] - 0
J?=r"det | | |det(z,h,... hy) =72"det | . . , =r2"W2
Rl 0 0 oo [ - hy)
Um nun noch das Vorzeichen von J zu bestimmen, kann man etwa die Werte t; = t; = ... =

t, = 0 wihlen und erhélt dann genau die Einheitsmatrix. Also ist J positiv und wir erhalten mit der
Transformationsformel (3.20)

doy = J(r,t)dog.yy = r"Wy(t) oy = r"Wy(t) dr Adty A ... Adt,. (3.24)

Betrachten wir nun noch 0U,.(0) — also den Rand einer Kugel mit Radius r — so lésst sich diese durch
y(t) = rxz(t) beschreiben. Also folgt % = r%, sodass die Integration nach dy* der Integration nach

do, = (X gf(t)) doy = 1" (X gj(t)) doy = r"x(t)Wy(t)doy = 1™z |doy| (3.25)
i=1 Y% i=1 Yl

entspricht. Denn wegen (3.23) steht 2(t) orthogonal auf alle 2Z (¢) und ist deshalb parallel zu X :.L: . 2z ().

Wegen (3.18) gilt auerdem {x(t) - X ?:1 %(t)} = J(t) > 0 — also zeigen beide Vektoren in dieselbe
Richtung. Aus |z(t)| = 1 folgt damit

" Oz

Insbesondere sei noch darauf hingewiesen, dass x genau die duflere Normale auf OU,.(0) ist, wenn man
die ganze Kugel U,.(0) als Mannigfaltigkeit auffasst — denn «, g—t””l, ceey g—i hat die positive Determinante
J und ist somit gleich orientiert wie der R™, wie es bei der Orientierung des Rands einer Mannigfaltigkeit
verlangt ist.

Zuletzt sei noch ein zentraler Satz der Analysis angefiihrt, der eine Verallgemeinerung des Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung fiir Differentialformen darstellt und zentrales Hilfmittel beim

Beweis einiger Eigenschaften holomorpher Funktionen sein wird:

" Ox
X on

=1

()] z(t) = Wa(t)x(t).

Satz 3.32 (Satz von Stokes). Es sei M,11 eine orientierbare, beschrinkte glatte Mannigfaltighkeit der
Dimension p + 1 mit hinreichend glattem Rand OM,.1, der so orientiert ist, dass die Normale nach
auflen zeigt. Weiters sei w, eine in einer Umgebung von M, definierte Differentialform vom Grad p.

Dann gilt
/ Wy :/ dwyp.
OMpi1 Mpia

4 Holomorphe Funktionen

4.1 Holomorphie in C

Definition 4.1. FEs sei G C C ein Gebiet und f eine Funktion von G nach C. Dann heif§t f im Punkt
z € G komplez differenzierbar, wenn der Grenzwert

) i i TEEN = 1)

h—0 h (41)
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existiert. f'(z) heifit dann komplexe Ableitung von f im Punkt z.
Ist f in jedem Punkt z € G komplex differenzierbar, so heifit f holomorph.

Fiir komplex differenzierbare Funktionen gelten die iiblichen Differentiationsregeln — die Beweise
verlaufen analog zu denen im Reellen.

Wie im Reellen ist komplexe Differenzierbarkeit von f in einem Punkt z dquivalent dazu, dass sich
f durch seine Ableitung approximieren lésst.

Korollar 4.2. Es sei G C C offen. Eine Funktion f : G — C ist genau dann an der Stelle z € G
differenzierbar, wenn es eine komplexe Zahl o gibt mit

f(z+h) = f(z) + ah+o(h). (4.2)
Die Zahl a stimmt in diesem Fall mit f'(z) diberein.

Beweis. Gilt (4.2), so folgt, wenn man diese Gleichung durch h dividiert

flz+h) = f(2)

N =a+o(1)

und fiir h — 0 erhélt man o = f/(z). Ist Umgekehrt f komplex differenzierbar in z, so gilt wegen (4.1)

flz+h) - f(z)

ORI

Multiplizieren mit A und Addieren von f(z) ergibt

fz+h) = f(z) + f'(2)h + o(h)
O
Identifiziert man C mittels z = 44y mit dem R? und schreibt f(z) = u(z)+iv(z) = u(z, y) +iv(z,y)
als stetig differenzierbare Funktion von R? nach R? mit u = Ref und v = Imf, so lisst sich df = f als
Element von von Q4 (G, C) bzw. fiir G = C als Element von ;(R?, C) auffassen und es gilt:
df = du+idv = (ug + ivg)dz + (uy + ivy)dy. (4.3)
Fasst man die Identitdt und die komplexe Konjugation mittels
z=1z+1y Z=x—1y (4.4)
als Abbildung von R? nach C auf, so folgt auBlerdem

dz = dx + idy dz = dx —idy (4.5)

als Elemente von Q4 (R?,C). Daraus ergibt sich

dx = %(dz + dz) dy = %(dz —dz). (4.6)
i
Setzt man zusétzlich
1 . 1 )
0, = 5(835 —10y) Oz = 5(836 +10y), (4.7)

wobei 0, und 9, die partiellen Ableitungen nach x bzw. y bezeichnen, so lasst sich Gleichung (4.3)
umformen zu

1 1
df = E(u@ +ivg)(dz + dz) + Z(uy +ivy)(dz — dz) =

1 ) . . 1 ) . )
= §(uz — Uy + i(vy —ivy))dz + i(uz + duy + (v + ivy))dZ.
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Insgesamt erhélt man also
df = (0,u+1i0,v)dz + (Ozu + i0zv)dz (4.8)
bzw.

df = (0-f)dz + (9= f)dz. (4.9)

Dadurch wird die Abhéngigkeit der komplexen Funktion f von z und Z formal ausgedriickt. Das ermoglicht
es nun, eine zur Holomorphie dquivalente Eigenschaft komplexer Funktionen anzugeben, mit deren Hil-
fe wir diesen Begriff auch auf Cl(n)-wertige Funktionen verallgemeinern werden. Um eine einheitliche
Notation auch fiir diesen Fall zu ermoglichen, fithren wir dazu zunéchst die Bezeichnungen

0 := 20, und 0 := 205
ein.

Satz 4.3 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen). Es sei G C C ein Gebiet. Eine reell stetig
differenzierbare Funktion f : G — C ist genau dann holomorph, wenn sie die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

Of =20zf = uy — vy +i(uy +v;) =0 (4.10)

bzw.

erfillt.

Beweis. Da mit f = u + iv auch u und v reell stetig differenzierbar sind, gilt mit h = hy + iho

u(z + hi,y + he) = u(@,y) = ug(z,y)h1 + uy(z,y)h2 + o(h)
’U(iE + hla Yy + h2) - 'U(.’ﬂ,y) = ’Ux(x7y)h1 + ’Uy(xvy)hQ + O(h‘)

Mit z = x + iy erhélt man durch Multiplizieren der zweiten Gleichung mit 7 und Addieren beider
Gleichungen

P+ ) = F(2) = (0 (2) + 2 (2)) s + (1 (2) + iy () s + o(h)
und wegen hy = 3(h+ h) und hy = 2 (h — h) ergibt sich weiter

flz+h) = f(z) = %(Uz(Z) — iy (2) +i(v2(2) —ivy(2)))h+

+ 1(M(Z) + iy (2) +i(ve(2) + dvy (2)))h + oh)

2
= %(@,u(z) +10.v(2))h + %(Bgu(z) + 0zv(2))h + o(h).
Insgesamt erhélt man also
flz+h) = f(2) = 8.f(2)h + Oz f (2)h + o(h) (4.11)

Erfiillt f nun (4.10), so ergibt sich
fz+h) = f(z) = 0:-f(2)h + o(h),
was wegen Lemma 4.2 dquivalent zur komplexen Differenzierbarkeit von f an der Stelle z mit f'(z) =

0, f(z) ist.
Ist umgekehrt f holomorph, so gibt es wieder wegen Lemma 4.2 zu z € G eine Zahl f'(z) € C mit

f(z+h) = f(z) = f'(z)h + o(h).
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Wegen (4.11) muss aber gelten

F1(2) = 0:(2) + 01 (2) + + (1),

Mit h = |h|(cos(p) + isin(y)) folgt deshalb

F(2) = 0.1(2) + 01 (2) :ZEEZZEQ ;j;ﬁg; +o(1) =

= 0.f(2) + 0zf (2)(cos(y) — isin())* + o(1)
Der rechte Term verschwindet fiir A — 0. Da aber (cos ¢ + isin)? beliebige Werte auf der Einheits-

kreislinie annehmen kann und die Terme f’(z) und 9, f(z) nicht von h abhingen, muss offensichtlich
0zf(z) = 0 gelten — also ist (4.10) erfiillt.

O

Ist eine f eine stetig differenzierbare Funktion von G C R? nach R?, dann hat die reelle Ableitungs-

matrix die Form
/ [ Ux Vg
f ($7y) - (uy Uy) .

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen besagen nun, dass die Funktion f genau dann holo-
morph ist, wenn ihre Ableitungsmatrix die Gestalt

hat — wenn sie sich also mittels der Identifikation
L= Rez —Imz
" \Imz Rez
als komplexe Zahl interpretieren lisst. Das ist aber genau die Definition von komplexer Differenzierbar-

keit.
Eine andere Interpretation des Begriffs der Holomorphie geht von Gleichung (4.11) aus:

f(z+h) = f(2) = 0.f(2)h + 8=f (2)h + o(h).

Wegen 9= f(z) = 0 entfillt die Abhingigkeit von h, sodass holomorphe Funktionen als echte Funktionen
einer komplexen Variable anstatt als komplexwertige Funktion zweier reeller Variablen angesehen werden
konnen.

Wie wir gesehen haben, ist komplexe Differenzierbarkeit bzw. Holomorphie eine deutlich stérkere
Forderung an eine Funktion als reelle Differenzierbarkeit. Im Wesentlichen liegt das daran, dass h in C
nicht nur entlang von Geraden sondern auf beliebige Weise gegen null streben kann. Im Gegenzug ha-
ben holomorphe Funktionen eine Reihe interessanter Eigenschaften, die wir teilweise spéter im Kontext
Clifford-holomorpher Funktionen beweisen werden. So ist eine einmal komplex differenzierbare Funktion
bespielsweise auch gleich unendlich oft komplex differenzierbar. Auflerdem konvergiert die Taylorreihe
jeder holomorphen Funktion, sodass sie sich um jeden Punkt in eine Potenzreihe entwickeln liasst. Ein
weiterer interessanter Aspekt ist, dass die Werte einer holomorphen Funktion im Inneren einer Kreis-
scheibe U,.(w) durch die Funktionswerte an deren Rand vorgegeben sind und sich durch die Cauchysche
Integralformel

1 f

" 2mi U, (w) C — 2

f(2)

dg (4.12)

fiir z € Uy (w) ermitteln lassen. U, (w) ist dabei der positiv orientierte Rand von U,(w), also die Kurve
t s w+ret, t € [0,2n].
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4.2 Holomorphie in Ci(n)

Da die Cliffordalgebra Cl(n) eine Verallgemeinerung von C darstellt, stellt sich die Frage, ob sich auch
der Begriff der Holomorphie auf Funktionen mit Werten in Cl(n) verallgemeinern ldsst — und ob mit ihm
entsprechend starke Eigenschaften verbunden sind wie in C. Im Idealfall lisst sich ein Begriff finden, der
alle drei Zugéinge zur Definition holomorpher Funktionen verallgemeinert: die Existenz des Grenzwerts
eines Differentialquotienten bzw. die Linearisierbarkeit der Funktion, die Erfiillung verallgemeinerter
Cauchy-Riemannscher Differentialgleichungen und die Entwickelbarkeit als Taylorreihe.

Es gilt jedoch das folgende Resultat:

Satz 4.4. FEs seit G ein Gebiet in H und f : G — H eine reell stetig differenzierbare Funktion. Existiert
fiir alle x € G der Grenzwert

()= lim N+ B) = (@),
—0
dann existieren a,b € H, sodass f die Form
fl@)=a+xb
hat.

Beweis. Wihlt man fiir h speziell die Zuwéchse hq, hi1i, hoj und hsk und lisst diese gegen Null gehen,
so folgt wegen it = —i, j7! = —j und k7! = —k

"f=00f =—io\f = —jorf = —k0sf, (4.13)

wobei 0; = 0/0;, i = 0,1,2,3 die jeweilige partielle Ableitung nach den reellen Variablen bezeichnet.
Zerlegen wir f nun in seine Komponentenfunktionen, so lassen sich diese folgendermafien zusammenfas-
sen:

f(@) = folx) +ifi(z) +jfa(x) + kfs(x) = fole) +ifi(z) + j(f2(2) — ifs(x))

Betrachten wir C als Unteralgebra von H und definieren die komplexwertigen Funktionen Fj(x) :=
fo(x) +if1(z) und Fo(x) := fo(x) —ifs(x), so ldsst sich f schreiben als

f(z) = Fi(z) + jF2(z)
und (4.13) geht iiber in

bzw.

OoF1 4 jOo Iy = —i01 Fy + ji01 Fy = —jOxFy + Oz Fh = ji0sFy + i03F;
Da 1 und j linear unabhéngig sind, muss also gelten

80F1 = —i81F1 = 82F2 = iagFQ

‘ , (4.14)
80F2 = 281F2 = 782F1 = ZagFl.

Fasst man diese Gleichungen auf geeignete Weise zusammen, so erhilt man

(80 + i@l)Fl = (82 — i83)F2 =0
((‘30 — i@l)FQ = (82 + iag)Fl =0

Mit z; = zg + 421 und 2o = x5 + ix3 lisst sich das schreiben als

alel :aZQFQZO
aleQ - &ngl - 0

und mit (4.10) folgt daraus, dass F; holomorph von den beiden komplexen Variablen z; und zy abhéingt,
wahrend F, holomorph beziiglich den beiden komplex konjugierten Variablen z; und z, ist. Da holo-
morphe Funktionen aber beliebig oft stetig partiell differenzierbar sind, sind F; und F; beziiglich der
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Variablen zg und z1 bzw. x5 und x3 beliebig oft stetig differenzierbar. Es existieren also alle Ableitungen
der Form 0;, ...90; Fy und 0;, ...0; F» mit 41,...,4, € {0,1} oder iy,...,i, € {2,3}. Aus (4.14) folgt
damit sogar die Existenz gemischter partieller Ableitungen zweiter Ordnung sowie deren Stetigkeit, denn
es ist 8062F1 = 60(780}72) = 783F2, 8063F1 = 60(81F2) = 6081F2 usw. Also sind F1 und F2 zweimal
stetig differenzierbar als Funktionen von G' C R* nach C.

Aus (4.14) folgt auerdem auch

(60 — ’Lal)Fl = —2i81F1 = 282F2 = (82 + 263)F2
(82 - 283)F1 == —2i83F1 = —2181F2 == —(80 + 281)F2

Da nach dem Satz von Schwarz die Differentiationsreihenfolge vertauscht werden kann, gilt damit

(Do — i01)*Fy = (0g — 101) (D9 + i03) Fy = (9g +i03)(0y — i01) Fy = 0
(82 — i63)2F1 = *(82 — 7,63)(60 + i@l)Fg = *((90 + 181)(6'2 — iag)FQ =0.

Zusétzlich verschwinden auch noch die gemischten Ableitungen
(80 — 281)(82 — iag)Fl = —(80 — 281)(80 + i@l)FQ = —(80 + 181)(80 — ial)FQ = 0,

sodass man in Summe
92 Fy =02 F =0.,0.,,F1 =0

erhilt. Das bedeutet aber, dass die ersten Ableitungen von F; konstant sind und F; somit nur linear von
z1 und zo abhéngt. Auf analoge Weise folgt dies auch fiir F5. In Summe treten also alle Verdnderlichen
in f nur linear auf — es gilt also

3
flz)=a+ Zbkxk
k=0

mit a, by, ...,bs € H.
Aus (4.13) ergibt sich zusétzlich

by = —iby = —jby = —kbs

und man erhélt
f(.%‘) =a+ (330 + i1 + jT2 + kl‘g)bo = a + xby.

O

Insbesondere folgt damit, dass die Forderung der Existenz des Grenzwerts des Differnzenquotienten
bzw. die Forderung der Linearisierbarkeit der Form

fle+h) = f(x)+h'f(z)+o(h)

schon in H kein sinnvoller Zugang mehr fiir eine Definition der Holomorphie ist. Denn die einzigen
Funktionen, fiir die so eine Linearisierung moglich ist, sind die, die ohnehin schon linear sind. Ein ent-
sprechendes Resultat gilt natiirlich auch, falls in (4.4) der rechtsseitige Differenzenquotient an Stelle des
linksseitigen verwendet wird.

Um dennoch einen sinnvollen Holomorphie-Begriff auf Cl(n) zu entwickeln, wollen wir versuchen
einen zu den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen analogen Zugang zu wihlen, indem wir die
Unabhéngigkeit des Differentials von der konjugierten Variable fordern. Wir betrachten im Folgenden
Funktionen mit Werten in Cl(n), die in einem Gebiet des R™™! definiert sind. Die Variable z wird
dabei mit dem Paravektor x = g + > ,_, zxex € Cl(n) identifiziert. Da die Multiplikation in Cl(n)
nicht kommutativ ist, gestaltet sich die Herleitung der passenden Darstellung des Differentials etwas
komplizierter als in C. Die reellwertigen Differentialformen dx; vertauschen zwar mit Elementen aus
Cl(n), Clifford-wertige Grofen wie df oder dz jedoch nicht. Insbesondere muss deshalb auch zwischen
links- und rechts-holomorphen Funktionen unterschieden werden. Wir werden jedoch meist nur den Fall

6Im Fall der Quaternionen H = CI(2) lisst sich sogar ein sinnvoller Holomorphiebegriff fiir Funktionen f: G C H — H
definieren. Schreibt man ¢ = e;, 7 = e2 und k = e3, so hat der Operator 0 dann die Form 0 = 9y + 917 + 025 + O3k =
do + Zi:l 0; er. Die Beweise zu den vorgestellten Resultaten verlaufen in diesem Fall analog.
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links-holomorpher Funktionen ndher betrachten, denn die Argumentationen verlaufen im Fall rechts-
holomorpher Funktionen meist analog.

Das Differential einer stetig differenzierbaren Funktion f : G C R**! — Cl(n) ist ein Element aus
01 (G, Cl(n)) und lésst sich wegen Lemma 3.16 darstellen als

df = 0of dxo + Y Opfdwy = dwgOof + | dag Opf. (4.15)

k=1 k=1
Aus
n n
dr = dxg + Z e dxy und dx = dxg — Z e dry
k=1 k=1
ergibt sich durch Multiplikation mit e; von links bzw. rechts

1 1
dxo = i(derdj) sowie dz; = §(ej dz —dze;), j=1,...,n

und daraus folgt

1 - 1
df = O f 5 (dx + dz) + Zakfi(ek dz — dzey) =
k=1

= %(80f+28kfek)di+ %(80fdx—28kfdxek) (4]_6)

k=1 k=1

Alternativ kann man auch von dz; = £ (dZ ¢; — e; dz) ausgehen und erhélt dann

1 1
df = §(dx +dz)oof + ’; §(dff e — ey dv)op f =

:df%(80f+26k8kf)+%(dm@of—kZekdxakf), (4.17)

k=1 k=1

was spéater einer Unterscheidung in rechts- und links-holomorphe Funktionen entsprechen wird. Ver-
gleicht man diese Ausdriicke mit (4.9) — dem entsprechenden Ausdruck in C — so siecht man, dass auch
hier das Differential der komplex-konjugierten Variable dZ isoliert werden konnte und der Vorfaktor ein
Differentialoperator des Typs

5:804—26%%
k=1

ist, der eine Verallgemeinerung des entsprechenden komplexen Operators 0 = 205 darstellt. Dabei muss
natiirlich unterschieden werden, ob der Operator nach links oder nach rechts wirkt:

Of =00f + Y exOnf  baw.  [fO:=00f+ Y Ofex.

k=1 k=1

Im Gegensatz zum komplexen Fall konnten der formal konjugierte Operator

82280—2n:8k6k

k=1

und das Differential der Variable z jedoch nicht isoliert werden, sondern treten nur verschrinkt mit
einander auf. Ein weiteres Problem ist, dass die Variable = im Gegensatz zu der Situation in C der
Gleichung dx = 0 nicht geniigt, was bei der Entwicklung der Funktion in eine Taylorreihe problematisch
ist. Um dennoch einen sinnvollen Holomorphie-Begriff zu entwickeln liegt es darum nahe, die dafiir nicht
geeignete Variable x durch Ausdriicke zu ersetzen, die diese Gleichung erfiillen. Diese Idee fiihrt auf die
so genannten Fueter-Variablen

1
2z = —§(€k$+$€k) = X — ek fuirk=1,...,n. (4.18)
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Diese geniigen nun der Bedingung 0z = 2,0 = 0:

n

Oz = Oo(wr, — x0eR) + Zej 0j(xy — xoer) = —Oozoer, + exOrxy = —ep + e, =0

<.
=

20 = Op(xk — zoek) + 0j(xy — zoer) ej = —Opxoer + Orap e = —ep + e, =0

-

Il
-

J

Die scheinbar willkiirliche Wahl der Variablen z;, wird zu einem spéteren Zeitpunkt legitimiert werden,
wenn wir die Taylorreihen-Entwicklung betrachten. Dann treten diese Terme in natiirlicher Weise auf.
Wegen dxy, = dzy, + dxoey folgt aus (4.15)

df = (f0)dxo + Y (O f)dzk = (f)dzxo + Y dzk(Okf) (4.19)

k=1 k=1

Verlangen wir nun fO = 0 bzw. f = 0 so entspricht das der Approximierbarkeit durch eine Funktion

der Form
n

I(z) = Zakzk bzw. I(z) = Z ZEak (4.20)
k=1

k=1

mit a; € Cl(n). Eine Approximation dieser Art ldsst sich mit Hilfe der Fueter-Variablen sogar als
Differenzenquotient erkliren. Dazu betrachten wir die zp nun als Komponenten des hyperkomplexen
Vektors

z=1(21,22,...,2n),

und bezeichnen die Menge aller solcher Vektoren mit F", das heif3t

F" = {(z1,...,2n) : 2k = T — To€y, Mit xg,1,...,2, € R}.
Betrachten wir das karthesische Produkt

Cl(n) x ... x Cl(n) = Cl(n)" = {(u1,...,uy) : u; € Cl(n)}

und versehen es mit der komponentenweisen Addition und der Multiplikation mit Skalaren aus Cl(n)
von links bzw. rechts, also den Abbildungen

u+v:i=(up +v1,..., U, + Up)
A= (Aug, ..., Aug) bzw. ud = (U1, ..., up ),

so wird es zu einem unitéren, freien Links- bzw. Rechts-Modul” iiber Cl(n) mit der kanonischen Basis
{sp:k=1...,n}, wobei die s; genau jene Elemente der Form (0, ...,0,eg,0,...,0) sind, die nur an der
Stelle k& den Eintrag ey haben.

Trivialerweise ist F™ eine Teilmenge von Cl(n) — da fiir A ¢ R aber nicht gilt, dass Au bzw. u\ wieder
in F™ liegt, bildet sie jedoch keinen Untermodul von Cl(n). Allerdings ist F™ unter der Addition und der
Multiplikation mit reellen Skalaren (sowohl von links als auch von rechts) abgeschlossen und somit ein
R-Vektorraum — und als solcher sogar isomorph zum R™*1. Offensichtlich ist nédmlich die Abbildung

R+ — Fn
L
{ (0, ..y xn)T = (21,...,20)T = (21 — 20€1, .+ ., THy — ToEn)T

"Ein Modul ist eine Verallgemeinung des Konzepts eines Vektorraums, wenn die zugrunde liegende Menge der Skalare
R nicht mehr die Struktur eines Kérpers, sondern nur noch die eines Rings trigt, wenn also die Multiplikation nicht
zwangslaufig kommutativ und die Existenz multiplikativer Inverser nicht garantiert ist. Ein Links-Modul ist dann eine
Menge M versehen mit einer Addition, sodass (M, +) eine abelsche Gruppe ist, und einer Multiplikation mit Skalaren von
links — also einer Abbildung - : R x M — M, die 71 - (r2 - m) = (r1 - r2) - m sowie (r1 +r2) -m = r1 - m + rg - m und
r-(m1+mz) =r-mi+7r-me erfiillt. Gilt zusétzlich 1-m fiir alle m € M, so heifit der Modul unitdr. Der Modul heifit frei,
wenn es eine linear unabhéngige Teilmenge des Moduls gibt, die diesen erzeugt — das heift, dass eine Teilmenge {e;,7 € I}
von M existiert, sodass fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt, dass aus 0 = Eie]ri -e; fir alle ¢ € J r; = 0 folgt, und
sich jedes m € M als Linearkombination der Form ), ; r; - e; darstellen ldsst. Die Menge {e;,% € I} heilt dann Basis von
M. Entsprechend ist ein Rechts-Modul definiert, wobei die Multiplikation mit Skalaren hier von rechts erfolgt.
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bijektiv und es gilt fiir z,y € R**! und A € R
(Az1+y1) — (Azo + yo)er T1 — Toeq Y1 — Yoe1
WAz +y) = : = : + : = Au(z) + 1(y)-
ATy, + yn) — (ATo + yo)en Tn — Toln Yn — Yoln

Also ist ¢ auch linear und somit ein Isomorphismus von R”*! nach F". Somit kénnen wir f nun als
Funktion eines n-dimensionalen, hyperkomplexen an Stelle eines n + 1-dimensionalen rellen Vektors
auffassen, sodass wir fiir die Linearisierung eine links- bzw. rechts-Cl(n)-lineare Abbildung® Cl(n)" —
Cl(n) bzw. F" — Cl(n) statt einer R-linearen Abbildung R"*! — Ci(n) suchen.

Ist eine Funktion [ : Cl(n)™ — Cl(n) links-linear, so folgt wie im Fall von Vektorrdumen aus

l(u) = l(z URSk) = Zukl(sk),
k=1 k=1

dass sie sich in eindeutiger Weise darstellen lasst als
l(u) =uras + ...+ upa,

mit ap € Cl(n). Entsprechend folgt fiir eine rechts-lineare Funktion, dass sie sich eindeutig in der Form
l(u) =aius + ...+ aquy

darstellen ldsst. Insbesondere gilt das natiirlich auch fiir jede links- bzw. rechts-Cl(n)-lineare Abbildung
von F™ nach Ci(n). Wechselt man nun wieder zu der urspriinglichen Darstellung von R*"*! mit o =
To + Y p_q Tk €k, so folgt mit (4.18), dass

n

l(x) = Zak(xk — zoeg) bzw. l(x) = Z(mk — 1z ex)ag
k=1

k=1
haben muss, was genau (4.20) entspricht. Das fiihrt zu folgender Definition:

Definition 4.5 (Clifford-Holomorphie). Es sei G C R"™! ein Gebiet und f : G — Cl(n) reell stetig
differenzierbar. Dann heif§t f rechts-Clifford-holomorph in G, wenn fiir jeden Punkt x € G Clifford-Zahlen
ar(z) € Cl(n) existieren, sodass fir h = ho+ Y ._, hiex mit h — 0 gilt

fle+h)=f(@)+ Y ar(@)(hk — hoex) + o(h)
k=1
bzw. links-Clifford-holomorph, wenn gilt
fl@+h) = f@)+ Y (hr — hoer)ax(z) + o(h). (4.21)

k=1

Wenn keine Verwechslung zu Befiirchten ist, sprechen wir auch nur von Holomorphie bzw. Links-
oder Rechts-Holormorphie. Wir erhalten nun sofort die Gleichwertigkeit dieser Definition zur Erfiillung
verallgemeinerter Cauchy-Riemannscher Differentialgleichungen:

Satz 4.6 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen in Cl(n)). Es sei G C R™"™ und f eine reell
stetig differenzierbare Funktion von G nach Cl(n). Dann ist f genau dann rechts- bzw. links-holomorph,
wenn die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

fo=0 bzw. df =0

erfullt sind.

8Sind M und N zwei Links-Module iiber einem Ring R, so heiit eine Abbildung ! : M — N links-R-linear, wenn fiir
alle A\, u € R und alle m,n € M gilt {(Am + pn) = Xl(m) + pl(n). Dem entsprechend heifit sie rechts-R-linear, wenn M und
N Rechts-Module sind und fiir alle A\, u € R und alle m,n € M gilt [(m\ + nu) = {(m)XA + I(n)p.
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Beweis. Wir beschranken uns hier auf links-holomorphe Funktionen — fiir rechts-holomorphe verlduft der
Beweis analog. Mit Lemma (3.15) und (4.19) gilt

df[h] + o(h) = (0f)(x)ho + Y _ (hx — hoer) Dk f)(x) + o(h).

k=1

fle+h) - f(z)

Ist 0f = 0, so steht die gesuchte Approximation direkt da. Ist umgekehrt f links-holomorph, so muss
ax(x) = O f () gelten, denn fiir hg = 0 sind die hy von einander unabhingige Variablen, deren Koeffizi-
enten eindeutig bestimmt sind. Ein Vergleich mit (4.21) zeigt, dass

0= (9f)ho + o(h)
gelten muss, was aber nur fiir 0f = 0 mdoglich ist. O

Clifford-Holomorphie ldsst sich auch sehr einfach durch Differentialformen charakterisieren:

Satz 4.7. Es sei G C R""! ein Gebiet und f : G — Cl(n) reell stetig differenzierbar. Dann ist f genau
dann links-holomorph, wenn gilt

d(dz* f) = 0,

und genau dann rechts-holomorph, wenn gilt
d(fdz*) =0.

Beweis. Wir zeigen wieder nur die Aussage fiir links-holomorphe Funktionen, der Beweis fiir rechts-
holomorphe Funktionen verlauft analog. Mit do = dxg Adz1 A ... A dx, gilt

d(dz* f) =d(dz* N f) =da* Ndf = i ejdz; A (O f)dxy =
J,k=0

n

= ej(Ocf)dz; Adzj = (=1)" Y e;(0;f)do = (~=1)"(0f)do

J=0 Jj=0

da das Dachprodukt verschwindet, wenn zwei der dz; iibereinstimmen, und wegen (3.17) gilt, dass
dx} A dz; = (—1)"do. Damit gilt d(dz* f) = 0 genau dann, wenn Jf = 0 ist — und das ist nach Satz 4.6
dquivalent dazu, dass f links-holomorph ist. O

5 Eigenschaften holomorpher Funktionen

Mit dem im letzten Abschnitt entwickelten Holomorphiebegriff lassen sich nun tatsichlich viele Eigen-
schaften holomorpher Funktionen in C verallgemeinern. Exemplarisch wollen wir hier einige von ihnen
beweisen, wobei wir diese oft nur fiir links-holomorphe Funktionen zeigen werden. Fiir rechts-holomorphe
Funktionen gelten die entsprechenden Resultate natiirlich auch — die Beweise verlaufen dann analog.

5.1 Der Cauchysche Integralsatz

FEin zentrales Hilfsmittel wird dabei das folgende Resultat sein, das eine einfache Folgerung aus dem Satz
von Stokes darstellt.

Satz 5.1 (Satz von GauB in Cl(n)). Es sei G C R"*! ein Gebiet mit hinreichend glattem Rand 0G, der
so orientiert ist, dass die Flichennormale nach auflen zeigt. Weiters seien f,g € CY(G,Cl(n)). Dann
ist fda*g = f ANdx* A g€ Q,(G,Cl(n)) und es gilt

/ fdrtg = / ((f8)g + /(Bg))do.
oG G
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Beweis. Nach der Produktregel fiir die duflere Ableitung 3.15 (ii) gilt wegen d(dxz*) =0
d(fdz*g) = df Ndx*g+ (—1)" fdx™ A dg.
Auflerdem gilt wieder wegen (3.17) und da dz; Adxy =0 fiir k # j

df Nda* = " 0;fdxj Nepdaj, = 0;f ejdu; N =Y 0;f ejdo = (f0)do

7,k=0 7=0 7=0

und

n

dx* Ndg = Z ejdz; A Ogg dry, = Z erOpgdxy ANdxy = (—1)" Zekakg do = (-1)"dg do.
4,k=0 k=0 k=0

Mit dem Satz von Stokes folgt nun

[ parg - /G d(fdr*g) = /G ((£8)g + f(Bg))do

Aus dem Satz von Gauf} folgt nun sofort:

Satz 5.2 (Integralsatz von Cauchy in Cl(n)). Es sei G C R ein beschrinktes Gebiet mit einem
hinreichend glatten Rand OG, der so orientiert ist, dass die Flichennormale nach auflen zeigt. Weites
seien f,g € CY(G,Cl(n)) und f in G rechts- und g in G links-holomorph. Dann gilt

o fdz*g=0 (5.1)

Eine Art Umkehrung des Integralsatz von Cauchy stellt der Satz von Morera dar, der zeigt, dass die
Giiltigkeit von (5.1) gleichbedeutend zur Holomorphie der jeweiligen Funktion ist:

Satz 5.3 (Satz von Morera in Cl(n)). Es sei G C R"*! ein Gebiet und f € C*(G,Cl(n)). Gilt fir alle

Kugeln U,.(z) C G
[ arsw=o
oU,(x)

so ist f in G links-holomorph.
Beweis. Es sei z ein beliebiger Punkt in G. Dann folgt aus Satz 5.1

— dy* = 0 do,.
0 /aw(x) v 1) /Ur(w) I !

Da Of stetig und daher auf einer kompakten Umgebung von & beschrinkt ist, folgt mit dem Satz von

Lebesgue
1 = 1
0=1lim — 0f(y)do = lim

n+19 5
=0 Ve Ju, () =0 i 0y T TIVA " Of(ry + x)do = O f(x),

wobei V,. das n + 1-dimensionale Volumen einer Kugel mit Radius r bezeichnet. Also folgt mit Satz 4.6,
den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, dass f links-holomorph ist.
O

5.2 Die Cauchysche Integralformel
Als néchstes wollen wir ein zur Integralformel von Cauchy (4.12) analoges Resultat zeigen.
Definition 5.4. Die im R"*1\{0} definierte Funktion

1 T

En(z) = o o

heifit Cauchy-Kern, wobei o, die Oberfliche der Einheitskugel im R™t1 bezeichnet.
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Lemma 5.5. Der Cauchy-Kern ist links- und rechts-holormorph.

Beweis. Es gilt
n 7n+1
T Zez ; —7) Zel o1 0 ((|x| ) ) =
le T | | |

1=0
L a2y |2) -

- 1 B
=0

¥ A 1 n+1 _Lﬂ_

T e R (U U

wobei die mit * gekennzeichnete Gleichheit gilt, da —”TH(|JU\2)_”TH_ und 9;|z|? reelle GroBen sind und
deshalb mit e; und Z kommutieren. Wegen

n n
0% = Zekék =n+1 und Olz|? =2Z$k6k =2
k=0

k=0

folgt
- I 1 n+1 2z

B A | - =0
et~ D T e =

da fiir Paravektoren 2z = |x|? gilt. Also ist E, links-holomorph. Die Rechts-Holomorphie folgt analog.
O

Satz 5.6 (Formel von Borel-Pompeiu in Cl(n)). Es sei G C R™! ein beschrinktes Gebiet mit hinrei-
chend glattem Rand, der so orientiert ist, dass die Flichennormale nach auflen zeigt. Dann gilt fir jedes

fe (@, Cln)

fl@), z€G
| Bty =aidy 1) - [ Ealy - 2@ )day{o, .

Beweis. Sei zuerst x € R"T1\G. Dann ist E, (y — z) rechts-holomoroph in R"*!\{x} - also insbesondere
auch in G. Aus dem Satz von Gaufl und den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt deshalb

En(y —x)dy* f(y) = /G (End)(y — ) f(y) + En(y — 2)(0f)(y)doy, = /G En(y —x)(f)(y)doy

oG

bzw.

/ Eu(y — 2)dy* f(y / Euly — 2)(8f)(y)do, 0.

Ist nun = € G, so betrachten wir zunéichst G ohne der Kugel U.(z), also das Gebiet G, := G\U.(x)
mit dem Rand 0G. = dG U —9U.(z). Das Minus soll dabei andeuten, dass OU,(x) so orientiert ist, dass
die Normale ins Innere von U.(z) — also ins AuBere von G. — zeigt. Wir wenden nun wieder den Satz
von Gaufl an und erhalten, da F,,(z) in G¢ rechts-holomorph ist,

Eo(y — 2)dy" f(y) /BU()E< )y f(y / Eo(y — 2)(8f)(y)do,.

oG

Fiir das zweite Integral erhalten wir nach (3.25) mit § = é:;

oU.(z) [y — " [y — =

. 1 —x —x " 1 -
[ omw-adiiw = [ U pg)etdog = - [ (o ep)ldo.
AU (z) On Jo On Jou,(0)
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Nun folgt aber aufgrund der Stetigkeit von f

. 1 ~ _ i O+ xTr) = T
llm/E)Ul(O)f(x+€y)|d0ﬂ|—o /BUI(O) (dog|f(z) = f(a).

e—0 0oy n

Das Gebietsintegral iiber G. konvergiert fiir ¢ — 0 gegen das Gebietsintegral iiber G, obwohl E,,(y — x)
dann singulér ist. In Kugelkoordinaten mit y — x = r¢ mit ||¢|| = 1 gilt némlich wegen (3.24)
1t

Enly—2) =75 and - doy =" Wa(t)dog,,
n

sodass sich die Singularidt weghebt und das Integral konvergiert:

lim . En(y — 2)(9)(y)doy = lim . En(y)(0f)(y + x)doy =
_ 1 ¢t -
= lim E,(rt)(0f)(rt + 2)r" Wy (t)do (s = lim ——(0f)(rt + 2)r" Wy (t)do(.¢) =
=0 )G ’ =0 Jg. gz On rn ’
t = t =
= lim —(Of)(rt + )Wy (t)do(r4) = / —(Of)(rt + )Wy (t)do ().
e—0 G.—z On G-z On

O

Aus der Formel von Borel-Pompeiu folgt nun sofort die Verallgemeinerung der Cauchyschen Integral-
formel:

Satz 5.7 (Integralformel von Cauchy in Cl(n)). Es sei G C R" ! ein beschrinktes Gebiet mit hinreichend
glattem Rand und nach aufen orientierter Normale. Ist f € CY(G,Cl(n)) links-holomorph, so gilt

flz), z€G

. 5.2
0, r € RVI\G (5:2)

E,(y —x)dy” f(y) = {

oG

Mit Hilfe der Integralformel von Cauchy lédsst sich nun zeigen, dass jede holomorphe Funktion un-
endlich oft differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen selbst wieder holomorph sind. Zunéchst ist
aber noch ein wenig Vorarbeit nétig.

Definition 5.8. Mit dem Multiindex k = (ko, ..., kn) € Nij definieren wir den partiellen Ableitungsope-
rator

vk = gfeok .. ok,

Ist nicht offensichitlich, nach welcher Variable differenziert werden soll, so schreiben wir die entsprechende
Variable in den Index: V*.

Definition 5.9. Die Funktionen Qy(x) seien definiert als
()
k!
Dabei gilt k! = kq!---k,!. Insbesondere ist

Or(x) = VEo, By (z) = (—1)/kIvk

T
Wir werden im Folgenden vor allem mit Multiindizes arbeiten, bei denen ky = 0 ist, sodass nur nach
Z1,..., %, differnziert wird. Betrachtet man insbesondere den Fall n = 1 mit CI(1) = C, dann ist Qk(z)

einfach die k + 1-te negative Potenz von z multiplizert mit dem Vorfaktor i*. In diesem Fall gilt ndmlich
k = (0,k) also V* = 0¥ und

f(z) = lim ——— " = 0, f(2).

Wegen Qg (z) = 1, folgt damit




Definition 5.10. FEine Funktion f : R™ — R™ heifst homogen vom Grad k € Z, wenn fir alle A € R
gilt:
Fx) = N f(2).

Insbesondere ist ein Polynom p : R"*! — R™ genau dann homogen vom Grad k, wenn es eine
Linearkombination von Monomen vom Grad k ist, wenn also gilt:

plz) =Y arag---akr
|k|=k
mit ap € R™.

Lemma 5.11. Fine stetig differenzierbare Funktion f : R™ — R™ ist genau dann homogen vom Grad
k, wenn gqilt:

> wif(a) = (@) = k(). (5.3)
k=1 v

Beweis. Ist f homogen vom Grad 0 — also konstant — so ist (5.3) trivialerweise erfiillt. Ist f homogen
vom Grad k # 0, so betrachten wir fiir festes z € R” die Abbildung A — f(Az) mit A € R. Aus

FOa) = A f(z)

folgt durch Differenzieren nach A
f'Ox)z = kN1 f ().

Einsetzen von A = 1 liefert dann genau (5.3).
Gilt umgekehrt (5.3), so betrachten wir fiir festes « die Abbildung g : A — 5% f(Az). Im Fall k # 0
erhalten wir

d k 1 1
590\) = —Wf(kw) + ﬁf’(kw)w = T

')\ + %f/()\x)x =0
bzw. im Fall k =0 )
g\ = f'(Az)z = Xf’()\x))\x =0.
Also ist die Abbildung g()\) konstant und es gilt g(\) = g(1) = f(x). Die Multiplikation mit \* ergibt
FOa) = Mg(x) = A" f(z).
O

Lemma 5.12. FEs sei f: R™ — R™ zweimal stetig differenzierbar und homogen vom Grad k € Z. Dann
sind die partiellen Ableitungen von f homogen vom Grad k — 1.

Beweis. Fasst man die Abbildung g : x — f/(z)x als Verkettung g = g5 o g1 der Funktionen

[ R* o RMXnxRe . f R Re o Rm
9 x = (f(x),x) e g2 (A, x) —  Ax

auf, so folgt wie im Beweis von Lemma 3.15, da go bilinear ist, aus (3.14) und der Kettenregel

0 0 0
st @)= (5t ) @+ £ ) g

Da wir nach dem Satz von Schwarz die Reihenfolge der Differentiation vertauschen koénnen, folgt mit
Lemma 5.11

0 0 0 0
G hf@) = 1) 5 = (e f') @+ £ )5

_ <aiif)/(as)x+f'(x)e¢ - <aiif>/(ar)r+ aiif(x)’
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wobei e; den i-ten kanonischen Basis-Vektor bezeichnet. Also erhalten wir

k- (pr@) = (1)

sodass nach B%i f Lemma 5.11 homogen vom Grad k — 1 ist.

Lemma 5.13. Es ngt
T
Qk(x) qk( )

- |m|n+2\k\+1

mit einem homogenen Polynom qx vom Grad |k |+1, das nur Werte in R"*! — also in den Paravektoren
— annimmt. qg hat also die Form

E aprl b gln (5.4)
1| =k|+1

mit a; € R, Weiters existieren Konstanten Ch i, sodass

Cn,k:
|x‘n+|k|'

|Qk ()] < (5.5)

Beweis. Wir verwenden vollstdndige Induktion nach |k|. Fiir k = 0 stimmt das Lemma wegen Qg (z) =

0nEn(x). Um von |k| auf |k |+ 1 zu schlieen, muss Qp einmal partiell differenziert werden:

n+2|k|—1
2

(D ()| F2R 1T — gy () PH2IRIEL (1)) 2,

0,9k (z) = =

|| (n+2lk]+1)2

_|xPOigr(x) — (n+ |k| + Dazige
= |2 (R T+ D+

Der linke Ausdruck im Zahler |x|20;qx(z) ist nun aber entweder null oder ein homogenes Polynom vom
Grad |k |+ 2. Differenziert man nédmlich g, nach x; so fallen die einzelnen Summanden in (5.4) entweder
weg, oder ihr Grad erniedrigt sich um 1, sodass man ein homogenes Polynom vom Grad |k| erhilt.
Multipliziert man dieses nun mit |z|?> = Y";'_, 27 so haben alle auftretenden Terme klarerweise Grad
|k| 4+ 2. Auch der rechte Ausdruck im Zahler ist ein homogenes Polynom vom gesuchten Grad, denn
Multiplizieren mit x; erhéht den Grad aller Summanden in (5.4) um 1. Damit ist aber auch die Summe
dieser beiden Ausdriicke ein solches homogenes Polynom vom Grad |k | + 2.

Es ist auch klar, dass der Wert des Zihlers weiterhin ein Parvektor ist, da die Differentiation die
Koeffizienten a; in (5.4) nicht veréndert und eine Multiplikation mit reellen Zahlen Paravektoren wieder
in solche tiberfiihrt — also hat Qg (x) die gesuchte Form.

Schlielich kann ein homogenes Polynom ¢ vom Grad |k |+ 1 durch

\qr| < Cpge]|IFIH1

mit einer geeigneten Konstante C),  abgeschétzt werden, was zu der gesuchten Abschétzung (5.5) fiithrt.
O

Satz 5.14 (Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen in Cl(n)). Es sei f links-holomorph in der Kugel
Ugr(xo). Dann ist f dort unendlich oft reell stetig differenzierbar und fiir p mit 0 < p < R gilt: fiir alle
x mit |z — xo| < p ist

k!

On

VHf () / Quly — 2)dy" F(4). (5.6)
U, (xo)

Ist ferner |f(x)| < M fiir |x — xo| = p, so gilt

MCh g k!

|ka(l‘0)| < ,0“"‘
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Beweis. Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

On

* _ i —r *
f(x) = /8 oy Enly =) 1) = /a oy Qoly =y )

Wir {iberlegen zuniichst, dass sich fiir fiir jeden Multiindex k das Integral und V¥ vertauschen lassen.
Mit k = |k| ist
Vi(Qo(y — ) = (=1)*(V*Qo)(y — 2)
wegen Lemma 5.13 auf R" ™1\ {z} stetig in y, wobei wegen |z — xg| < p sicher z ¢ OU,(x) gilt. Insbe-
sondere ist also V¥Qq(y — ) als stetige Funktion in y auf OU,(z¢) beschriinkt. Also ist fiir alle k das
Parameterintegral

f(z) = / VH(Qoly — ))dy* (1)
oU,(x0)

differenzierbar mit

0 0
fo) = | VE(Qoly — ))dy" f(y). (57)
8.’L‘i AU, (x0) 8331
Mittels Induktion nach k = |k| erhiilt man nun sofort die Vertauschbarkeit des Integrals mit VX, Fiir
k =1 ist diese genau (5.7) mit k = 0. Ist die Vertauschbarkeit auflerdem fiir k¥ — 1 gegeben, so folgt

0 )
Ve[ Qaly =)y f) = 5VEE [ Quly - a)dy’ ) =
U, (w0) T U, (o)

0
= VE=%(Qo(y — x))dy* =
9o Loy o, T @0ty =)

- / 0 Gh—es(Q(y — ))dy* f(y) = / VE(Qoly — 2))dy* £ (),

U, (x0) ox; AU, (xo)

wobei €; den Vektor (0,...,1,...,0) mit dem Eintrag 1 an der i-ten Stelle bezeichnet und i so gew#hlt
ist, dass k; # 0.
Damit erhalten wir

V@) = o [ VRl o) () =
On JoU,(xo)
= [ CDMITEQ) - ady S () =
On JoU,(x0)
k!
=— Qi (y — z)dy" f(y).
Tn Jou, (o)

Um noch die Abschitzung zu zeigen, nimmt man in (5.6) auf beiden Seiten den Betrag und zieht
ihn rechts in das Integral und weiter in das Produkt hinein, was méglich ist, da Qg (y — =) und dy* nur
Werte in R"*! annehmen. Dann erhilt man mit (5.5)

MC, k!

k! .
Ve o) < - [ o 1esl =l ) < 2

On

Insbesondere folgt damit:

Korollar 5.15. Eine in einem Gebiet G C R™! links-holomorphe Funktion ist beliebig oft reell stetig
differenzierbar und alle ihre partiellen Ableitungen sind selbst wieder links-holomorph.

Beweis. Da G offen ist, existiert zu jedem Punkt 2 € G eine e-Umgebung U, () C G auf der f holomorph
ist — also konnen wir Satz 5.14 anwenden und erhalten, dass f in dieser Umgebung und insbesondere im
Punkt = unendlich oft differenzierbar ist. Da dann aber nach dem Satz von Schwarz die Reihenfolge der
partiellen Ableitung vertausch werden darf, gilt OV* f(x) = V*0f(x) = 0 — also ist jede Ableitung von
f wieder links-holomorph.

O
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Auflerdem zeigt sich, dass die Giiltigkeit der Cauchyschen Integralformel fiir eine Funktion nicht nur
eine Konsequenz ihrer Holomorphie, sondern sogar eine gleichwertig Eigenschaft ist.

Korollar 5.16. Es sei G C R"*! ein Gebiet. Dann ist eine stetige Funktion f : G — Cl(n) genau dann
links-holomorph, wenn lokal die Cauchysche Integralformel gilt.

Beweis. Ist f holomorph, so gilt natiirlich natiirlich die Cauchysche Integralformel. Gilt umgekehrt die
Cauchysche Integralformel lokal, so konnen Integral und Differentiation vertauscht werden und die Ho-

lomorphie von f folgt aus der von Q.
O

5.3 Taylor-Entwicklung

Als letztes Resultat wollen wir nun noch zeigen, dass sich jede in Cl(n) holomorphe Funktion wie in C
in eine konvergente Taylorreihe entwickeln liasst. Dazu bené6tigen wir jedoch noch zwei spezielle Typen
von Polynomen.

Definition 5.17 (Fueter-Polynome). Zu einem Multiindex k = (ki, ke, ..., k,) € Ny definieren wir eine
Indezfolge ji, = (ji)i=1,...k mit k = |k| so, dass die ersten k1 Indizes gleich 1, die ndchsten ko gleich 2
usw. und schliefilich die letzten k,, Indizes gleich n sind. Die Indexfolge ji hat also die Form

Je=(1,1,...,1,2,2....,2/...,n,n,...,n).
—_——— —— ——
kimal komal k, mal

Weiters definieren wir fir jede Permutation o € Sy,

k._ . ) .
OK* 27 1= 25,1y %oy Rhor)

Fiir k € Z" ist das Fueter-Polynom Py dann definiert als Pr(x) = 0, falls k einen negativen Index
enthdlt, als Po(x) =1 fir k = 0 und sonst als

= % Z ox2® = % Z 2oy %o - - - o) - (5.8)
oESk oESk
Die z; sind dabei die in (4.18) eingefiihrten Fueter-Variablen mit z;(x) = z; — xoe;.
Ist o die Identitéit auf {1,...,k}, so gilt aufgrund der Beschaffenheit der Indexfolge j1,...jn
k_ _k _ _ki_ko ko

oxzw =20 =2 2y 2y

Man beachte allerdings, dass fiir beliebige Permutationen diese Gleichheit nicht gilt, da die z; im Allge-
meinen nicht kommutieren.

Man sieht sofort, dass fiir alle Multiindizes k € Nj das Fueter-Polynom P homogen vom Grad
k = |k| ist, denn es gilt z;(Ax) = Azj(z) und deshalb

1
Pr(Ax) = Z AZj, 1y A2 (2) -+ - A2 (k) = )\ky Z 2oty B+ * Plaey = )kak(x).
. o€Sk ' o€Sk

Lemma 5.18. Mit den Bezeichnungen €; = (0,...,0,1,0,...,0) € N mit der 1 an der i-ten Stelle und
k= |k| gilt:

(i) Die Fueter-Polynome erfiillen die Rekursionsformel

kP (x Z ki Pro—es Z kiziPr—e, ( (5.9)

Damit gilt auch

Z kiPr—e, ( Z kieiPr—_e, ( (5.10)
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(i) Fir die partiellen Ableitungen 0; miti=1,....n gilt

0jPr(x) = kjPr—e,; (x). (5.11)
(iii) Es gilt
(90Pk Z k; 6]'Pk, 5] Z eja Pk (5.12)
und .
3o Pr(z Z kiPa—e,(@)e; = — > 0;Pre;. (5.13)

Also ist Py links- und rechts—holomorph, denn aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich
57%(37) = Pk(x)é =0

Beweis. Zuniichst wollen wir (5.9) zeigen. Ist k = 0 oder eines der k; negativ, so ist die Gleichheit trivial.
Es gelte also k; > 0 fiir i = 1,...,n. In jedem Summanden von Py steht eines der z; als letzter Faktor.
Sortieren wir die Summe nach diesem letzten Faktor, so erhalten wir

kpk( — 1 | Z Zjory " Rhoy —

€Sy

1 n
T (k-1 2 X D GewFew o Feen | F
i1

re{l,....k} o€Sk
Jr=1i o(k)=r

Fiir alle ¢ mit k; = 0 steht in den Klammern die leere Summe, sodass wir diese durch Pg_c,(z) = 0
ersetzen konnen. Fiir alle anderen 4 hat die innerste Summe genau die Gestalt (5.8), wobei aber z; einmal
weniger vorkommt. Da es k; Indizes r mit j,. = ¢ gibt, folgt dann

1
(k — 1)! Z Z Zjo(1)%o(2) ** Flo(k—1) — Z Pk—sz( ) = kiPr— 57,( )-

Also erhalten wir insgesamt

n 1 n
kP (x) = Z (k—1)! Z Z Zjo1)Fie(2) " Rlok—1) | #1 = Z kiPr—e;(2)z;
k=1

i=1

Die Gleichheit
kPr(z Z kiziPr—e, (

erhalten wir véllig analog, indem wir nach dem ersten Faktor sortieren. Um (5.10) zu zeigen, setzen wir
z; = x; — xpe; in (5.9) ein. Daraus ergibt sich

i kiPr—e, (x)(x; — xoe;) Z kiPr—e,( Z kiziPr—e,(x) = Z ki(x; — zoe;)Pr—e,; ().
i=1

Da die z; als reelle Zahlen mit den Py, () kommutieren, kann man auf beiden Seiten > | k;Pr—e, (z)x;
subtrahieren und den Faktor —zg kiirzen und erhilt so die gesuchte Gleichung (5.10).
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(ii) zeigen wir durch vollstindige Induktion nach k. Enthilt & einen negativen Index, so ist die
Gleichung trivialerweise erfiillt. Fiir £ = 0 enthélt k — ; eine negative Komponente. Also gilt (5.11), da
0jPo = 0 und Pg_; = 0. Um von k — 1 nach k zu schlielen, rechnen wir

k0, P (x Zka Pr—e, (2)2i) =

= Z k - z] Pk sz—sJ )Zi + Z kiPr—e, (‘r)ajzl =
=1
= Z - 'Lj k i Pro— €j —61( )Zl + kjpk—sj (33) =

= (k- DkjPr—e; (1) + kjPr—e; () = kkjPr—c; (),
wobei die mit * gekennzeichneten Gleichheiten aus der Rekursionsformel (5.9) folgen. Kiirzen wir nun
durch k, so erhalten wir (5.11).
Auch (iii) wird durch vollsténdige Induktion nach k gezeigt. Fiir & = 0 ist dyPo(x) = Po(x)dg = 0,

also sind die Gleichungen trivialerweise erfiillt, da Po_e, (z) = 0. Mit der Rekursionformel (5.9) und der
Induktionsvoraussetzung gilt wieder

ko (z)Pr, = Z ki(OoPr—c, ()2 + Y _ kiProe, (2)0(2:) =

i=1

- sz - ZJ ejpk e;—ej )Zl — ;kﬂ?k_ej (x)el —

7,1]1

= - Z k; 5§ €5 Z - 1] Pk: sj—el )Z’L - Z kipk—sj (x)el =
Z (k-1 ijejpk_EJ Zk €iPr—e;(z) = —kZelk Pr—e(
j=1

wobei die mit * gekennzeichnete Gleichheit wieder aus (5.9) und die mit ** gekennzeichnete aus (5.9)
und (5.10) folgt. SchlieBlich folgt mit (5.11) die zu beweisende Gleichung (5.12)

9o Pr(x Z eikiPr—e, Z €i0;Pr(x

Sofort folgt damit aus (5.10) auch (5.13)

8077k Z ezk‘ Pk 51, Z k‘ 'Pk sl Z@ Pk

O
Korollar 5.19. Flir zwei Multiindizes § = (J1,...,jn) € N und k = (k1,...,k,) € Z" gilt
; k!
VO P, (z) = ka_j (), (5.14)
wobei wir (k'fi;), = 0 setzen, falls j; > k; fir ein i € {1,...,n}. Insbesondere gilt damit
(VODPL)(0) = 515 k- (5.15)

Beweis. Ist j; > k; fiir einen Index i, so kénnen wir zuerst j; mal nach x; differenzieren, da die Py
beliebig oft stetig differenzierbar sind, sodass nach dem Satz von Schwarz die Differentiationsreihenfolge
vertauscht werden kann. Wir erhalten dann wegen (5.11) eine Funktion der Bauart CPg_j,e,— also die
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Nullfunktion. Folglich gilt auch ViP, = 0. Sei nun k; > j; fiir alle i € {1,...,n}. Wir zeigen die
Aussage mit vollstandiger Induktion nach j = |j|. Fiir j = 1 ist sie genau die im letzten Lemma gezeigte
Eigenschaft (5.11) .

Gilt nun (5.14) fiir |j| < j — 1, so wihle man ein beliebiges ¢ mit j; > 0. Da die Differentiationsrei-
henfolge wieder beliebig gewihlt werden kann, folgt

V(O,j)Pk(x) = V(O,j—ei)aﬂ)k(x) — kiv(o,j—ei),Pk_Ei (x) _
(k - si)! B L -
(k—ei— (7 - Ei))'Pk_ei_(’_ei)(:E) = gy ().

Fiir k # j folgt damit (V(©9)7;)(0) = 0, denn abgesehen von Py gilt fiir alle Fueter-Polynome Py (0) = 0.
Ist aber j = k so folgt (V@9 Py)(0) = 5!Po(0) = j! — insgesamt also (5.15).
O

Korollar 5.20. Die Fueter-Polynome sind rechts-Cl(n)und links-Cl(n)-linear unabhdingig.

Beweis. Links-Cl(n)-lineare Unabhéngigkeit bedeutet, dass fiir jede endliche Indexmenge I mit k; # k;
fiir alle 4,7 € I mit ¢ # j aus

> APr, =0 mit \; € Cl(n)
il
folgt, dass A\; = 0 fiir alle ¢+ € I. Wegen Korollar 5.19 gilt fiir so eine Linearkombination
0= VO N "\ P, = Aiki!,
k;el
also \; = 0.

Analog zeigt man, dass die Fueter-Polynome rechts-linear-unabhénig sind. O

Lemma 5.21. Jedes links-holomorphe homogene Polynom P : R"*1 — Cl(n) vom Grad k ldsst sich in
der Form

Pa)= Y L Pula) (VORI P)(0),
|k|l=k

jedes rechts-holmorphe in der Form
1
P)= 3 2 (VORI P)0) Pa(a)
|k|=k
als Cl(n)-Linarkombination von Fueter-Polynomen schreiben.

Beweis. Es sei P ein links-holomorphes und homogenes Polynom vom Grad k. Dann gilt
OoP(x) + i e;0; P(x) = 0. (5.16)
i=1
Weiters folgt wegen Lemma 5.11
2000 P () + ixﬁiP(m) = kP(z).
i=1

Durch Subtrahieren von der mit xy multiplizieren Gleichung (5.16) erhilt man daraus

n

kP(xz) = Z(xl — xoe;)0; P(x) = Z%@P(l“) (5.17)

=1

Da mit P(z) auch alle Ableitungen 0;P(z) holomorph und homogene Polynome vom Grad k — 1 sind,
konnen wir die obige Argumentation fiir sie wiederholen und nach insgesamt k Schritten erhalten wir

k!P(x) = >z 2,0, ... 0, P(a). (5.18)

11,12,83,..,0=1
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Fassen wir nun alle Ableitungen, die zu einem Multiindex k gehoren, zusammen, so erhalten wir

11
P(Z‘) = Z yﬁ Z Zia(l) . ZZ'UUC)V(OJC)P(Z') =
|k|=k ~ o€Sk

1
- E”pk(gg)v(o’k)P(x) mit k = (0,k1,...,kn),
|k|=k

wobei der Faktor 7; dadurch entsteht, dass jede Anordnung der z; in (5.18) nur einmal vorkommt. Zu
jeder solchen Anordnung gibt es aber genau k! Permutationen o € Sk, die nur Indizes mit z, = z
untereinander permutiert und somit wieder die gleiche Anordnung der z; liefert, sodass wir die Summe
iiber alle o € S}, durch diesen Faktor divideren miissen.
SchlieBlich ist eine Ableitung k-ten Grades eines Polynoms vom Grad k konstant, sodass wir V(©-%) P(z)
statt an der Stelle  an der Stelle 0 auswerten kénnen. Damit erhalten wir genau die gesuchte Darstellung.
Fiir rechts-holomorphe Polynome verlduft der Beweis analog.
O

Die Gleichung (5.17) kann insbesondere als Rechtfertigung fiir die Wahl der Fueter-Variablen dienen,
denn an dieser Stelle treten die Terme z; auf natiirliche Weise auf.
Schliefflich bendtigen wir noch einen anderen Polynomtyp zum Beweis der Taylor-Entwicklung;:

1

Definition 5.22 (Gegenbauer-Polynome). Fir k € Ny und p > —3,

definiert als

ist das Gegenbauer-Polynom C}!

o -1,1] —» R
B { s = Dk cmek (o) (mey) (-28)°77F
mit dem verallgemeinerten Binomialkoeffizienten
N a<a71)(a72,2!'"(a7(k71)), wenn k > 0
<k:) =<1, wenn k=0 (5.19)
, wenn k < 0

fira e R und k € Z.
Mit dieser Definition ist insbesondere C}'(s) = 1.
Korollar 5.23. Die Funktion C).(s) enthdlt nur Potenzen der Ordnung k, k—2, ...
Beweis. Definieren wir j := k —m, so lisst sich C}/(s) schreiben als
Cl(z) = Z —H k=i (—2s)F=2,
k k—j)\k—2j
0<<%
Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Satz 5.24 (Taylorreihe). Es sei G C R ein Gebiet. Ist U.(x9) C G und f : G — Cl(n) links-
holomorph, so kann f in U(ﬁ,l)r(fﬂo) in eine konvergente Taylorreihe der Form

@) =3 Pe@)a

k=0 |k|=k
mat o)
VISR f(x 1 .
"= % = o / Q0. (y = wo)dy™ f(y) (5.20)
’ In Jou,(x)

mit beliebigem 0 < p < r entwickelt werden. (Fiir rechts-holomorphe Funktionen miissen ag und Py bzw.
Q(o,k) und f vertauscht werden.)
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Beweis. Fiir den Beweis gehen wir von der Causchyschen Integralformel (5.2) aus. Sei zunichst p beliebig
mit 0 < p < r. Dann gilt

f(z) = / E,(y — x)dy* f(y) fir |zo — x| < p. (5.21)
oU,(x0)

Wir wollen nun den Cauchy-Kern bzw. Qo(y — z) = 0, E,(y — x) in eine Reihe entwickeln, wobei wir
0.B.d.A. 2y = 0 annehmen. Dazu berechnen wir
1 n—1 1

P _ Ol —
“ly — x|t 2 |y — |t 21y

wobel

den zu 0 formal konjugierten Operator in der Variable = bezeichnet. Analog werden wir 9, schreiben,
um zu betonen, dass nach den Komponenten der Variable x partiell differenziert wird. Fassen wir  und
y wieder als Elemente von Cl(n) auf, so folgt

0 "9 -
S = (=Y L)Y (i — m)? =
&Ay 1'| (6330 £ 61‘1'61) i:O(yz xz)

n

= —2(yo —wo) + Y _ €2(yi — ;) = —2(y — x).
k=1

Damit erhilt man

1 Yy—x
= =D g

Onp— 1 =(n—1)Qo(y — 2). (5.22)
ly — ="t

Bis auf einen Faktor ist das aber der Cauchy-Kern, sodass wir uns auf eine Reihenentwicklung von

ly — x|~(=Y beschriinken konnen. Schreiben wir z = w,|z| und y = w,|y| mit w,,w, € R"*! C Cl(n)

und |wy| = |wy| = 1, so ergibt sich mit Lemma 2.6

ga B\ 2] | Jaf?
y—wF=WFQ—>Q—>ZWIO—ﬂ%ww]+,
PE PE Al + o2

wobel [wy - w,] das Sklarprodukt der Paravektoren bezeichnet. Setzen wir nun

_ lal

t:=
]

und $ 1= Wy - wyl,

o, . n—1
so folgt mit p 1= #5=

11 1
y— = g (L 2st 2

(5.23)

wobei 0 <t < 1und —1 < s <1 gilt. Aus der elementaren Analysis ist bekannt, dass sich
fiir | — st +t%| < 1 in der Form

1
(1—2st+t2)H

oo

m =3 (X)(—stﬁ)m (5.24)

m=0

als binomische Reihe anschreiben lisst. Diese konvergiert wegen | — st 4 t?| < 1 absolut. Da fiir festes ¢
der Ausdruck —2st + ¢ eine Gerade in s ist, reicht es die Extremfélle s = 1 und s = —1 zu iiberpriifen,
um eine geeignete Bedingung fiir ¢ zu finden, sodass | — 2st + t?| < 1 gilt. Fiir s = 1 erhalten wir

|2t + 82 =|t-1)2 -1 =1-(t—-1)* <1,

bzw. —(t—1)? < 0. Diese Ungleichung ist aber offensichtlich fiir alle ¢ € [0, 1) erfiillt. Fiir s = —1 erhalten
wir
2t + 82 = |(t+1)2 =1 = (t+1)2 -1 <1,
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bzw. t < v/2—1. Insgesamt ist (5.24) also fiir s € [~1,1] und 0 < t < v/2—1, das heiit fiir |z| < (v/2—1)]y],
absolut konvergent und deshalb auch lokal gleichméfig konvergent in s und ¢.

Da (—st + t?)™ nur endlich viele Summanden enthilt, kénnen wir die Reihe nach Potenzen von t
umordnen. Zunéchst gilt

m ZZ( )( ) —25t)72(m=9),

m=0 j=0

Sortieren wir nun nach Potenzen von ¢, so sind die zu t* gehérenden Terme jene, fiir die 2m — j = k gilt.
Wegen j € {0,...,m} sind das genau die Terme mit 2m > k > m bzw. k > m > %:

1- 2st+t2 Ztk % Z (;:) <2mm k:) —2s) Ztkcu

Da diese Reihe lokal gleichmiBig konvergiert und wir deshalb Summation und Differentiation vertau-
schen kénnen, folgt mit (5.22) und (5.23) und wegen 9,Cf(s) = 9,1 =0

Quly—1) = ——0, L =S Lo (p(n )
oy =)= *ly — |n1_k:1n_1 w | Cg W Wy ly[n 1k )

Benennen wir nun die Summanden mit

1
Te(x,y) = ﬁaa: (Cg+1<[wx WUD |y|”+k> )

so folgt schliefilich

k
Criq ([we wy])l‘yx‘l% enthélt wegen Korollar 5.23 in  nur Potenzen der Form

[wz . wy]k+172j|$|k+l _ [z . wy]k+172j\x|2j.
Also enthilt Tx(z,y) nur Potenzen der Form
ei0i[x - w, |F =2 ||

Diese sind nun aber alle homogene Polynome der Ordnung & in x — also ist auch 7T ein solches. Da Qg
links-holomorph in x ist, muss das auch fiir die einzelnen Summanden gelten, denn da die Reihe (5.3)
lokal gleichméfig konvergiert, konnen wir Differentiation und Summe vertauschen und erhalten

o

0=0.(Qo(y — ) =>_ 0uTi(z,y)

k=0

Fiir jedes k > 1 ist nun aber 9,7x(x,%) ein homogenes Polynom vom Grad k — 1. Also erhalten wir fiir
hinreichend kleines A € R mit

oo

OZngE()\x,y):Z)\k L0y Te(z,y) = Z)\aﬁﬂ(x Y),
k=0

k=1 7=0

eine Entwicklung der konstanten Nullfunktion als Potenzreihe in A. Da die Koeffizienten einer Potenzreihe
eindeutig sind, folgt 0, Tx(z,y) = 0 fiir alle k > 0. Fiir k = 0 ist diese Gleichheit trivial, da 7o konstant
ist. Also sind die 7T links-holomorph in z.

Nach Lemma 5.21 kénnen wir 7y (z,y) also fiir jedes feste y als Summe von Fueter-Polynomen P (x)

mit |k| = k darstellen. Die Funktionen Qg (y) seien nun als die entsprechenden, von y abhingigen
Koeffizienten dieser Darstellung definiert. Sie erfiillen somit
Z Pr(z = Ti(2,y). (5.25)
|k|=k
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Um auf eine Darstellung der Form (5.20) zu kommen, wollen wir nun zeigen, dass die Qk mit den
in Definition 5.9 eingefiihrten Funktionen Qg k) iibereinstimmen. Fiir einen beliebigen Multiindex j =

(jla s ajn) gﬂt
—1)l4l . 1 )
Qo) (y — ) = (j)vz(/o”)Qo(y —a) = VP Qly — ) =

= Z V(O”)’ﬁc (z,y) Z Z (V(O’J)Pk) (#)Qk(y)

k=0 |ke|=k J

Setzen wir nun x = 0, so gilt wegen Korollar 5.19 (V(®9)Py) (0) = 516, und damit

Q)0 = 57 (VVP;) (0240) = 4w

Insgesamt erhalten wir damit eine Potenzreihendarstellung des Cauchy-Kerns, sodass mit (5.21) fiir
|z — x| < (V2 —1)p gilt

)=+ AM)ZZm ) Qo) | dy ().

k=0 |k|=k

Wegen der lokal gleichméfiigen Konvergenz der Reihe kénnen wir Integral und Summe vertauschen und

erhalten
Z Z Pr(z ( /¢9Up(z:o) Q(g,k)(y)dy*f(y)>

k=0 |k|=k

was genau der gesuchten Taylorreihen-Entwicklung entspricht.
Da 0 < p < r beliebig war und die Koeffizienten ay der Taylorentwicklung unabhingig von p sind,
ist die Reihenentwicklung tatséichlich fiir alle # mit |x — x| < (v/2 — 1)r méglich.
O

Insgesamt ist es gelungen, eine sinnvolle Verallgemeinerung des Begriffs der Holomorphie fiir Cl(n)-
wertige Funktionen zu finden, der alle der drei iiblichen Zugénge aus dem Komplexen erhélt - ndmlich
Differenzierbarkeit bzw. Approximierbarkeit durch eine lineare Funktion, Analytizitéit — also Entwickel-
barkeit als Taylorreihe — und die Erfiillung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Abschlie-
Bend soll hier noch erw#hnt sein, dass sich nicht nur die gezeigten Resultate, sondern viele zentrale
Sétze der Funktionentheorie, wie beispielsweise der Satz von Liouville, der Identitétssatz oder der Resi-
duensatz, mit dem hier entwickelten Holomorphiebegriff verallgemeinern lassen. Ausfiihrlich behandelt
werden diese in [3].
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