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e Der Korper K steht im Folgenden fiir die reellen Zahlen R oder die komplexen

Zahlen C.

o Fir z =2 +iy € C mit z,y € R, sei R(z) = = der Realteil und J(z) = y der

Imaginérteil von z.

e Fiir einen lokal kompakten Raum X ist Cy(X') die Menge aller stetigen Funktionen
f & = K, die im Unendlichen verschwinden, d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert ein

kompaktes K C X, sodass |f(z)| < ¢ fiir alle z € X\ K.

Der Raum Cyo(X) C Cp(X) beinhaltet alle Funktionen mit kompaktem Tréiger.
SchlieBlich setzen wir Coy(X) = {f € Coo(X) : f >0, f # 0} C Coo(X).
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Einleitung

Diese Arbeit ist in drei Teile gegliedert. Im ersten Teil werden gleich die Hauptresultate
gezeigt, ndmlich inwiefern sich Banachmoduln tiber Banachalgebren faktorisieren lassen
und welche weiteren Eigenschaften sich dabei ergeben. Es wird sich herausstellen, dass
die Banachalgebra iiber kein Einselement verfiigen muss, sondern eine beschrinkte Ap-
proximation der Eins ausreichend ist. Man kann sie dann zunéchst in eine Banachalgebra
mit Einselement einbetten und stellt im Nachhinein fest, dass dieses gar nicht benttigt
wird.

Im zweiten Abschnitt wird mit positiven Funktionalen eine Anwendung des Faktorisie-
rungstheorems gegeben. Es ldsst sich damit zeigen, dass jedes positive Funktional auf
einer Banach-*-Algebra mit beschrinkter Approximation der Eins stetig ist. Dabei wird
wiederum das Einbetten in eine Banach-*-Algebra mit Einselement benotigt.
SchlieBlich behandelt das dritte Kapitel lokal kompakte Gruppen und insbesondere das
Haar Maf3. Dabei wird sich herausstellen, dass man die entsprechenden LP-Riume als
Banachalgebren und Banachmoduln auffassen kann. Schlussendlich wird mit einer ent-
sprechenden Approximation der Eins gezeigt, dass sich die LP-Réume iiber L' fakto-
risieren lassen, wobei in diesem Schritt natiirlich auf die Resultate des ersten Kapitels
zuriickgegriffen wird.

1 Faktorisierung von Banachalgebren und Moduln

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit Banachalgebren und Banachmoduln und der Frage
ob und wann sich Banachmoduln iiber Banachalgebren faktorisieren lassen. Die entspre-
chenden Aussagen stellen zugleich auch die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit dar. Die
Abschnitte 1.2 und 1.3 wurden dabei {iberwiegend Teilen von ,,Positive-definite functions
and factorization theorems* aus [6], S. 263-270, nachempfunden.

1.1 Banachalgebren

Definition 1.1. Wir nennen einen Vektorraum (A, +) iiber R oder C mit einer Norm
|| - || und einer Abbildung o : A x A — A eine Banachalgebra, wenn

1. o biliniear und assoziativ ist,
2. (A,+,] - ||) ein Banachraum ist,
3. |laob| <|al -]b], fir alle a,b € A.

Wir verwenden auch o anstatt aoao...oa. Gibt es zusiitzlich ein Element u € A mit
k—mal

lu| = 1 und woa = aowu = a fir alle a € A, so nennen wir u ein Einselement und

sprechen von einer Banachalgebra mit Fins. Fiir a € A verwenden wir dann a” :

einer Banachalgebra mit Eins heifit ein Element a € A invertierbar, falls es ein b € A

gibt, sodass a o b = bo a = u. Wir bezeichnen b mit ¢~ und nennen es die Inverse von

=u. In
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a. Offensichtlich gilt (a™1)™! = a. Somit kénnen wir die Menge Inv(A) := {a € A :
a ist invertierbar} einfiihren.

Aus der Funktionalanalysis ist folgendes Resultat bekannt (vgl. [4], S. 358):

Satz 1.1. Die Menge Inv(A) C A ist offen. Zudem ist die Abbildung ~' : Inv(A) —
Inv(A) : a s a=! stetig und bijektiv.

Definition 1.2. Sei A eine Banachalgebra. Ein Netz {e;};er € A wird beschrinkte
links-Approximation der Fins genannt, wenn {||¢;||,7 € I} eine beschrinkte Menge po-
sitiver reeller Zahlen ist und lim;c7e; 0 a = a fiir alle ¢ € A. Analog definiert man eine
beschrinkte rechts-Approximation der Eins.

Bemerkung 1.1. Ist A eine Banachalgebra mit FEins, so stellt das einelementige Netz
{u} C A eine beschriinkte links/rechts-Approximation der Eins dar bzw. eine (beidsei-
tige) Approximation der Eins.

Aus der Definition einer links-Approximation der Eins folgt ganz elementar das folgende
Lemma.

Lemma 1.1. Sei A eine Banachalgebra mit beschrdankter links-Approxzimation der Eins.
Dann gibt es eine Konstante d > 1, sodass fiir jede endliche Teilmenge {a1, a2, ... ,an} C
Aunde >0 eine € A ezistiert mit ||e|| < d und ||ecaj—aj|| < € firallej € {1,2,...,n}.

Beweis. Ist {e;};cs eine beschrinkte links-Approximation der Eins, so gibt es laut Vor-
aussetzung ein d > 1 mit ||e;|| < d fiir alle ¢ € I. Ist eine Teilmenge {a1,aq,...,a,} C A
gegeben, so gilt zunéchst

lime;oa; =a;, Vje{l,2,...,n}.
i€l

Dies ist gleichbedeutend mit
Ve >0,Vje{l,2,...,n},3ij€1:|eoa; —aj| <e, Vixij.

Da gerichtete Mengen die Richtungseigenschaft haben, gibt es zu gegebenem ¢ > 0 ein
i* € I'miti* > i, furalle j € {1,2,...,n}. Setzt man nun e := e;+, folgt die Aussage. W

1.2 Banach-Moduln

Definition 1.3. Sei A eine Banachalgebra mit Norm || - || iber einem Koérper K und
X ein normierter linearer Raum tiber K mit Norm ||-||. Zusétzlich sei eine Abbildung
o: A x X — X mit folgenden Eigenschaften gegeben:

1. (a+b)ex=aex+bex
2.ae(z+y)=aex+aey

3. (aa)ex=aqae(ar)=alaex)
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4. (aob)exz =ae(bex)
5. aex| <r-laf|- |l

wobei a,b € A und z,y € X beliebig sind und x > 1 eine Konstante ist. Wir nen-
nen X dann ein normiertes A-Linksmodul. Normierte A-Rechtsmoduln definiert man

analog. Ist X sogar eine Banachraum, so verwenden wir die Bezeichnung Banach-A-
Links/Rechtsmodul.

Bemerkung 1.2. Die Bedingung « > 1 in obiger Definition erspart spétere Fallunter-
scheidungen und stellt keine Einschrénkung dar, da man im Fall von x < 1 jederzeit x
durch 1 ersetzen kann.

Bemerkung 1.3. Jede Banachalgebra A kann mit e := o und « := 1 kann als Banach-.A-
Links/Rechtsmodul aufgefasst werden.

Eine wesentliche Aussage dieses Kapitels wird nun sein, dass fiir ein A mit beschriankter
links-Approximation der Eins AeX = X gilt, falls AeX dicht in X ist, sowie insbesondere
Ao A= A. Dazu werden wir A homomorph in eine Banachalgebra mit Eins einbetten.

Definition 1.4. Sei A eine Banachalgebra. Wir definieren A, als die Menge der Paare
(a,A) mit a € A und X € K, sowie folgende Operationen:

1. a(a,\) = (aa,al)
2. (a,A) + (b)) = (a+ b, A+ p)
3. (a,\)o(b,p) = (aob+ Ab+ pa, A\u) fur (a,N), (b, n) € Ay und a € K.

Lemma 1.2. Die Menge A, ist eine Algebra mit Einselement (0,1) und die Teilmenge
{(a,0) : a € A} ist isomorph zu A. A, ist genau dann kommutativ, wenn A es ist.
Versieht man A, noch mit der Norm ||z + Au|| = ||z|| + |\|, so handelt es sich sogar um
eine Banachalgebra mit Fins und obige Einbettung ist eine Isometrie.

Beweis. Es gilt
(0,1) 0 (a,A) = (a,\) = (a,A\) 0 (0,1) V(a, ) € Ay,
sowie ||(0,1)]] = 1, womit (0,1) ein Einselement ist.
Mit der Abbildung f : (a,0) — a ist obige Teilmenge offensichtlich isomorph zu A, da

f((a,O) ° (b,O)) - f((ao b70)) =aob= f((a,())) © f((b, 0))

Genauso sieht man die Aussage iiber die Kommutativitét.
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Da A eine Banachalgebra ist, ist o auch auf A, bilinear und assoziativ. Fasst man
(Ay,+, | - ]]) als den Produktraum A x K, versehen mit der Summennorm auf, so folgt
die Vollstindigkeit. Schlussendlich gilt

(@, X) o (b, p)]| = |[(@o b+ Xb+ pa, A\p)|| = [aob+ Xb+ pall + [Ayl

< llafl - 1ofF 1AL 11l 4 {ul - flall + AL Ll = (lall + [AD 6] 4 [4])

= [1(a; - 11(6, )l
n

Fiir ein a € A identifizieren wir von nun an das zugehorige Element (a,0) € A, ebenfalls
mit a € A, und mit v € A, ist das Element (0,1) € A, gemeint. Ist X ein Banach-
A-Linksmodul, so kénnen wir die Abbildung e : A x X — X zu einer Abbildung e :
Ay, x X — X erweitern, indem wir (a + A\u) ez = a ex + \x setzen.

——— ~~

eA, €A

1.3 Faktorisierungstheoreme

Im Folgenden sei A eine Banachalgebra mit beschrénkter links-Approximation der Eins,
A, die zugehorige Banachalgebra mit Einselement u, d die Konstante aus Lemma 1.1
und X ein Banach-A-Linksmodul mit Konstante .

Lemma 1.3. Fir jedes e € A mit |le]| < d definieren wir eine Abbildung ¢ : A — A,
mit
2d+1
o0 = (%55 ( Z ’f) -
k=

(i) ole) = (2u+ here)
(i) @ +d ) < o) <2+d,

(iii) lo(e) oz —al < (2+d )rfleo s — =

Dann gilt

fir alle x € X.

Beweis. Zunéchst sei bemerkt, dass ¢(e) existiert, da A bzw. A, vollstindig ist und

lete)l < 22 <||u||+ S (- % ) fd“( +3 (2 ~ue||k>
k=1 k=1

2d+1 1 2d+1 .
1 = =2+d
g (+22k) it
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was auch die zweite Ungleichung in (ii) zeigt. Zudem gilt

p(e) o <2d24d- U + 2d1—|— le> = (u + ; (—1)k(2d)_kek> o (u+ (2d)"te)

Wt 30 (DR + (20) e+ 3 (<1)F )k
k=1 k=1

(_1)k+1(2d)—kek =u,

WE

=u+ i (—1)F(2d)*eF +
k=1

i
I

womit (i) gezeigt ist.

Verwenden wir diese Gleichheit, so bekommen wir

2d 1 2d d
L=l = Tletel <2d+ el + 55+ 1H6H> < lletel <2d+ 1 2as 1)
3d
= 5a 11l
und weiters 20d+1 1
le(e)ll > = — = z2+d ™),

womit (ii) folgt.

Um (iii) zu zeigen, betrachten wir zunéchst ein beliebiges Element z € X'. Dann gilt

_2d+1 <ac + i (—1)%(2d)~* (ek . x)) -

Nun gilt fiir jedes k > 1

k k
H’ek oz —:):H‘ = Zej erx—cd ez < Z e @ — el =1 oz
=1 =1
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k

k
Z He] le(coz—z )| <Z/~@Hej_1H-H|eox—x|H

7=1

L
<kleer—a|d a7 < kkd|leex —
j=1
Setzt man die letzten beiden Ungleichungen zusammen, so erhélt man mit Lemma 4.1

2d + 1 2d + 1 — k
lp(e) oz —all < =53 @) Fukd e s w —al| = =5 klless — 2l Y o
k=1 k=1
~——
=2
2d +1 _
=L kllesz—all = @+d Drless—a]

Definition 1.5. Bezeichne A e X die Menge {aex:a € A,z € X}, so definieren wir S
als den Abschluss der linearen Hiille von A e X' beziiglich [|-||.

Im Folgenden bezeichne ¢ die Abbildung aus Lemma 1.3.

Lemma 1.4. Seien {a1,as,...,a,} eine endliche Teilmenge von A, z ein Element aus
S und € > 0 beliebig. Dann existiert ein e € A, sodass
(1) llell < d,

(it) ||¢(e) oa; —aj|| <e, Vje{l,2,...,n},

(iii) |leez — z|| < e,

() llp(e) oz —z|| <e.

Beweis. Wir setzen § = m. Dann existiert ein 2’ aus der linearen Hiille von AeX C
X mit
o= 2l < 5 <3
3kd — 3’

wobei 2" = > 7" | by @ yp mit m € N, by, bo, ..., by € A, sowie y1,¥2,...,Ym € X.

Nach Lemma 1.1 existiert nun ein e € A, sodass |le|| < d, |leoa; —aj|| < § fur j €
{1,2,...,n}, sowie ||e o by — bg|| < ﬁm, fir k € {1,2,...,m}, womit ||e o by —
bell -yl < % folgt. Damit bekommen wir

leoz—z||=|lcez—co2 +ecoz' —2 +2 — 2
m
§H|eoz—eoz'H|+ Zeobk oyk—Zbkoyk —|—H‘z—zm
k= k=1 T
3
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m
)
<I€H€H Zeobk_bk oyl + =
\;A’—/ e 3
< s

3kd

PR 0
< K]dﬁ + kZ_IH lle o by — il - lyxll +§

[
3km

<§+§+é—5<5
3 3 3

Zusammen mit Lemma 1.3 (iii) folgt nun
le(e) oz — 2| < (2+ d_l) klleez—z] < (2+ d_l) Kd = €.

Wenden wir nochmals Lemma 1.3 (iii) - diesmal mit (X, [|-]|) = (A,| - ||), e =0,k =1
(vgl. Bemerkung 1.3) - an, so bekommen wir

lp(e) oaj —ajll < (2+d7") lleca; —aj] < (2+d71) 5 <e,
womit alles gezeigt ist. |

Lemma 1.5. Es ezistieren Folgen (b,)0, in A, und (e,)5>; in A, sodass

n
bo=u, by=> (2d)* '(2d+1)Fep+ (2d)"(2d+1)"u, n>1,
k=1

sowte
llenl| < d, V¥neN.

Zudem existiert bt € Ay, Yn € N und es gilt

H!b;loz—b;ilozm < ;in Vn >1,Vz € S,V6 > 0.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstindiger Induktion. Nach Lemma 1.4
existiert ein e; € A mit ||e1|| < d und

o
lpler) oz —2f < 5.

Damit bekommen wir fiir den Induktionsanfang

1 2d

by =
L= o1 T g™

womit aus Lemma 1.3 (i) folgt, dass by ' = ¢(e;) und somit

_ _ )
o oz = b5 e 2] = llp(er) o 2 = 2l < 5.
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Wir setzen nun voraus, dass eq, e, ..., e, so definiert sind, dass b,;l fir k € {1,2,...,n}
mit den geforderten Eigenschaften in A, existieren. Fiir beliebiges e € A mit |le|| < d
definieren wir nun

n

vie) =Y 2d)* 1 (2d + 1) Fep + (2d)"(2d + 1) Le + (2d)" 1 (2d + 1) M
k=1

Koénnen wir e nun so wihlen, dass 1(e)~! in A, existiert und dass
)
-1
llete)™ o2 = 2| < 5o

so konnen wir offensichtlich e,y := e und b, 41 := 1)(e) setzen und sind fertig.

Wir definieren weiters

n

dole) = (2d)" 1 (2d + 1) Fp(e) 0 ef + (2d)™(2d + 1) "u.

k=1
Es gilt nun
R k-1 —k 2d 1 n “n
Y(e) = ¢(e) o;(Qd) (2d+1)""p(e)oex+ <2d+ 1u—|— 2+ 16’) o(2d)"(2d+1)"u
) ()

= p(e) ! oto(e).
Somit existiert ¢(e)~! also genau dann, wenn auch vg(e)~! existiert.
Wenden wir Lemma 1.4 auf {ej,es,...,e,} und z an, so bekommen wir die Existenz
eines e € A mit ||e]| < d und

1

lp(e) o er, — ex]| < % Vk e {1,2,....n},

sowie 5
lé(e) oz — 20l € 75

wobei 1 > 0 und M > 0 beliebig sind. Damit folgt

n

> D) (2d+ 1) (p(e) 0 e — ep)
k=1

[4o(e) = bull =

< kf::l | 2ay=@a+ 1) ey oex — e <

Da jedoch b, ! existiert, > 0 beliebig war und Inv(A,) offen ist, folgt damit die Existenz
von vg(e) ! und somit von ¢(e)~!. Wihlt man 7 klein genug, bekommt man sogar

)

H%(e)fl - bEIH < A o
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da das Bilden von Inversen stetig ist (vgl. Satz 1.1).

Fiir die Abschéitzung in der Norm folgt schlieflich mit M = (24 d~') ||z]| +  [|b; ]|

le)™ oz =0, o 2|
= | (o)™ o p(e)) o 2 = (b " o p(e)) @ =+ (b 0 p(e)) o 2 — bt o 2|
< [[(wole)™ o p(e)) @ 2 = (b* 0 p(e)) o 2| + [ (b2 o o)) 0 2 = b 0 2|
< [|vo(e) ™ = bt || - le(e)l - 1zl + = (|62 - e (e) @ 2 — 2]

<M | [[do(e)™ = by || + lp(e) o 2 — 2

<M.£++2 < AI-;”"FQ
J
on+1"
|
Satz 1.2. Sei A eine Banachalgebra mit Norm || - || und einer mit d beschrinkten links-
Approximation der Eins und X ein Banach-A-Linksmodul mit Norm ||-||. Bezeichnet S

den Abschluss der linearen Hiille von A e X, dann gibt es fir alle z € S und § > 0 ein
a € A und ein y € X, sodass

(i) z=aey,
(ii) llall < d,
(iit) Jly — =] <o.
Es gilt also, dass S = Ae X bzw. dass Ae X ein abgeschlossener Unterraum von X ist.

Beweis. Verwenden wir die Folge (b,), aus Lemma 1.5, dann gilt fiir n > m

o > 5 5

it oz it o] <z|ubk+1-z el <Y <Y =
k=m k=m
womit (b, ! e 2)%° > o eine Cauchy-Folge in X ist. Damit kénnen wir y = lim,_ blez

setzen und bekommen 5
‘Hy —ble Z‘H < om Ym > 0.

Speziell fiir m = 0 (b = u) folgt damit

ly =zl < o.

10
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Wir definieren weiters

o0 2 n
a = lim b, :Z(Qd)k_1(2d—|— D) Fep + hm < d ) U

n—00 prt 2d + 1

=0

Der Ausdruck existiert, da ||eg|| < d und somit

e 00 k

d 2d

2d)**(2d +1)Fd = =d.
lall < Z +1) 2d+1 2d+1
k=1 k=0
= =2d+1
2d+1

Zudem gilt sicher a € A, da der u-Anteil verschwindet. Da die Abbildung (a,z) — a ez
stetig auf A, x X ist, folgt schlielich

z=uez= lim b,e (b,  e2) =aey.
n— oo

Bemerkung 1.4. Liegt Ae X dicht in X, also S = X, so besagt Satz 1.2, dass Ae X = X.
Dies ist beispielsweise dann der Fall, wenn die Approximation der Eins in 4 mittels o
auch Elemente aus X approximiert.

Da jede Banachalgebra A selbst als Banach-.A-Linksmodul aufgefasst werden kann (vgl.
Bemerkung 1.3) und Ao A dicht in A liegt, folgt schlieflich das urspriinglich von Cohen
bewiesene Resultat (vgl. [1], S. 199-205).

Korollar 1.1 (Cohen). Sei A eine Banachalgebra mit Norm ||-|| und einer beschrinkten
links- Approximation der Fins. Dann gibt es fiir alle z € A und 6 > 0 Elemente x,y € A,
sodass

(i) z=zoy,
(ii) |l —y| <o.

Satz 1.3. Es gelten dieselben Voraussetzugen wie in Satz 1.2 und zusdtzlich sei {z;}72,
eine Folge in S mit lim;_,o, z; = 0 und 6 > 0. Dann existieren ein Element a € A und
eine Folge {y;}72, in X mit folgenden Eigenschaften:

(i) zz =aey;, VieN,
(ii) |lal] < d,
(111) lyi — zif) <9,

(iv) lim; o y; = 0.

11
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Beweis. Wir definieren Xj als den Raum aller Folgen x = (21, z2, .. .), wobei jedes z; ein
Element aus A e X ist und lim; ., z; = 0 gilt. Definiert man lineare Operationen auf Xj
koordinatenweise und fiithrt eine Norm ||x[|, = max{[|z;|| : ¢ € N} ein, so ist Xy offenbar
ein Banachraum, da ja 4 ¢ X’ laut Satz 1.2 abgeschlossen ist. Mit @ : A x Xy — Ap :
(a,x) — (a®x1,a0x9,...) folgt schlieBlich, dass Xj sogar ein Banach-.4-Linksmodul ist.

Offensichtlich bilden die Elemente x, fiir die es ein k gibt, sodass x; = 0 fiir ¢ # k£ und
0 # x, € Ae X, eine Basis von Xj. Es gilt jedoch Ae X' = (Ao A)e X = Ae(AeX) (vgl
Korollar 1.1 und Definition 1.3, 4.). Nun koénnen wir aber fiir ein x aus einer Basis von
Xy das entsprechende zj als v = a @y mit a € A und y € A e X C X schreiben und
wenn wir y = (0,0,...,0,yx,0,...) setzen, folgt x = a e y. Da y jedoch offensichtlich in
Xo liegt, folgt damit, dass A e Ay dicht in Ay liegt.

Setzen wir nun z = (21, 22, ...) € Ay und wenden Satz 1.2 an, so folgt, dass A e Xy = Xp
und damit die Existenz eines a € A und eines y € Aj, sodass z = a ey, ||a|| < d und
lly — z[|, < J, womit alles bewiesen ist. [ |

2 Positive Funktionale

Eine Anwendung der Faktorisierungstheoreme des vorigen Abschnitts, insbesondere von
Satz 1.3, stellen positive Funktionale dar. Der Satz von Varopoulos - Satz 2.3 - besagt,
dass jedes positive Funktional auf einer Banach-*-Algebra mit links-beschrinkter Appro-
ximation der Eins stetig ist. Die wichtigsten Beweise wurden dabei aus [5], S. 316-319,
sowie [6], S. 270, ibernommen.

Definition 2.1. Man bezeichnet eine Banachalgebra A iiber C als Banach-*-Algebra
(oder auch involutive Banachalgebra) wenn sie mit einer Abbildung *: A — A : a+— a*
versehen ist, die fiir alle a,b € A und «, 8 € C folgende Eigenschaften erfiillt:

1. ¢ =a, (involutiv)
2. (aob)*=>b"o0a* (anti-multiplikativ)
3. (aa + Bb)* =aa* + Bb*  (anti-linear)
4. ||la*|| = |la||  (isometrisch)
Ein Element a € A mit ¢ = a* nennt man auch selbstadjungiert.
Bemerkung 2.1. Ist A eine Banach-*-Algebra mit Einselement u, so gilt offenbar
a=(a")"=(uoa")" =aou”, VacA,

womit u* ein rechtsneutrales Element ist. Genauso sieht man, dass «* auch ein linksneu-
trales Element ist, woraus u = u* folgt.

12
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Definition 2.2. Sei A eine Banach-*-Algebra. Ein lineares Funktional p auf A wird als
positives Funktional bezeichnet, wenn

p(a*oa) >0, Vac A

Lemma 2.1. Sei p ein positives Funktional auf einer Banach-*-Algebra A. Dann gilt
fiir alle a,b € A:

(i) p(b* 0a) = p(a* o b)
(ii) [p(b* 0 a)] < v/p(a* 0 a)p(b* o b)
Beweis. Fiir a € C gilt

0<p((a+ab)*o(a+ab)=p(aca* +ab*oa+aa*ob+ |a|*b* ob)

=p(a* oa) +ap(b* oa) + ap(a® ob) + |a|’p(b* o b).

Da p ein positives Funktional ist, sind die Ausdriicke p(a*oa), sowie p(b* ob) nichtnegativ
und insbesondere reell. Somit muss auch @p(b* o a) + ap(a* o b) reel sein. Setzt man nun
fiir o die Werte 1 bzw. ¢ ein, so bekommt man

S(p(b"0a)+pla®ob)) =0=(p(b" 0a)) = =S (p(a®ob))
R(—p(*ca)+p(a”ob)) =0=R(p(d*ca)) =R (p(a"ob))
Damit ist (i) gezeigt.
Um (ii) zu zeigen schreiben wir nun obige Ungleichung um und erhalten
0 < p(a* oa)+ 2R (ap(a* o b)) + |a|*p(b* o b).

O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass p(a* o b) # 0, da sonst die Aussage trivialerweise

p(a*oa)

aus (i) folgt, da dann 0 = [p(a* o b)| = |p(b* o a)|. Setzen wir nun o = — p(a¥ob)’

so gilt

p(a*o a)Qp(b* ob)

0<p(a*oa)—2p(a*oa)+

Ip(a* o b)|?

p(a*oa)|p(a* ob)|* < p(a*oa)*p(b* ob)
—
Dyp(boa)2

Ist nun p(a* o a) positiv, so sind wir fertig. Dasselbe gilt auch, wenn p(b* o b) positiv
ist, da laut (i) die Aussage erhalten bleibt, wenn a und b die Rollen vertauschen. Im
verbleibenden Fall gilt also p(a* o a) = p(b* 0 b) = 0. Dann folgt aber aus

0 < p(a* oa) + 2R (ap(a* o b)) + |af*p(b* 0 b),
dass R (ap(a* o b)) > 0 fiir alle « € C, was jedoch nur méglich sein kann, wenn p(a*ob) =

ng(b*oa). [ |

13
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Fiir eine Banach-*-Algebra A konnen wir die zugehorige Banachalgebra mit Eins A,
betrachten (vgl. Definition 1.4). Wenn wir fiir a + Au € A, eine Operation * definieren
mit (a + Au)* = z* + Ay, so wird auch A, zu einer Banach-*-Algebra.

Satz 2.1. Sei p ein positives Funktional auf einer Banach-*-Algebra A. Fin positives
Funktional pt auf A, mit pT| 4 = p existiert genau dann, wenn die Bedingungen

(i) p(a*) = p(a),
(ii) |p(a)® < cp(a* o a)

fiir alle a € A und eine konstante positive Zahl c erfiillt sind. Fir p'(u) kann dann jede
beliebige Zahl grifiergleich ¢ gewdhlt werden.

Beweis. Sei zuniichst vorausgesetzt, dass p' existiert. Dann folgt Bedingung (i) aus Lem-
ma 2.1 (i) mit b = u. Setz man ebenso b = w in Lemma 2.1 (ii), so erhélt man

p(@)] = o' (" 0 )| < \/o(a* 0 )y (),

woraus Bedingung (i) mit ¢ = pf(u) folgt.
Gelten umgekehrt die Bedingungen (i) und (ii), so definieren wir ein lineares Funktional

p(a+ M) = p(a) + Ac
auf A,. Mit R(a) > —|a|, a € C folgt nun
pl((a+Au)* o (a+u)) =p' (a* oa+ Aa* + Aa+ |A[u)

= p(a” 0 a) + Ap(a*) + Ap(a) + AP = p(a® 0 a) + 2R (Ap(a®)) + A%

(1)
> p(a”oa) = 2| [p(a”)| +A%e > p(a” 0 a) — 2]A[Vey/p(a* 0 a) + e
~———
(©)
=lp(a)l

= ( pla*oa) — |)\|\/E>2 > 0.

Offensichtlich kénnen wir in der Definition von p' die Konstante ¢ auch durch einen
beliebigen grofleren Wert ersezten. |

Satz 2.2. Sei A eine Banch-*-Algebra mit FEinselement w. Dann ist jedes positive Funk-
tional p auf A beschrinkt mit Abbildungsnorm ||p|| = p(u).

Beweis. Wir wollen zu gegebenem a € A ein b € A konstruieren, sodass b = u — a.
Dazu betrachten wir zunéchst die binomische Reihe

1-af=Y (5) ek zen

k=0

14
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wobei die Reihe fiir @ € K, |a| < 1 absolut konvergiert. Das gilt auch dann noch, wenn
wir z € C zulassen, wobei wir fiir die absolute Konvergenz #(z) > 0 verlangen miissen.
Dabei betrachten wir den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten

2(z=1)(2=2)--(2—=(k—=1)) wenn k > 0

il )
2 = 1 nmk=0
I , we =0.

0, wenn k < 0

Nun definieren wir

Es gilt ) o o
Sena =305y (Z) (n : k) o
— e () (2 ) eor). 9

Die letzte Reihe ist aber genau das Cauchy-Produkt der binomischen Reihe von (1 — a)%
mit sich selbst, welche fiir || < 1 absolut konvergiert. Wenden wir Satz 4.1 auf die
komplexen Zahlen an, so sehen wir, dass das Cauchy-Produkt gegen das Produkt der
Reihen konvergiert. Somit bekommen wir

oo
cha" =—-14+(1- oz)%(l — a)% = —q.
n=1

Betrachtet man nun ein reelles «, so sieht man, dass offenbar ¢y = —1 und ¢, = 0 fir
n > 2.

Fiir a € A mit ||a|]| <1 definieren wir

Fiir m < n folgt

n /1
ETED SR E IR
k=m+1-« )

1
Sz

womit die b, eine Cauchy-Folge bilden. Da A vollstéindig ist, existiert somit ein b € A
mit lim,_~ b, = b. Da die b, absolut konvergent sind, kénnen wir analog ein Cauchy-
Produkt bilden, dass dann gegen das Produkt der einzelnen Reihen konvergiert (vgl.
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Satz 4.1). Mit obiger Umformung (*) des Cauchy-Produkts (das Resultat ist analog wie
im Zahlenkorper, nur mit u anstelle von 1) gilt dann

o0
V¥=u+ Z cpak.
k=1

Da jedoch nur der Summand mit £ = 1 einen Beitrag liefert, bekommen wir
V¥ =u—a.

Setzen wir nun noch voraus, dass a selbstadjungiert ist, so ist auch b? selbstadjungiert,
womit schlussendlich b selbstadjungiert ist und b?> = b* o b = u — a. Damit erhalten wir

0<p(b*ob) =p(u) —pla) =p(u ou) - p(a).
Daraus folgt aber, dass p(a) reell ist und weiters, dass p(a) < p(u).

Fiir allgemeine a mit ||a| < 1 ist a* o a selbstadjungiert mit ||a* oal| < ||al|?> < 1 und wir

bekommen
p(a*oa) < p(u).
Nach Lemma 2.1 (ii) gilt
Ip(a)l* = Ip(u" 0 a)* < p(a” 0 a)p(u” ow) < p(u).
Mit [|p[} = supyq<1 [p(a)] folgt [[p]| < p(w). Da jedoch [luf| =1 folgt [|p[| = p(u). u

Korollar 2.1. Sei A eine Banach-*-Algebra und p ein positives Funktional auf A. Erfiillt
p die Bedingungen aus Satz 2.1, dann ist p beschrinkt.

Beweis. Nach Satz 2.1 lisst sich p zu einem positiven Funktional p' auf A, fortsetzen.
Laut Satz 2.2 ist p' beschriinkt mit Abbildungsnorm ||p'|| = p'(u). Damit gilt aber auch
Il = llpT|all < |Ipt]|, womit p ein beschriinktes Funktional ist. |

Zusammen mit Satz 1.3 kénnen wir nun beweisen, dass jedes positive Funktional auf
einer Banach-*-Algebra mit beschrinkter links-Approximation der Eins stetig ist. Der
urspriingliche Beweis stammt von Varopoulos, vgl. [7], S. 2465-2467.

Satz 2.3 (Satz von Varopoulos). Sei A eine Banach-*-Algebra mit einer beschrinkten
links-Approximation der Eins. Dann ist jedes positive Funktional p auf A stetig.

Beweis. Fiir ein festes a € A betrachten wir zunéchst das Funktional 4+p, : z — p(a* o
zoa). Da

aPa(z*ox)=pla*ox*oxoa)=p((xoa)*o(xoa)) >0, VreA,

ist 4+pg, ein positives Funktional auf 4. Nun folgt mit Lemma 2.1 (i), dass

aPa(z”) = p((a” 02™) 0 a) = p(a* o (x 0 a)) = a=pa(7)
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und mit Lemma 2.1 (ii), dass

la*pa(@)]* = [p(a” 0 (z 0 a))]* < p(a” 0 a) p((a” 0 a*) o (w0 a)) = ¢~ apa(z” 0 7).

Somit erfiillt 4«p, die Bedingungen aus Satz 2.1 und mit Korollar 2.1 folgt, dass 4«p,
stetig ist.

Definiert man nun fiir beliebige a,b € A ein Funktional ,p : © — p(a o x 0 b), so sieht
man mithilfe der Polarformel (Lemma 4.2),

3
4(aox0b) sz(a +1i ) oxo(a*+i_kb>,

k=0

dass

3
k
4 (app(z ZZ ( (a*+i=Fb) p(a*_H‘fkb) (CC)),
k=0
womit auch ,p; stetig ist.
Ist nun {e;};es eine beschrinkte links-Approximation der Eins, so folgt aus

*
a=(a")" = (lirr;ewa*) —hn}laoe
1€ 1€

dass {e!}ics eine beschrinkte rechts-Approximation der Eins ist.

Sei schlieBlich {z;}3°; eine Folge in A mit lim; ,» 2z; = 0, so kénnen wir Satz 1.3 mit
X = A anwenden und bekommen die Existenz eines Elements a € A und einer Folge
{yi}2y, mit z; = a oy, fir alle ¢ € N. Da wir aber auch eine beschrankte rechts-
Approximation der Eins haben, kénnen wir analog eine rechts-Version von Satz 1.3 auf
die Folge {y;}°, anwenden und bekommen ein b € A, sowie eine Folge {w;}°;, mit
Y; = w; o b, fur alle + € N und insgesamt

zi=aow;ob, ViéeN.
Aus der Stetigkeit von ,pp folgt nun

lim p(zz) - hm apb(wz) =0.

1—00

Mit dem Folgenkriterium der Stetigkeit und der Beriicksichtigung der Tatsache, dass
lineare Funktionale genau dann stetig sind, wenn sie es in einem Punkt sind, folgt die
Aussage. |

3 Integration auf lokal kompakten Gruppen

Eine weitere Anwendung der Faktorisierungstheoreme aus Abschnitt 1 stellen die
LP-Raume dar. Dazu wollen wir insbesondere das Haar Maf3 auf lokal kompakten Grup-
pen betrachten. Der Aufbau des Kapitels folgt dabei Ausschnitten aus ,,Locally Compact
Groups“, [3], S. 31-54.
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3.1 Lokal kompakte Gruppen

Definition 3.1. Wir bezeichnen eine Gruppe (G,-) als topologische Gruppe, wenn G
mit einer Topologie versehen ist, sodass die Abbildungen (z,y) — z -y auf G x G, sowie
x +— 71 auf G stetig sind. Wir schreiben auch zy anstelle von x -y und bezeichnen das
neutrale Element der Gruppe mit u. Weiters verwenden wir fiir Teilmengen A, B C G
die Schreibweisen

Ar={yz: yc A}, zA={axy: yc A}, A'={y': ycA}

AB={zy: x € A,y € B}

Ist die Topolgie auf G lokal kompakt und Hausdorff, so sprechen wir von einer lokal
kompakten Gruppe.

Ist f eine Funktion auf einer topologischen Gruppe G und y € G, so kénnen links- und
rechts-Translationen (in Abhéngigkeit von y) auf f via

Lyf(z) = f(y~'z), Ryf(x) = f(zy)
definieren.
Definition 3.2. Wir sagen eine Funktion f von G nach K, wobei G eine topologische
Gruppe sei, ist links (bzw. rechts) gleichmdfig stetig, falls

Yy—u

*)
||Lyf - f||sup — 0 (bZW ”Ryf — stup y_l; 0)7
wobei || - [|sup die Supremumsnorm ist.

Lemma 3.1. Jedes f € Coo(G) ist links und rechts gleichmifig stetig.

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass f rechts gleichméfig stetig ist. Sei also K =
supp(f) und € > 0 beliebig. Da die Gruppenoperationen stetig sind, gibt es fiir je-
des z € K eine Umgebung U, von u mit |f(zy) — f(z)| < ie fiir alle y € U,. Zu U,
sei nun V, eine symmetrische Umgebung (d.h. V, = V1) von u mit V,V, C U,. Die
Mengen zV, mit = € K bilden somit eine Uberdeckung von K und es gibt endliche viele
T1,...,Tn € K, sodass

n
K C U iL‘ZVQ;Z
=1

Wir definieren nun V' = (), V;, und wihlen y € V beliebig aber fest. Fiir z € K
existiert dann ein ¢ mit x € z;V,, und weiters x; Iy e Vz; € Ug,. Damit folgt z; lmy €
Ve; Vo, € Uy,. Dann folgt aber

flzy) — f@) < | flzy)  —flo)|+[f@) =  f(x) \<75+16:g.
~——
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Ahnlich behandelt man den Fall, dass = ¢ K, jedoch xy € K, denn dann gibt es wieder
ein ¢ mit zy € x;V,, und somit = € z;U,, und schlielich x;lm €U, ImFall z,2y ¢ K
gilt trivialerweise f(z) = f(zy) = 0. Somit folgt

1Ry f = fllsup <e

Der Beweis fiir die links gleichméfige Stetigkeit verlauft analog, indem man die Multipli-
kationen kommutiert und bedenkt, dass man U, 0.B.d.A. symmetrisch wiahlen kann. W

3.2 Haar MaB

Definition 3.3. Ein Radonmafl ist ein Mafli auf der Borelschen o-Algebra eines
Hausdorff-Raums, das lokal endlich und von innen regulér ist. Zur Erinnerung: Lokal
endlich bedeutet (fiir ein Maf§ u), dass es fiir alle x des Raums eine offene Umgebung
U von z gibt, sodass p(U) < co. Bezeichne 2 die o-Algebra, so heifit von innen regulir,
dass fiir alle A aus A gilt p(A) = sup{u(K): K C2, K ist kompakt}.

Somit konnen wir nun ein linkes (bzw. rechtes) Haar Majf$ definieren. Dies ist ein nicht-
negatives, nichttriviales Radonmafl p (d.h. p # 0) auf einer lokal kompakten Gruppe G,
das fiir jede Borelmenge A sowie jedes Gruppenelement x die Beziehung

p(@E) = p(E) (bzw. p(Ex) = p(E))
erfiillt - das heifit, das Ma$ ist linksinvariant (bzw. rechtsinvariant).

Bemerkung 3.1. Beispielsweise ist das Lebesgue-Maf3 auf der additiven Gruppe von R"
oder C" ein Haar Maf.

Bemerkung 3.2. Ist p ein linkes (bzw. rechtes) Haar Mafl auf G, so folgt aus der Forde-
rung der lokalen Endlichkeit und der lokalen Kompaktheit von G, dass p auf kompakten
Mengen endlich ist.

Bemerkung 3.3. Auf lokal kompakten Gruppen G mit einem Radonma$ p wird L*>(G)
wie folgt definiert:

Eine Menge F C X heifit lokal borel, wenn fiir jede Borelmenge F', mit u(F) < oo, ENF
eine Borelmenge ist. Eine lokale Borelmenge ist lokal null, wenn u(E N F) = 0, fiir alle
Borelmengen F' mit p(F) < oco. Lokal fast dberall bedeutet dann iiberall, bis auf eine
lokale Nullmenge. Eine Funktion heifit lokal messbar, falls Urbilder von Borelmengen
lokal borel sind. Somit kénnen wir den Banachraum L*°(G) als den Raum aller lokal
messbaren Funktionen, die lokal fast iiberall beschrinkt sind, mit der Norm

| £lloo = inf{c: |f(z)| < ¢lokal f.ii.},

definieren.

Mit dieser Definition wird dann L>°(G) tatsiichlich zum Dualraum von L!(G), was sonst
fiir nicht sigma-endliche Mafle im Allgemeinen nicht stimmt. Fiir sigma-endliche Rdume
fallt diese ,,neue“ Definition des L mit der aus der Maflitheorie bekannten zusammen.
Fiir Details siehe [3], S. 45 f., sowie [2], S. 324.
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Lemma 3.2. Sei u ein Radonmaf auf einer lokal kompakten Gruppe G. Es gilt: p ist
genau dann ein linkes Haar MafS, wenn [ L, fdu = [ fdu fir alle f € C’&)(G) und jedes
yeQG.

Beweis. Approximiert man f durch Treppenfunktionen, so kann man sich leicht iiber-
zeugen, dass fiir ein RadonmaB p die Gleichheit [ L, fdu = [ fdu, gilt, wobei p,(A) =
p(yA). Fiir ein linkes Haar Maf$ folgt somit [ L, fdu = [ fdu. Gilt die Gleichheit um-
gekehrt fiir alle f € Cgy(G), so gilt sie aufgrund der Linearitit des Integrals auch fiir
alle f € Cyo(G) und aus der Eindeutigkeisaussage im Satz von Riesz-Markov folgt die
Gleichheit p = fi,. [ ]

Lemma 3.3. Ist p ein linkes Haar MafS auf G, so gilt p(U) > 0 fiir jede nichtleere
offene Menge U.

Beweis. Angenommen U sei eine nichtleere offene Menge und p(U) = 0. Dann folgt, dass
auch p(zU) = 0 fiir alle x € G. Da jede kompakte Menge K durch endlich viele Trans-
lationen xU iiberdeckt werden kann, gilt auch u(K) = 0. Aus der inneren Regularitét
folgt dann jedoch p(G) = 0, was ein Widerspruch zur Nichttrivialitét ist. [ |

Lemma 3.4. Ist pu ein linkes Haar Maf auf G und f € Ciy(G), dann gilt [ fdu > 0.

Beweis. Sei U = {z : f(z) > 5||fllsup }- U ist nichtleer und offen und zusammen mit
Lemma 3.3 folgt

JECE R
|

Satz 3.1 (Eindeutigkeit). Sind X\ und p linke Haar Mafle auf G, so existiert ein ¢ €
(0,00), sodass = cA.

Beweis. Berticksichtigt man, dass fiir f € Cgy(G) die Integrale [ fdA und [ fdu positiv
sind (vgl. Lemma 3.4), so ist die Aussage p = c\ dquivalent zu

[ fdA
[ fdu

Wir nehmen im Folgenden an, dass f, g € Cgy(G) und fixieren eine kompakte Umgebung
Vo von u. Weiters setzen wir

= const. Vf € Ci(G).

A = (supp(f)) Vo U Vo (supp(f)), B = (supp(g)) Vo U Vo (supp(g)) -

A und B sind kompakt und fiir y € V} sind die Tréger der Funktionen = — f(zy)— f(yx)
bzw. z — g(xy) — g(yx) in A bzw. B enthalten.

Sei nun € > 0. Nach Lemma 3.1 existiert eine symmetrische Umgebung V' C V{ von u,
sodass fiir y € V

|f(xy) — flyo)| < |f(zy) — f(2)] + |f(2) — flyz)| < e
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und analog |g(zy) — g(yx)| < € fiir alle z € G.

Wir wihlen nun ein h € Cgy(G) mit h(z) = h(z~!) und supp(h) C V. Mit Lemma
3.2 und dem Satz von Fubini (anwendbar, da die Integrale iiber kompakte Mengen mit
endlichem Maf} gehen), folgt

/hd,u/fd)\: //h(y)f(:c) // f(yx)d\(x)du(y)

und weiters mit h(z) = h (z7!)

[rix [ = [ [r@swaraau) = [ [be) rmax
://h(x_ly)f( // Flay)du(y)dA(@)

// f(@y)d\(z)dp(y).
Somit gilt

‘ [ wix [ an= [ nau [ fdA‘ ‘ [ [ 1) () = 1) dX@dnto)

supp(h)CV
27 ) / hp.

Genauso sieht man, dass

‘/hd)\/gd,u—/hdu/gd)\' §E)\(B)/hd,u.

Dividiert man nun die erste Ungleichung durch [ hdy [ fdu und die zweite durch
[ hdp [ gdp und fasst sie zusammen, so bekommt man

ffd)\_fgd)\’< ffd)\_fhdA‘ fhd)\_fgd)\’
[fdp [gdu| = | [ fdu  [hdp| | [hdu  [gdu

<o (20, 20
=\ S fdu o [gdp)
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Gleichheit der Verhéltnisse der Integrale fiir beliebige

+ . [ fdx . .
f,9 € Cyp, womit Tfau als Funktion von f konstant ist. |
Ein weiteres wichtiges Resultat stellt der folgende Satz dar. Fiir den Beweis siehe [3], S.

37-39.

Satz 3.2 (Existenz). Jede lokal kompakte Gruppe G besitzt ein linkes Haar Maj.
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3.3 Faltung

Definition 3.4. Sei G eine lokal kompakte Gruppe und M(G) der Raum aller kom-
plexen Radonmafle auf G. Fiir zwei Mafle u,v € M(G) definieren wir eine Abbildung
I auf Co(G) mit I(¢) = [ [ ¢(zy) du(x) dv(y). I ist offensichtlich linear und es gilt
[ 1(o)| < ||éllsup ll1e]l]|¥]|. Nach dem Darstellungssatz von Riesz ist diese Abbildung durch
ein Mafl p* v € M(G) mit ||p*v| < ||u]|||v] gegeben, also

[odwwen)= [ [ otay) duto) vty

Wir nennen u * v auch die Faltung von p und v.

Lemma 3.5. Die Faltung als Abbildung x : M(G) x M(G) — M(G) ist assoziativ. Des
weiteren ist sie kommutativ genau dann, wenn G abelsch ist.

Beweis. Seien p,v,0 € M(G) und ¢ € Coo(G) beliebig, dann gilt

/¢m~wwm=//wwwmwzwa = [ [ ] étavs) dute) avty) doz)
//W/z (n*v)(y) do(z /¢>d [k V) *0).

Da ¢ € Cyo(G) beliebig war, sind die Mafle gleich.
Ist G abelsch, so gilt

/gbdu*l/ //gf)xyd,u ) du(y //gf)y:ﬂdu dp(z /quu*,u

Sei umgekehrt §, € M(G) das Punktmaf in z € G, so gilt

Jodo.a) = [ [ otw) dostw) as, ) = otew) = [ 6 s,

womit g * 0y = 0zy. Aus 0, * 0y = dy * 0, folgt somit xy = yx. |

Von nun an nehmen wir an, dass jede lokal kompakte Gruppe G mit einem bestimmten
linken Haar Maf3 A\ versehen ist (vgl. Satz 3.2). Wir schreiben dann auch dx anstelle von
d\(z) bzw | f fﬁr ff d\. Damit kénnen wir jeder Funktion f € L'(G) = L'(G, \) das
MaB u(A) = [, f(z) dz zuordnen und bekommen somit, dass LY(G) als Unterraum von
M(G) aufgefasst werden kann.

Lemma 3.6. Fir f,g € L'(G) gilt

- [ fwat!

Insbesondere kann die Faltung ausgedehnt werden auf g € LP(G) mit 1 < p < oo und es
gilt fxg € LP(G) mit
1+ gllp < 1F1l1llgllp-
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Beweis. Fiir f,g € L'(G) und ¢ € Cyo(G) gilt

[odit 9= [ ot g dody = [ [ o) 1wt e) do dy,
womit das FaltungsmaB f * g dem durch die Funktion [ f(y)g(y~'x)dy induzierten Maf
entspricht. Ist nun g € LP(G) mit 1 < p < oo, so bekommen wir mit der Minkowski-
Ungleichung fiir Integrale, Satz 4.2, angewandt auf f(y)Lyg(z),

Il = | [ 500200

< [ If(y)Lygllp d
, / Y)Lygllp Ay

— [1F@ILygl dy = 11l

wobel || Lygll, = ||g]|p aus der links-Invarianz des linken Haar Mafles A folgt. [ |

Bemerkung 3.4. Mit der Ungleichung ||u * v|| < ||u|/||v] wird M(G) mit der Faltung
offenbar zu einer Banachalgebra, der sogenannten MaB-Algebra. Weiters ist L'(G) C
M(G) als abgeschlossener Unterraum selbst eine Banachalgebra bzw. eine sogenannte
Faltungsalgebra. Setzt man A = L'(G), so ist offensichtlich M (G) ein Banach-.A-Modul.
Insbesondere zeigt Lemma 3.6, dass auch der Banachraum LP(G), 1 < p < oo ein linkes
Banach-.A4-Modul ist.

Bemerkung 3.5. Ist G diskret, so ist die skalierte Indikatorfunktion bei u, ¢ - 1,, ein
neutrales Element der Faltungsalgebra L!(G), da dann

fole-Tu) =(c- 1)« f = f,
1

wobei ¢ = 5 Pk Ist G nicht diskret, so kann man den Fall ¢ — oo betrachten und
bekommt das Punktmaf} bei u, das genau diese Eigenschaft erfiillt, jedoch hat man dann
keine Funktion mehr. Man kann sich jedoch Approximationen der Eins konstruieren.

Definition 3.5. Fiir € G kénnen wir ein Maf} folgendermaflen definieren
Az(E) = MEx).

Da y(Ez) = (yE)z ist auch A, ein linkes Haar Mafl. Nach Satz 3.1 existiert somit eine
Konstante A(xz) > 0, sodass A, = A(z)A. Damit bekommen wir aber eine Funktion
A : G — (0,00), die sogenannte modulare Funktion auf G.

Lemma 3.7. Sei f € LP(G) mit 1 < p < co. Dann gehen || Ly f — fllp, und [|Ryf — fllp
gegen 0, fir y — u.

Beweis. Sei V' eine fixierte beliebige kompakte symmetrische Umgebung von w. Sei
zunéchst f € Cpo(G) und definiere K = (supp(f))V UV (supp(f)). Dann ist K kompakt
und die Triger von L, f und R, f liegen in K, falls y € V. Mit Lemma 3.1 folgt dann

ILyf — Fllp < XE)VP|Lyf — flloo 50
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y~>u

und analog ||R, f — fl, —

_1 )
Sei nun f € LP(G). Es gilt ||Lyf|]p = ||fll, sowie [|Ryfl, = A(y) #||fll, < C|fl, fiir
y € V. Sei nun € > 0 beliebig, aber fest, so kénnen wir ein g € Cpo(G) withlen, sodass
|f — gllp < e. Dann folgt aber

1Ry f = fllp < 1By (f = 9)llp + [112yg = gllp + llg = fllp < (C+ De + | Ryg — gllp,

wobei der letzte Term fiir y — u verschwindet. Analog zeigt man die Ungleichung fiir
Lyf. [ |

Lemma 3.8. Sei U eine Umgebungsbasis von u in G. Fir jedes U € U sei Yy eine
Funktion, sodass supp(¢y) kompakt und in U enthalten ist. Weiters sei ¢y > 0 und
[ v =1. Fir f € LP(G), 1 < p < 0o konvergiert dann ||y * f — fl|, gegen 0, wenn U
gegen {u} geht. Die Aussage gilt auch dann, wenn p = oo und f links gleichmdfig stetig
ist. Analoge Aussagen gelten fiir f = yy.

Beweis. Mit [y = 1 bekommen wir

— / bo(@)f (vy) de—f(y) / Yu(z) do = / (Lo f(0) — F()) V() de

Mit der Minkowski-Ungleichung fiir Integrale - Satz 4.2 - folgt nun

o+ =l = [ (er = Dty da]| < [1ts = vt oz

- / It = fll o(e) do < sup | Lof = £,

Im Fall p < oo geht nach Lemma 3.7 der Ausdruck aber gegen 0, fir + — u bzw.
U — {u}. Im Fall p = oo folgt die Aussage aus der links gleichméBigen Stetigkeit.
|

Die Familie {¢¢;} bildet fiir U — {u} somit eine beschrinkte Approximation der Eins.
Da wir die Mengen U kompakt wéhlen koénnen, existiert mit ¥y = %U)HU immer eine

beschréinkte Approximation der Eins in L!(G). Insbesondere liegt L'(G) x LP(G) fiir
1 < p < oo dicht in LP(G) und wir bekommen mit Satz 1.2, sowie Bemerkung 3.4
folgendes Korollar:

Korollar 3.1. Sei G eine lokal kompakte Gruppe mit einem ausgezeichneten linken
Haar Maf$ \. Fir jedes f € LP(G) = LP(G,\), 1 < p < oo und jedes § > 0 existieren
Funktionen g € LP(G) und h € L*(G), sodass

(i) f=hxg,
(ii) [hdX<1,

(i) llg — fllp < 0.

Insbesondere ist die Faltung als Abbildung x : L'(G) x LP(G) — LP(G) surjektiv bzw.
LYG) * LP(G) = LP(G).

24



Faktorisierungstheoreme und Anwendungen Fabian Muf}nig

4 Anhang

Hier findet sich eine Auflistung von einigen Resultaten, die im Laufe des Textes verwen-
det wurden.

Lemma 4.1. FEs gilt
o0
k J—
> 5F =
k=1

Beweis. Zunéchst sei bemerkt, dass aus g(n) — g(n — 1) = f(n) und ¢g(0) = 0 fir
die Folge der Partialsummen ), _; f(k) = g(n) folgt. Wir setzen also f(k) = 2% und
g(n) =27" (—n + 2" — 2). Dann gilt

9(0)=2°2-2) =0,
sowie
gn) —gn—1)=2""(—n+ ontl _ 2) — 27" (Cp 142" —2)
=2 (—n+2-2-2-n+1)—2+4) = 2% = f(n).
Somit folgt
=k . 2
2 gr = fim o) = lim <—2+2—zn) -2
k=1
]

Satz 4.1. Seien (an)n>0 und (by)n>0 Folgen in einer Banachalgebra A. Konvergiert die
Reihe 07 o by gegen ein B € A und konvergiert die Reihe Y > an absolut gegen ein
A € A, so konvergiert das Cauchy-Produkt > " o> ¢ a0 by gegen Ao B € A.

Beweis. Wir definieren die Folgen der Partialsummen als

N N N n
AN =) an, By=D) by, Cn=> > apoby .
n=0 n=0

n=0 k=0

Durch Umordnen erhalt man

CN—ZZakobnk—ZaNnoB ZaN" (B, — B) (ZaN n)o

n=0 k=0

—ZaN no(B,—B)+ Ay oB.

Sei nun ¢ > 0 beliebig, aber fest. Da die Summe der (by,),>0 konvergiert und die Summe
der (an)n>0 absolut konvergiert, existiert ein M, sodass

e/3

1By = Bl < =&
2o llax]

VN > M.
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Auflerdem folgt aus der Konvergenz der Summe der (ay)n>0, dass diese eine Nullfolge
bilden und somit existiert ein L > M mit

e/3
, YN > L.
M supy || By — Bl

lan—nm| <

(Man beachte, dass im Falle von supy || By — BJ| = 0, die Folge der Partialsummen kon-
stant ist, womit B = by. Dann ist die Aussage aber trivial.) Zudem gibt es entsprechend
fiir die Folge der Partialsummen Ay ein K, sodass

/3
Ay — Al < YN > K.
I I<7Er

Wiéhlt man nun N > max{K, L, M} = max{K, L}, so gilt

N
ICx = Ao Bl =|> an-no(By—B)+(Ay — A)oB
n=0
M—1 N
<Y ay —pll-I1Ba = Bl + D llan-nll - [|B. — Bl + || Ax — Al| - | B
= S n=h
e/3 e/3 5/3
< Msup||By = Bl + )_ flaxll 1Bl = e,
Msupy || By — B nz% IS Taall 1B
womit alles gezeigt ist. |

Lemma 4.2 (Polarformel). Ist A eine Banach-*-Algebra, so gilt fir a,b,x € A:

3
4(aoxob) sz(a 4+ ) oxo(a*—i—i_kb).

k=0
Beweis. Es gilt
t(@* +£b)*oxo(a*+£b)=(ta+b")oxo(a"£b)
=+dagozxoa*+b'oxoa*+aoxzobtb oxob,

sowie
+i(a* Fib)* ox o (a* Fib) = (Lia —b*) ox o (a* Fib)

=+i(aozxoa’)t+aoxob—b"oxoa®+i(b*oxob).

Addiert man diese vier Gleichungen, so bekommt man

3
Zik (a* —|—i_kb)* oxo (a* —|—i_kb) =4(aoxob)+2(b*ocxoa”)—2(b"oxoa")
k=0

=4(aozob).
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Satz 4.2 (Minkowski-Ungleichung fiir Integrale). Seien (2,u) und (B,v) zwei
Messriume und F(x,y) : A x B — K eine messbare Funktion, dann gilt fir 1 < p < oo

’/Ql (@) dule /HF sy du(z),

sofern die rechte Seite existiert. Die Unglezchung gilt auch fiir p = oo, sofern die Rdume
stgma-endlich sind.

Beweis. Sei q der konjugierte Exponent zu p und g € L4(*B) beliebig, dann folgt mit der
Holder-Ungleichung;:

f, (e ants) o) dv<y>' < [ [ F@plat) i) dute)

< [ NP@ s laloga duta).
Da L1(B) der Dualraum zu LP(B) ist, gilt fiir ein h € LP(B), dass

9]l La(m) = 1} :

wobei hier im Fall p = oo die sigma-Endlichkeit einfliet. Setzt man nun h(y) =
f%l F(z,y) du(x) und bedenkt, dass in obiger Ungleichung g € LI(B) beliebig war,
so folgt die Aussage. |

1Al Lo () = SHP{ ; hg dv| :

Bemerkung 4.1. Im Fall von lokal kompakten Gruppen mit einem Radonmafl kann in
Satz 4.2 auf die Voraussetzung der sigma-Endlichkeit im Fall p = oo verzichtet werden
(vgl. Bemerkung 3.3).
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