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0.1 Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit dem Tensorprodukt von Banachrdumen. Das Tensor-
produkt ist eine algebraische Konstruktion, welche oft in der Physik Anwendung findet,
wobei man dabei meist das Tensorprodukt von Hilbertrdumen betrachtet.

Wenn man etwas allgemeiner das Tensorprodukt von Banachrdumen beleuchtet, erhalt
man einige sehr interessante Resultate.

Im ersten Kapitel wird zuerst das Tensorprodukt als algebraische Konstruktion vorge-
stellt. Wir definieren dabei das Tensorprodukt zweier Vektorrdume als Teilraum der li-
nearen Funktionale auf dem Raum aller Bilinearformen auf diesen Vektorrdumen. Wenn
man das Tensorprodukt zweier Banachraume bildet, induziert dieses auf intuitive Art
und Weise zwei Normen, die projektive und injektive Norm. Der Aufbau des Kapitels
und die vorgestellten Resultate und Beweise orientieren sich dabei grofiteils an [Ry].

Im zweiten Kapitel werden die zuvor konstruierten Normen etwas genauer studiert. Da-
bei stehen die Klassen der nuklearen, integralen und Pietsch-integralen Operatoren im
Zentrum. Als Grundlage fiir die vorgestellten Resultaten dienen dabei [Ry| und [DUJ.



0.2 Notation und einfithrende Bemerkungen

Die nachfolgenden Resultate iiber das algebraische Tensorprodukt wurden fiir Vektorrdume
iiber C formuliert, kénnen jedoch auch allgemeiner fiir einen beliebigen Skalarkérper auf
die gleiche Art und Weise gezeigt werden.

Im weiteren betrachten wir Banachrdume iiber C und bezeichnen fiir einen Banachraum
X dessen algebraischen Dualraum mit X* und dessen topologischen mit X’. Elemente
von X* werden iiblicherweise mit x* bezeichnet, Elemente von X’ mit 2’.

Wir bezeichnen mit KX (0) die abgeschlossene Kugel in X mit Radius 1 um die Null.
Fir x € X und 2* € X* verwenden wir meist die Notation fiir duale Paare. Wir schreiben
(x,z*) = a*(x).

Sind zwei Rdume X und X isomorph zueinander, schreiben wir X ~ X. Sind sie isome-
trisch isomorph zueinander, schreiben wir X = X.

Fiir einen Mafiraum (2, %, i1) bezeichnen wir mit L;(u) die Aquivalenzklassen aller be-
tragsméfig integrierbaren Funktionen und mir L., (p) die Aquivalenzklassen aller Funk-
tionen, deren wesentliches Supremum endlich ist. Wir bezeichnen mit |u|(€2) die Variation
des Mafles .



Kapitel 1

Tensorprodukte von Banachriumen

Dieses Kapitel behandelt zuerst das Tensorprodukt zweier Vektorrdume im rein algebrai-
schen Sinn und wie dieses konkret konstruiert werden kann. Setzt man zusétzlich voraus,
dass diese Vektorrdume Banachrdume sind, kann man ausgehend von den gegebenen
Normen die projektive und injektive Norm auf dem Tensorprodukt definieren. Nach Ver-
vollstdndigung des Tensorproduktes unter diesen Normen erhalten wir jene Banachriume,
die im Zentrum dieser Arbeit stehen.

1.1 Das algebraische Tensorprodukt

Sind X, Y und Z Vektorrdume iiber C, so heifit eine Abbildung A : X x Y — Z, vom
kartesischen Produkt X x Y nach Z bilinear, falls

Alarzy + aama, y) = a1 A(z1,y) + asA(x2, y) und
A(z, Biyh + Bay2) = BiA(z,y1) + oAz, y2)

fir alle x, x1, 29 € X, y,y1,y2 € Y und fiir alle Skalare a1, as, 51, B2 € C.

Wir bezeichnen mit B(X x Y, Z) als die Menge aller bilinearen Abbildungen von X x Y
nach Z. Man zeigt unschwer, dass dieser Raum ein Vektorraum ist. Im Fall Z = C spricht
man von Bilinearformen und schreibt kurz B(X x Y). Fiir x € X und y € Y definieren
wir z ® y als das Punktauswertungsfunktional im Punkt (z,y), also

[ B(XxY) - C
x®y.{ A = A(z,y)

fiir jede Bilinearform A auf X x Y. Im folgenden Abschnitt betrachten wir vorerst nur
den Fall Z = C.

Definition 1.1 Sind X und Y Vektorrdume iiber C, dann bezeichnet man mit X ® Y
den Unterraum von B(X xY)*, der durch alle Elemente der Form = ®y aufgespannt wird.
Diesen Raum nennt man das (algebraische) Tensorprodukt von X und Y. Die Elemente
des Tensorproduktes heiflen Tensoren.



Ein Tensor v in X ® Y hat also die Form

v=> Nz ®y)
=1

firn e N, x; € X, y; € Y und komplexe \; € C.
Aus der Tatsache, dass Elemente der Form x ® y auf bilinearen Abbildungen wirken, folgt
auch die Bilinearitdt der Abbildung

[ XxY = XevY
@y = 2y

Korollar 1.2 Fiir z, 21,20 € X, y,y1,92 € Y und X € C gilt

(i) (T14+22)QY=01QY + 22 @Y,

Mrey) =)@y =12 (\y),

(iv) 0@y =2®0=0.

)
(i) 2@ (1 +y2) =2 @y + @Yo,
(iii)

)

Die Darstellung eines Tensors als Linearkombination von Elementen der Form x ®y ist im
Allgemeinen nicht eindeutig. Auf die Frage, ob eine Linearkombination dem Nulltensor
entspricht, geht das folgende Resultat ein.

Proposition 1.3 Sind X und Y Vektorrdume iiber C, M C X* eine punktetrennende
Teilmenge von X* und N C Y* eine punktetrennende Teilmenge von Y*, also z*(z) = 0
fiir alle 2* € M impliziert = 0, y*(y) = 0 fiir alle y* € N impliziert y = 0. Dann sind
firv=>" 2,®y € X®Y folgende Aussagen dquivalent:

(i) v=0;

(i) = (ii): Seien z* € M und y* € N gegeben. Wir definieren die Bilinearform B durch
B(z,y) = z*(x)y"(y). Es folgt 0 = v(B) = > i, «" (:)y" (v).

(i) = (iii): Weil N eine punktetrennende Teilmenge von Y* ist, folgt aus 0 = > | z*(z;)y*(v;) =
y (3, o*(z;)y;) fiir alle y* € N, dass Y1, @*(x;)y; = 0.



(iii) = (1): Sei v = >, x; ® y; # 0. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass yi,...,yn
linear unabhéngig sind. Denn falls y,, = Z;:ll Ajy; mit Ag, ... A, € C, dann folgt

—_

3

<
I

n—1
w @y + e (Y Ay)
j=1

T
Loa

(27 + Xizy) © g

i=1

Wegen 0 ® y = 0 konnen wir zusétzlich x; # 0 annehmen. Weil M eine punktetrennende
Teilmenge von X* ist, existiert ein z* € M, sodass z*(z1) # 0. Da der Nullvektor nur

trivial aus yi, ..., y, linearkombiniert werden kann, ist auch > | 2*(z;)y; ungleich dem
Nullvektor.
Auf genau die gleiche Weise beweist man (i) = (iv) und (iv) = (i). 0

Bemerkung 1.4 Firv e X ® Y stimmt die Summe aus Proposition 1.3 (ii) iiberein mit
V(Byr ), wobel By« « die durch By« (7, y) = 2*(z)y*(y) definierte Bilinearform ist.

Proposition 1.5 Sind X, Y und Z Vektorrdume iiber C, dann ist die durch
i=1 i=1

definierte Abbildung eine lineare Bijektion ¥ : B(X x Y, Z) - L(X ® Y, Z).

Beweis. Sei B: X xY — Z eine bilineare Abbildung. Wir definieren die Abbildung B :
X®Y — Z duwrch B(X0, :®@y;) = S, B(x;, y;). Damit diese Abbildung wohldefiniert
ist, miissen wir zeigen, dass die Definition unabhéngig von der gewéahlten Darstellung von
vist, alsodassaus v = > | X, Qy; = Yo &;®y; immer Y o Bz, y;) = > 0 B(Z:, i)
folgt. Dazu reicht es, aus > | z; ® y; = 0 die Bezichung """ | B(z;,y;) = 0 zu folgern.
Falls "7 | z; ®y; = 0, so ist fiir jedes z* € Z* die Zusammensetzung z* o B ein bilineares
Funktional, welches

Z*(ZB(%,%)) = ZZ* o B(z;,y;) = (2" 0 B, sz ®yi) =0
i=1 i=1 i=1
erfiillt. Nachdem dies fiir alle z € Z* gilt, folgt > "  B(x;,y;) = 0. Also ist die Ab-
bildung ¥(B) = B eine wohldefinierte und offensichtlich lineare Abbildung von X ® Y
nach Z. Um die Bijektivitdt von W zu zeigen, definieren wir uns explizit die Inverse.
Fir S € L(X ® Y, Z) folgt aus der Bilinearitdt der Abbildung 7 : (z,y) — = ® y, dass
die Zusammensetzung S o 7 ein Element von B(X X Y, Z) ist. Man erkennt leicht, dass
U(Sor)=Sund (¥V(B)o7)(x,y) =¥ (B)(z®y) = B(x,y) fiir Be€ B(X xY,Z) gilt.
Also ist ¥ eine Bijektion mit Inverse =1 : S+ So 7. U



Korollar 1.6 Sind X und Y Vektorrdume iiber C, dann gilt

(X®Y)* ~ B(X xY).

Definition 1.7 Die letzten beiden Resultate priagen die Begriffsbildung, eine bilineare
Abbildung zu linearisieren. Gemeint ist dabei die Identifikation von B € B(X x Y, Z)
mit der Abbildung B = ¥(B) € L(X ® Y, Z), wie sie im Beweis konstruiert wurde.

Korollar 1.8 Sind X,Y, Z, W Vektorraume iiber Cund S : X — Z, T : Y — W lineare
Abbildungen, dann existiert eine lineare Abbildung

XY = ZeoW
S®T'{ r®y — SrTy

firallex € X undy € Y.

Beweis. Die Abbildung (z,y) — (Sz) ® (Sy) € Z® W ist wohldefiniert und bilinear fiir
alle x € X und y € Y. Somit folgt die Aussage aus Proposition 1.5. O

Tensoren als lineare und bilineare Abbildungen

Wir haben das Tensorprodukt als Teilraum linearer Funktionale auf B(X x Y") definiert.
Es gibt jedoch andere Vorgehensweisen, das Tensorprodukt zu konstruieren. Im folgen-
den Abschnitt werden weitere Moglichkeiten diskutiert, wie Tensoren verstanden werden
konnen.

Proposition 1.9 Seien X und Y Vektorrdume iiber C und fiir x € X und y € Y sei
B,, € B(X* x Y*) definiert durch B, ,(z*,y*) = 2*(x)y*(y). Dann ist durch

- X®Y — B(X*xY?
’ TRy +— DBy, ’

eine lineare, injektive Abbildung definiert.

Beweis. Offensichtlich ist die Abbildung (z,y) — B,, € B(X* x Y*) bilinear, womit aus
Proposition 1.5 folgt, dass eine eindeutige, lineare Abbildung ¢ : X ® Y — B(X* x Y*)
existiert mit t(x®y) = B, . Aus Y| By, 4 = 0 folgt wegen Proposition 1.3 mit M = X*
und N =Y* dass > | z; ®y; = 0. Also ist ¢ injektiv. O

Proposition 1.10 Seien X und Y Vektorrdume iiber C und L,, € L(X*Y) sowie
R,, € L(Y*, X) definiert durch L, , : * — 2*(x)y und R, , : y* — y*(y)z fiir allex € X
und y € Y. Dann sind durch

L Xey - Lxty) [ XeY - LX)
L (r®y) — L,, R (x®@y) = Ry



injektive und lineare Abbildungen definiert.

Beweis. Offensichtlich sind die Abbildungen (z,y) — L., und (z,y) — R,, bilinear.
Damit existieren wegen Proposition 1.5 zwei eindeutige lineare Abbildungen ¢ : X®Y —
LX*Y)und tgp: X ®Y — L(Y*, X) mit 1(z ®y) = Ly, und tr(z @ y) = R,y
Firv=> ", z;®y; gilt

tp(v)(2*) = 213*(%)?/2 und  r(y") = Zy*(yz) ® T;.

Weil aus > 2*(x;)y; = 0 bzw. D7 y*(y;) ® ; = 0 wegen Proposition 1.3 mit M = X*
und N = Y™ immer v = 0 folgt, sind ¢y und ¢ injektiv. U

Proposition 1.11 Seien X und Y Vektorrdume iiber C und L.+, € L(X,Y’) definiert
durch L+, : x — 2*(2)y fir alle 2* € X und y € Y und R, ,~ € L(Y, X) definiert durch
Ly~ y = y*(y)z fiir alle z € X und y* € Y. Dann sind durch

] XeY - LXY) [ Xeyr = LYX)
L (2* ®@y) = Ly ’ R (x@y*) = Ry

injektive und lineare Abbildungen definiert.

Beweis. Offensichtlich ist die Abbildung (z*,y) + Lg«, bilinear, weshalb mit Pro-
position 1.5 eine eindeutige lineare Abbildung ¢, : X* ® Y — L(X,Y) existiert mit
t(x* ®@y) = Ly« . Es bleibt die Injektivitét zu zeigen.

Seiv =>3" 2@y € X*®Y ungleich Null. Ist ¢x die kanonische Einbettung von
X nach X**, dann ist ¢tx(X) eine punktetrennende lineare Teilmenge von X*. Gemé8
Proposition 1.3 existiert ein = € X, sodass Y ., tx(x)(z))y; = Y iy zf(z)y; # 0. Also

ist ¢z injektiv. Ahnlich verfihrt man mit ¢z : X ® Y* — L(Y, X). 0

Bemerkung 1.12 Die Einbettungen aus den Propositionen 1.9-1.11 bezeichnen wir als die
kanonischen Einbettungen der jeweiligen Tensorprodukte in die entsprechenden Riaume
bilinearer oder linearer Funktionen.

1.2 Das Tensorprodukt von Banachridumen

Das projektive Tensorprodukt

Sind X und Y zwei Banachrdume, x € X und y € Y, dann liegt es nahe, dass eine Norm
auf dem Tensorprodukt die Ungleichung

lz @yl = [l Iyl

erfiillt. Diese Tatsache fiihrt zu folgender Definition einer Norm.



Satz 1.13 Sind X und Y Banachridume iiber C, dann ist durch
(v) = f0)  flzill llyill : v =) @ @i}
i=1 i=1

eine Norm auf X ® Y definiert. Weiters gilt m(x®y) = ||z ||y| fir allez € X undy € Y.
Wir nennen diese Norm die projektive Norm. Falls spezifiziert werden muss, um welche
Banachraume es sich handelt, schreiben wir 7y y (v).

Beweis. Angenommen es gilt w(v) = 0 fiir v € X ® Y. Wéhle beliebige 2’ € X’ und ¢/ €
Y. Dann existiert fiir alle € > 0 eine Darstellung v = """ | 2;®y;, sodass > ||| [lyi]| <
€. Ist By, die Bilinearform aus Bemerkung 1.4, dann erhalten wir

[0(Buy)l = | S22/ @y )| < e 2] 1]
=1

Weil € beliebig gewéhlt war, gilt v(B,,) = 0 und mit Proposition 1.3 angewandt auf
M = X"und N =Y’ folgt v = 0.

Wir zeigen nun 7(Av) = |A|7(v). Im Fall, dass A gleich Null ist, folgt die Aussage aus
dem schon Gezeigten. Sei also A # 0 und v = > | z; ® y; eine Darstellung von v. Wegen

v =300 (M) ®y; gilt
7(Ao) < (Awil| flgill = (Al ol -
=1 =1

Da die Darstellung von v beliebig gewéhlt war, bleibt die G}_eichung erhalten, wenn man
das Infimum bildet, also 7w(Av) < [A|w(v). Mit der gleichen Uberlegung gilt
() =7 A7) < A T(Aw).

Daraus folgt |A|m(v) < m(Av) und insgesamt w(A\v) = |A|7(v).
Als néchstes zeigen wir die Dreiecksungleichung. Seien v,v € X ® Y und sei € > 0. Wir
wihlen Darstellungen u =Y " 2, @ y; und v =Y ., w; ® z;, sodass

- € . €
DMl sl < w(w) + 5 und D Mwill =] < w(v) + 3"
i=1 i=1
Sor T @y + Yo, w; @ 2 ist eine Darstellung von u + v, welche
w(ut o) < Nl llgell + Y llwill 1]l < w(u) +m(v) + €
i=1 i=1

erfiillt. Da e beliebig gewéhlt war, folgt 7(u + v) < 7(u) + 7(v).
Schlussendlich ist 7(z ® y) = ||z|| |y zu zeigen. Dazu wihlen wir 2’ € K;X'(0) und
y' € KY'(0), sodass 2/(x) = ||z|| und 4/(y) = ||ly||, und definieren die Bilinearform B auf
X x Y durch B(z,w) = 2/(2)y/(w). Ihre Linearisierung B erfiillt

[B(Y_zi@y)| <Y 1Blai@y)l =Y la'(@)y' ()l < D llaill il
i=1 1=1 i=1 1=1

9



was |B(v)| < 7(v) fiir alle v € X ® Y impliziert. Somit ist B ein beschriinktes lineares
Funktional auf dem Raum (X ® Y, 7) mit Abbildungsnorm ||B|| < 1. Insbesondere gilt

[l lyl] = B(x,y) = Blz @ y) < 7m(x®y).

Die umgekehrte Ungleichung 7(x ®y) < ||z|| ||y|| folgt unmittelbar aus der Definition von
. U

Definition 1.14 Wir bezeichnen mit X ®, Y das Tensorprodukt X ® Y versehen mit
der projektiven Norm und X®,Y als dessen Vervollstindigung. Den Banachraum X &®,Y
nennt man das projektive Tensorprodukt der Banachrdume X und Y .

Bemerkung 1.15 Fiir Banachrdume XY und Z heifit eine bilineare Abbildung B :
X xY — Z beschrénkt, falls eine Konstante C' > 0 existiert, sodass ||B(z,y)|, <
Cllz]| ¢ llylly fir alle x € X und y € Y. Wir bezeichnen mit B(X x Y, Z) die Menge aller
beschrénkten, bilinearen Abbildungen. Man zeigt leicht, dass diese einen Vektorraum
bilden, und dass

1Bl = sup{[|B(z,y)ll ,: z€ X, yeY, [z <1, [lyll, <1}

eine Norm darauf ist. Auflerdem ist der Vektorraum aller beschrankten Bilinearformen,
versehen mit dieser Norm, ein Banachraum; siehe Anhang A.1.

Eine bilineare Abbildung ist genau dann beschrankt, wenn sie stetig ist; siche Anhang
A2

Bemerkung 1.16 Fiir einen normierten Raum (X, ||.||), dessen Vervollstindigung (X, ||.|)
und einen Banachraum (Y ||.||) ist die Abbildung

Lb(Xv Y) — Lb(X7 Y)

r o T (1.1)

ein isometrischer Isomorphismus. Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass jede beschrénkte
lineare Abbildung von X nach Y normtreu auf die Vervollstandigung X fortgesetzt wer-
den kann; vgl. Satz 2.5.2 in [BKW].

Das folgende Resultat erweitert Proposition 1.5 auf Banachrdume und ldsst uns den Dual-
raum des projektiven Tensorprodukts bestimmen.

Lemma 1.17 Seien X, Y und Z Banachrédume tiber C und B(X x Y, Z) der Raum al-
ler beschrénkten bilinearen Abbildungen von X X Y nach Z und ¥ : B(X x Y, Z) —
L(X ® Y, Z) die Abbildung aus Proposition 1.5. Dann ist ¥|gxxy,z) : B(X xY,Z) —
Ly(X ®, Y, Z) ein isometrischer Isomorphismus.
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Beweis. Sei B: X XY — Z eine beschrinkte bilineare Abbildung und betrachte B =
U(B)e L(XQY,Z). Firv=>)" 20y c XQ®Y gilt

Z B(xi, y:)
i=1

Bildet man das Infimum iiber alle Darstellungen von v, dann folgt |B()| < ||B||7(v).
Also ist B beschriankt mit Abbildungsnorm ||B|| < ||B]|. Andererseits gilt

1B(z,y)

insgesamt also || B|| = || B||. Es bleibt die Surjektivitiit zu zeigen. Gegeben sei eine lineare
Abbildung A € Ly(X ®Y, Z). Dann ist ¥"1(A) € B(X xY, Z) und erfiillt U(¥1A) = A.
Dabei ist ¥~!(A) beschrinkt, denn es gilt

n
<IBIY Nl il -
VA i=1

| =1B@y)ll <IB] ]l Iy,

[T A) (@, y)|| = [[T(T"A) (@ @ y))|| = 1Al @ y)ll < [A] |2l ]l -

Mit Bemerkung 1.16 schliefen wir auf die folgende Aussage.

Korollar 1.18 Seien X, Y und Z Banachriume iiber C und B(X X Y, Z) der Raum aller
beschrénkten bilinearen Abbildungen von X x Y nach Z. Ist ¥|gxxy) : B(X xY,Z) —
Ly(X ® Y,Z) wie in Lemma 1.17, und definieren wir fir B € B(X x Y') die lineare
Abbildung ¥(B) : X&,Y — Z als die stetige Fortsetzung von ¥(B) auf X®,Y, so ist
U :B(X xY) = Ly(X®,Y) ein isometrischer Isomorphismus.

Korollar 1.19 Sind X, Y und Z Banachrédume iiber C und B(X x Y, Z), dann gilt fir
den topologischen Dualraum des projektiven Tensorprodukts

(X&,Y) = B(X xY).

Bemerkung 1.20 Fiir eine Indexmenge I und einen Banachraum X iiber C nennt man
eine Familie x = (z;);er € X absolut summierbar, falls

|||, = Ahg(ll)z ]l < +o00,

wobei (£(I),=) die gerichtete Menge aller endlichen Teilmengen von I, versehen mit
A = B :& A C B, ist; siche Abschnitt 5.3 und 5.4 in [Ka].

Mit ¢1(I, X) bezeichnen wir die Menge aller absolut summierbaren Tupel (z;);c; mit
x; € X, i € I. Man erkennt leicht, dass diese, versehen mit der punktweisen Additi-
on, einen Vektorraum bilden und ||.||, eine Norm darauf ist. Dieser Raum ist sogar ein
Banachraum; siche Anhang A.3. Im Fall X = C schreiben wir kurz ¢;(I). Fir k € I
definieren wir den k-ten kanonischen Einheitsvektor als ey := (d;x)ier, wobei dy, fiir das
Kronecker-¢ steht.

11



Fiir © = (2;);c; definieren wir dessen Trager supp(z) := {i € I : x; # 0}. Weil x
absolut summierbar ist, muss S,(z) = {i € I : |z;/ < 1/n} endlich sein. Wegen
supp(z) = UpenSn(x) ist der Triger von x infolge hochstens abzéhlbar.

Satz 1.21 Ist X ein Banachraum iiber C und I eine beliebige Indexmenge und bezeichnen
wir mit J die Abbildung

(a®@x) — (a;7)icr a=(a;)ier € (1(I), x € X.

Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung J : ¢1(I)®,X — ¢1(I,X) von J. Diese
Forstsetzung ist ein isometrischer Isomorphismus und fir (z;);e; € ¢1(1, X) erfiillt sie

j(ZieI ei ® T;) = (Ti)ier-

Beweis. Zu a = (a;)ic; € (1(I) und x € X betrachten wir (a;x);c; € X’. Dieses Tupel
ist sogar absolut summierbar, also (a;z);cr € ¢1(1, X), denn

> laiwle < Q- laillzll = llallll=]l -

el i€l

Da die Abbildung (a,x) — (a;z)icr € ¢1(I,X) bilinear ist, ist mit Proposition 1.5 die
Abbildung J : £1(I) ® X — ¢1(1,X) durch J(a ® x) = (a;x);e; wohldefiniert. Wir zeigen
als néchstes, dass J isometrisch ist.

Sei dazu v ="}, ar @ ) € £1(I) ® X mit a, = (ay;)ier € (1(I) und z € X. Dann gilt
1l = H Z =3[
1 iel X
<33 fapanl, = Z[ S fau) kaux] =3 llael, el .
1=k

i€l k=1 i€l

Bildet man das Infimum iiber alle Darstellungen von v, so folgt ||J(v)||, < 7(v).

Fiir die umgekehrte Ungleichung wéhlen wir wie vorher eine Darstellung v = > 7| ay @y,
mit ay = (ax;)ier. Definieren wir (v;);e; € ¢1(1, X) durch v; == Y7, agxy, dann gilt
J(©) = (o)icr A

Wir zeigen, dass ) .., €;®v; gegen v in £ (1)®, X konvergiert. Dafiir definieren wir fiir jede
endliche Menge A C I die Abbildung IL4 : ¢1(1) — ¢1(I) durch ITa((ai)ier) = >_ e 4 aj€5-
Dann konvergiert I14((a;)icr) fur A € E(I) gegen (a;)iecr, denn fiir (a});es, definiert durch
a, =a;, 1 ¢ A, a; =0 sonst, gilt

ITLa(a) = all = 1) aje; — (@)ierll = (aier] = D lail = Y lasl =) lail,

jeA i€l il i€cA

li II(a) —al| = — i =
i 1(e) — ol = 3o = Jim 3% =0

i€l

wodurch
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Somit gilt

W[U-ZQ@%}:W Zak®$k—zzez akzxk}
icA L k=1 i€A k=1
= Z (Gk Q@ xp, — Z(akiei> ® xkﬂ
L k=1 i€A
=T Z (ak — HA(ak)) X Ik:|
L k=1
” Acg
<3 Mk — atan)lly, o laell =5 0.

k=1

Damit erhalten wir

W(U)ZW(Z@@UZ —7TA1€1£II Z; ®v, —Alelgnw ZA ®vz

el
=} = T,
Aelg(ll)ZHvzll ;H%Hl 1),

Damit ist J eine Isometrie von ¢; ® X mnach ¢,(1,X). Weil ¢,(1,X) vollstiandig ist,
existiert mit Satz 2.5.2 aus [BKW] eine eindeutige beschrénkte, lineare Fortsetzung
J: 0,(1&,X — €,(I, X), welche auch isometrisch ist.

Fir x = (2;)ier € 61(1, X) gilt

S ller @il <Yl < 4o
el iel

Also konvergiert = ) .., ¢; ® x; unbedingt und wir erhalten & € ¢,(/ )@ X. Wegen
J(e; @ x;) = e;x; € (4(1, X) folgt aus der Stetigkeit von J, dass J(Z) = x. O

Lemma 1.22 Sind X,Y, Z, W Banachrdume iiber Cund S : X — Z, T :Y — W
beschriankte, lineare Abbildungen, dann ist durch

_ X®Y — Z.W
S®”T'{ TRy — SzTy

eine beschrinkte, lineare Abbildung definiert. Dabei gilt ||S @, T|| = ||S|| || T||-

Beweis. Mit Korollar 1.8 existiert eine lineare Abbildung S® 7T : X ® Y — Z ®@ W mit
(ST)(zy)=Sr@Tyfirallere Xundye Y. Firv=> " 5,0y ¢ X®Y gilt

n

n((S®T)w) = (Y (Sz:) @ (Twi) < ISIITN Y llaill Nyl -

i=1 i=1

Bildet man das Infimum iiber alle Darstellungen von v, dann folgt ||[S @ T'|| < ||S|| |T]|-
Damit ist S ® T eine beschrinkte lineare Abbildung. Aus (S ® T)(z ®y) = (Sz) @ (Ty)
folgt [|S @ T|| > ||S] [|T]|, insgesamt also ||S @ T'|| = [|S|| ||T]|. Mit Satz 2.5.2 aus [BKW]
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existiert eine eindeutige lineare und beschrinkte Fortsetzung S ®, T : X®.Y — Z&,.W
mit gleicher Abbildungsnorm. O

Definition 1.23 Sind X und Z normierte Radume iiber C, dann heifit ein beschréankter,

linearer Operator @) : X — Z ein Quotientenoperator, falls @) surjektiv ist und ||z|| =
inf{||z| : z€ X, Q(z) = z} fir alle y € YV erfiillt.

Bemerkung 1.24 Man iiberlegt sich leicht, dass die zweite Bedingung Definition 1.23
bedeutet, dass () die offene Einheitskugel in X auf die offene Einheitskugel in Z abbildet.
Somit gilt dann Z = X /ker @ und ||Q]| = 1.

Lemma 1.25 Sind X und Y normierte Réume und @ : X — Y ein Quotientenoperator,
so ist auch die stetige Fortsetzung Q X =Y von @ auf die Vervollstandigung X von
X in die Vervollsténdigung Y von Y ein Quotientenoperator.

Beweis. Weil X die Vervollsténdigung von X ist, existiert eine isometrische Abbildung ¢ :

X — X, wobei (X) dicht in X liegt. Wir setzen im folgenden N := L(ker(Q))X. Fiir den
Beginn des Beweises zeigen wir, dass die Vervollstéindigung von X /ker(Q) iibereinstimmt
mit X /N. Weil X ein Banachraum ist, ist es auch X /N, wobei X /ker(Q) und X /N mit

der Faktorraumnorm versehen sind, also
|z + ker(Q) || x /ker(@) = inf{||z — w||x : w € ker(Q)}, fiirz € X,
|2 + Ng = nf{||& — 2|5 : z€ N}, fiir & € Xg .
Wegen v(ker(Q)) C N ist die Abbildung
[ X/ker(Q) — X/N
r+ker(Q) — x)+ N
wohldefiniert und linear. Wir zeigen zuerst, dass  isometrisch ist. Weil ¢ isometrisch ist,
gilt
&+ ker(Q)xtert) = inf{fl — wllx : w € ker(Q)}
= inf{[[e(z) — v(w)[[5 : w € ker(Q)}
> inf{||u(z) — zllx © 2 € N} = [|s(z + ker(Q))l ¢ n-

Fiir z € N existiert eine Folge (w,,)neny mit w,, € ker(Q), sodass lim,,_,o ||z —t(w,)|| ¢ = 0.
Es folgt

12 + ker(Q) | x/ker(@) < mf{[Je(2) = t(wn)llx = n € N} < () = 2] %

Bilden wir das Infimum iiber alle z € N, erhalten wir die umgekehrte Ungleichung, womit
sich k als isometrisch herausstellt.

Zu &+ N € X/N wihlen wir eine Folge (,)nen mit 2, € X, sodass ||¢(z,) — 2|5 fiir
n — oo gegen 0 konvergiert. Dann gilt

i |2+ N) = (o) + Nl 0 = T (1@ = 0(2a)) + V)l
< Jim (2 — i) = 0.

n—oo

14



Also liegt k(X /kerQ@) dicht in X /N, womit sich X/N als die Vervollstindigung von
X/ker(Q) herausstellt.

Geméafl Bemerkung 1.24 ist die Abbildung @Q/ker(Q) : X/ker(Q) — Y, definiert durch
(Q/ker(Q))(x + ker(Q)) = Q(x) fir x € X ein isometrischer Isomorphismus. Somit ist
auch die Fortsetzung R von Q/ker(Q) auf X /N nach Y ein isometrischer Isomorphismus.
Die Abbildung 7y : X — X /N definiert durch 7y (%) = & + N fiir & € X ist ein Quoti-
entenoperator und somit auch R o my : X Y. Wegen Ronmyor=0Q gilt Romy = Q
Also ist Q) ein Quotientenoperator mit ker(Q) = N. O

Lemma 1.26 Sind X,Y, Z, W Banachrdume iiber C und @ : X — Z, R:Y — W
Quotientenoperatoren, dann ist auch Q ®, R : X®,Y — Z&®,W ein Quotientenoperator.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zuerst fiir den Operator Q @ R : X ®, Y — Z @, W.
Sei Z?Zl zi Qw; € Z ®, W. Dann existieren x; € X und y; € Y, sodass Qx; = z; und
Ry, =w; furi e {1,...,n}. Esfolgt (Q@R)(D_, z;Qy;) = > i ziQuw;. Alsoist Q@ R
surjektiv.

Sindu € Z®, Wund v € X ®, Y mit (Q ® R)v = u, so gilt

m(u) < QIR 7(v) = m(v),

Zu € > 0 wiihle eine Darstellung > 7" | z;@w; von u, sodass Y ., ||zi]| [|wi]| < 7(u) + e. Fiir
ie{l,...,n} wihlez; € X und y; € Y, sodass Qz; = z;, Ry; = w; und ||z;]| < (1+e€) ||z]|
und ||y;]] < (1 + ¢€) ||w;||. Es folgt

T(Y w@y) < Z [l sl < Z(l +e) [zl (1 + ) fJwi
i=1 i ]
< Z L+ o) [lzi]l flwill < (1+€)? ZH%II lwill)

=1

(1+¢€) Z lzill flwill ) < (1 +€)*(m(u) + ).

Nachdem (Q ® R)(>1, z; ® y;) = uw und € > 0 beliebig gewihlt war, erhalten wir
m(u) =inf{n(v): vE€ X ®,Y, (Q® R)v=u}.

Also ist Q ® R ein Quotientenoperator und mit Lemma 1.25 auch Q ®, R. O

Lemma 1.27 Jeder Banachraum iiber C kann dargestellt werden als Quotient von ¢, (/)
fiir eine entsprechend gewihlte Indexmenge I. Das heifit, es existiert ein Quotientenope-
rator T : ¢1(1) — X.

Beweis. Wahle I = {x € X : ||z| = 1} und betrachte den Raum ¢;(/) aller absolut
summierbaren, komplexwertigen Tupel iiber /. Wegen

Z [Asz| = Z [Aal = [[(Aa)aerlly, () < +00

zel zel
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ist die Abbildung 7" : ¢;(I) — X mit

T<<)‘x):pel> = Z Ao

zel

fir alle (A\;)zer € ¢1(I) wohldefiniert und bildet einen linearen, beschriankten Operator
mit |7 < 1.

T ist surjektiv, denn fiir x € X gilt T'(||z|| eﬁ) = x, wobei e = den gir-ten kanonischen

Einheitsvektor in ¢;(I) bezeichnet. Dies impliziert auch, dass T" ein Quotientenoperator
ist, denn es gilt

[ietle |, = el

’41(1
Il

Satz 1.28 Seien X und Y Banachriume iiber C. Zu jedem u € X&®,Y und € > 0
existieren beschrinkte Folgen (z)52, € X und (yx)52, € Y, sodass die Reihe > 77 | 2, ®yy
gegen u konvergiert, wobei

D el llyell < () +e.
k=1

Beweis. Wegen Lemma 1.26 konnen wir eine Indexmenge I und einen Quotientenope-
rator @ : ¢1(1) — X mit X = (,(])/ker ) wéhlen. Gem#f Lemma 1.25 ist der Operator
Q®xid : (1(I)®,Y — X®,Y ebenfalls ein Quotientenoperator. Zu v € X®,Y und € > 0
finden wir v € ¢,(I)®,Y, sodass (Q ®, id)(v) = u und 7(v) < m(u) + €. Laut Satz 1.21
ist ¢1(I)®,Y isometrisch isomorph zu ¢;(I,Y). Somit kénnen wir v mit einem absolut
summierbaren Tupel (v;);e; € Y identifizieren. Anhand der in Satz 1.21 beschriebenen iso-
metrischen Isomorphie J kénnen wir v als 3, ; e; @v; schreiben, wobei 7(v) = 3=, [|vil-
Wiéhlen wir z; := Q(e;) und y; := v;, dann gilt u = (Q ®,id)v = >, , z; ® y;, wobei
Y e llzill lvill = m(v) < 7(u) 4 €. Mit Bemerkung 1.20 ist der Tréger eines jeden ab-
solut summierbaren Tupels abzdhlbar, weshalb wir )., x; ® y; schreiben konnen als

Z,jil T ® y; fiir entsprechend gewéhlte z, € X, yp € Y. O

Korollar 1.29 Sind X und Y Banachriume iiber C und v € X®,Y, dann gilt

m(v) = inf{ Z [znl lynll : Z [znl lynll < 400, v= Z Tp & yn}
n=1 n=1 n=1

Das injektive Tensorprodukt

Betrachten wir die in Proposition 1.9 definierte, kanonische Einbettung ¢ : X ® ¥ —
B(X*,Y*) mit «(x,y) = B,,, dann kénnen wir B, , auf das Produkt der topologischen
Dualrdume, (X’ x Y’), einschrianken. Man erhélt folgendes Resultat.
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Lemma 1.30 Sind X und Y Banachrdume iiber C und ¢ : X ® Y — B(X*,Y*) die
kanonische Einbettung aus Proposition 1.9. Dann ist die Abbildung

. X®Y — BX.Y)
' v = u(v)|xrxy
injektiv.
Beweis. Weil X’ und Y’ punktetrennende, lineare Unterrdume von X* bzw. Y™* sind,
folgt aus Proposition 1.3, angewandt mit M = X’ und N =Y  auf v = > | z; @ y;,

dass ¢(v)(2',y") = D r, 2/ (z:)y (i) = 0 fiir alle 2’ € X' und y' € Y’ die Gleichung v =0
impliziert. O

Bemerkung 1.81 Wir zeigen, dass r eine Abbildung nach B(X',Y’) ist. In der Tat gilt
fir 2/ € X' und 3 € Y’

sz @ y) (@', gl = 12" @)y Wl < ="yl [ vl -

Damit erhélt man firv=>"" =, ®y;

())&, )< 12/ 111D Nl il
i=1
Bildet man das Infimum tiber alle Darstellungen von v, so folgt ||x(v)|| < m(v).

Satz 1.32 Sind X und Y Banachridume iiber C und bezeichnen wir mit x(v) = B, die
Bilinearform aus Lemma 1.30, dann ist durch

e(v) i=sup{ B2,y o € K(0), ¢ € K)'(0)}

eine Norm auf X ® Y definiert. Wir nennen diese Norm die injektive Norm. Diese erfiillt
ez ®y) = ||z| ||y|| fir alle z € X,y € Y und €(v) < w(v) fiir alle v € X @ Y. Falls
spezifiziert werden muss, um welche Banachrédume es sich handelt, schreiben wir ex y (v).

Beweis. Der Raum k(X ® Y) ist mit Bemerkung 1.31 ein linearer Unterraum von
B(X' x Y'"), der die Norm

1Bl = sup{[|B(«",y)ll , : =" € X', y' €Y', [l2'][ x, <1, |I/lly, <1}

tragt. Wegen €(v) = || B,|| ist € eine Norm auf X ® Y. Mit Bemerkung 1.31 erkennt man,
dass €(v) < 7(v). Insbesondere gilt e(z ® y) < 7(z ® y) = ||z|| [|y| fiir alle z € X und
y € Y. GemaB Korollar 5.2.4 in [BKW] existiert ein f € X’ und g € Y/ mit ||f|| = 1,

lgll = 1, sodass f(z) = ||=|| und g(y) = ||y||. Deshalb gilt e(x®@y) = | f(z)g(y)| = Iz ly]l-
O

Bemerkung 1.33 Firv=> " ©,®y € X®Y git B, =>"""  «/(z;)y(y;) und daher
() = sup{| S/ )] o € KX(0), o' € K 0)}.
i=1
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Definition 1.34 Wir bezeichnen mit X ®. Y das Tensorprodukt X ® Y versehen mit
der injektiven Norm und mit X®.Y seine Vervollstindigung. Den Banachraum X®.Y
nennt man das injektive Tensorprodukt der Banachrdume X und Y .

Vor dem néchsten Resultat wollen wir an den Begriff des konjungierten Operators erin-
nern. Ist 7' : X — Y ein Operator zwischen Banachrdumen X und Y, dann existiert ein
eindeutiger Operator 7" : Y’ — X', welcher

(Tx,y')y = (x,T"y') firale z€ X,y €Y’
erfiillt. Wir nennen 7" den zu 7" konjungierten Operator. Dabei gilt ||T'|| = ||7”|.

Proposition 1.35 Sind X,Y, Z, W Banachrdume iiber Cund S: X - Z, T:Y — W
beschrénkte, lineare Abbildungen. Dann ist durch

XY — ZoW

S®€T:{ xRy = SxrTy

eine beschriinkte, lineare Abbildung definiert, wobei ||S ®. T|| = ||S|| [|T]|-

Beweis. Sei SQT : X®RY — ZQW der Operator aus Korollar 1.8. Fiir v = Z?:l T;QY; €
X®Y gilt

ezw ((S@T)v) = Sup{| ZZ’(S%) : w/(Tyi)’ ez weW, |7, v <1}
i=1
=sup{| Y (') (z;) - (T'w)(y)| : 2 € Z', w' e W', |||, |lw'] <1}
i=1

<sup{| Y _[18ll2" (@) - 1Tl ()| = 2" € X', ' €Y', |12/, 1Y)l < 1}

=1

= 15T exy (v) = ISIHIT] ex.y (v)-

Damit ist S®T beschrénkt beziiglich der injektiven Norm mit Abbildungsnorm [|S ® T'|| <
IS] IT]|. Es bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen.

Zu 6 > 0 wihle x € X und y € Y mit [|z]|, |ly|| < 1 derart, dass ||Sz| > (1 =) |||
und ||Ty|| > (1 =) ||T||. Dann gilt exy(x ® y) < 1. Korollar 5.2.4 aus [BKW] besagt
fiir einen normierten Raum X, dass ||z|| = sup{|f(x)| : f € X', ||f|| < 1} fiir alle z € X.
Somit gilt

ezw(S@T)(z®y)) = ezw(Sz @ Ty)
= sup{|2'(Sz)w'(Ty)| : 2" € Z',w' e W, |||, ||| <1}
= Sz 1Tyl < (1 = 8)* ISI T

Weil § beliebig gewihlt war, gilt ||S @ T|| > ||S] |T]]-
Als beschrénkter linearer Operator hat S ® T' eine eindeutige Fortsetzung S ®. T auf
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X®.Y. O

Proposition 1.36 Seien X und Y Banachriume iiber C und F C K;X'(0) sowie G C
KY'(0), sodass ||z|| = sup{|f(z)|: f € F} fiir alle x € X und ||y|| = sup{|g(y)| : g € G}
fir alle y € Y. Dann gilt fir v =", z; Qy;

€(v) = sup{] zn;f(xi)g(ym feRgea)
Beweis. Nach Voraussetzung erhalten wir
e(v) = sup{] f;x%xi)y'(ym 2 e KX(0). € KY(0))
_ sup{ry'(lex'<xi>y@-)| e KF0)y € K 0)
- sup{rf(iy%yi)xi)r . fe Ry e KY0))
= SUP{|y/<§;f($i)yi)|  feFy eK(0)}
- sup{|g<§";f<xi>yi)| feFgea)

= sup{| Zf(xz')g(yi)l . feFgeG}.

O
Bemerkung 1.37 Ist X ein Banachraum und ¢x die kanonische Einbettung von X nach
X" dann gilt ||2'|| = sup{|z’(z)| : * € K{*(0)} = sup{ixz(2)) : z € K{(0)}. Fiir
v=> 1" 2 ®y € X'®Y’ erhalten wir aus Proposition 1.34

=1 "1

¢(v) = sup{] Zmé(SC)yz’-(y)\ : v € K7 (0),y € K7 (0)}.
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Kapitel 2

Operatortheorie auf
Tensorproduktriumen

Im folgenden Kapitel werden die Begriffe der nuklearen, integralen und Pietsch-integralen
Operatoren definiert, sowie die Zusammenhénge zum Tensorprodukt dargestellt.

2.1 Nwukleare Operatoren

Dieser erste Abschnitt beschéftigt sich mit nuklearen Operatoren. Es wird sich heraus-
stellen, dass diese mit einem Unterraum des projektiven Tensorprodukts iibereinstimmen.

Definition 2.1 Sind X und Y Banachraume iiber C und 7" : X — Y ein linearer
Operator, dann heiBt 7" nuklear, falls Folgen (24)°, € X’ und (y;)2, € Y existieren,
sodass 32, [la!] ] < +00 und

T(x) = Z i ()y;

fir alle € X. Wir bezeichnen mit N(X,Y) die Menge aller nuklearen Operatoren. Man
iiberzeugt sich leicht davon, dass die nuklearen Operatoren, versehen mit der iiblichen
Addition und Skalarmultiplikation, einen Vektorraum bilden.

Bemerkung 2.2 Wegen Y 2 ||| |lvil] < +oc ist die Reihe > .7, %(z)y; absolut konver-
gent. AuBerdem gilt |T(z)]| < 3222, ll#4(@)] sl < 2% Izl llyi | < +oo. Danit ist
jeder nukleare Operator beschriankt mit Abbildungsnorm

IT) < ity il Nyl = T(a) =) ai(x)yi}-
i=1 i=1

Proposition 2.3 Sind X und Y Banachrdume tiber C und L., € Ly(X,Y) mit
L, ,(z) = 2'(z)y, dann wird durch

[ X'&,Y — N(X,Y)
Ry = Ly, '
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ein linearer, surjektiver Operator definiert. Dabei ist ker.J in X’®,Y abgeschlossen.

Beweis. Sei v, : X*®Y — L(X,Y) die Abbildung aus Proposition 1.11. Fiir v =
Yo xr®y; gilt LL< )(:c) =Y " zi(x)y;. Wir betrachten die Einschrinkung von ¢, auf

111

X' QY. Firu=>" = ®yZ€X’®YundeXgllt

zlz

ez () xray (@)l < yil| < Z 5l 1l lilly < 4o00.

y =l

Damit ist ¢ (u)|xey ein beschrankter Operator mit Abbildungsnorm ||cf(u)|xgy| <
o 1]l {vs |- Bildet man das Infimum iiber alle Darstellungen von w, so folgt [|er,(u)]] <
m(u), also ||tz < 1. Anhand der Definition nuklearer Operatoren erkennt man sofort,
dass dieser nach N(X,Y’) hinein abbildet. Wegen Satz 2.5.2 aus [BKW] existiert eine
eindeutige, lineare Fortsetzung J : X'®,Y — Ly(X,Y). Aus Satz 1.28 folgt J(X'®,Y) =
N(X,Y).

Zu einem nuklearen Operator T' € N(X,Y) existieren Folgen (25)5°; € X’ und (y;)32, €
Y, sodass T'(z) = Zfol zi(z)y; und Y22 = | Zi]| |yi]] < oo. Die zweite Bedingung impliziert
S T @y € X'®,Y. Wegen LL(Z? r;@y;)(x) = Y1, xi(z)y; folgt aus der Stetigkeit
der Abbildung J, dass J(> ., 2} ® yz)( ) = Y2, @i(x)y; = T(x). Somit ist J surjektiv.

Da J: X'®,Y — Ly(X,Y) beschrinkt ist, ist ker.J in X'®,Y abgeschlossen. O

Korollar 2.4 Sind X und Y Banachrdume iiber C, dann ist der Raum N (X, Y") versehen

mit der Norm .
1T = inf{ Z 2l el = T) = ai(@)yn} (2.1)
i=1

ein Banachraum. Wir bezelchnen HTH n als die nukleare Norm. Insbesondere ist dann
durch den Operator J aus Proposition 2.3 ein Quotientenoperator gegeben.

Beweis. In Proposition 2.3 haben wir gesehen, dass der dort definierte Operator J line-
ar und surjektiv ist und das Tensorprodukt X’®,Y nach N(X,Y) abbildet. Das heifit
N(X,Y) ist isomorph zum Raum X'®, Y /ker(.J). Die rechte Seite von (2.1) stimmt dabei
genau mit der Operatornorm auf X'®,Y /ker(.J) iiberein, womit sich ||.||y als Norm und
J als Quotientenoperator herausstellt. O

2.2 Integrale und Pietsch-integrale Operatoren

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Identifikation des Dualraums des injekti-
ven Tensorprodukt. Dieser ist wesentlich schwieriger zu bestimmen als der des projektiven
Tensorprodukts, erweist sich jedoch als wesentlich interessanter.

Wir werden uns auflerdem mit komplexwertigen Borelmaflen auseinandersetzen. Fiir ein
endliches, komplexwertiges Mafl p auf einem Mafiraum (€2, ) definieren wir dessen Va-
riation |pul.

|u|(E —sup{z (4] : Ax € ¥,k €N, ZAZ-:E}.

=1

21



Diese stellt ein endliches, positives Maf} auf (€2, X) dar. Dabei existiert zu jedem solchen
u eine komplexwertige, integrierbare Funktion ¢ mit |¢| = 1 |ul|-f.i., sodass

[£an=[rodn, 2:2)
Q Q

siehe Abschnitt 3.1 und 3.2 in [Ka2]. Wir definieren damit L,(p) := L,(|p|) fiir p € [1, o0].
Fiir ein o—endliches Mafl v, konnen wir den Dualraum von L;(v) mit L (v) identifizie-
ren; siehe Satz 13.40 in [Ku|. Damit gilt fiir ein endliches, komplexwertiges Borelmaf,

dass Li(|ul)" = Leo(|pl), wobei f = (g — [ fg dlul) € Li(|ul)’ fiir f € Lo(|pl) einen
isometrischen Isomorphismus darstellt.

Lemma 2.5 Ist u ein komplexwertiges Borelmafi auf einem Mafiraum (€2,3), dann gilt
Li(p) = Leo(pn), wobei f— (g — [ fg du) € Li(p) fix f € Loo(p) ein isometrischer
Isomorphismus ist.

Beweis. Ist ¢ wie in (2.2) und f € Ly (p), so ist f — ¢f eine isometrische, isomorphe
Abbildung von Lo, (p) nach Loo(p). Somit ist f+— (¢ — [¢fg dlul) = (g — [ fg dp)
ebenso ein isometrischer Isomorphismus. O

Definition 2.6 Sind X und Y Banachrdume iiber C, dann heifit eine Bilinearform
B € B(X xY) integral, falls ihre Linearisierung B stetig beziiglich e x,y ist, und infolge
als Element von (X ®EY), gesehen werden kann.

Wir definieren die integrale Norm von B durch ||B||; := | B]|e, wobei ||.||c die von e auf
(X®.Y) induzierte Abbildungsnorm ist.

Wir bezeichnen die Menge aller integralen Bilinearformen versehen mit der integralen
Norm als B;(X,Y'). Man erkennt leicht, dass die integralen Bilinearformen, versehen mit
der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation, einen Vektorraum bilden. Zusammenfas-
send gilt also

Bi(X,Y) = (X&Y' (2.3)

Bemerkung 2.7 Sind X und Y Banachrdume und versehen wir KX (0) sowie K} (0)
jeweils mit der schwach*-Topologie, dann ist nach Banach-Alaoglu, Satz 5.5.5 in [BKW],
der Raum K := KX'(0) x K)'(0) kompakt. Fiir 2 € X und y € Y sind dann die
Abbildungen 2’ — 2’(z) von K{X'(0) nach C und ' ~ y/(y) von K (0) nach C stetig.
Somit ist die Abbildung (z’,vy") — '(x)y'(y) von K nach C ebenfalls stetig. Zudem
ist (z,y) — ((«/,y') — a'(x)y'(y)) bilinear. Damit existiert nach Proposition 1.5 eine
eindeutige, lineare Abbildung J: X ® Y — C(K) mit

JO wi@y) = [(2,y) =Y @)y ()]
=1 =1
Firv=>)" 2,0y € XQY gilt

(v) = sup{| D ')y ()] = ' € K¥'(0), v/ € KY'(0)

Il
B
—
e
N—

22



Also ist J eine Isometrie, wenn wir X ® Y mit ¢ und C(K) mit der Supremumsnorm
versehen. Infolge lisst sich .J zu einer linearen Isometrie J : X®.Y — C(K) fortsetzen.

Diese Uberlegungen leiten ein entscheidendes Resultat ein, welches uns den Raum aller
integralen Bilinearformen charakterisieren lésst.

Satz 2.8 Sind X und Y Banachraume iiber C, dann ist fiir eine Bilinearform B € B(X x
Y') ihre Linearisierung B genau dann stetig bzgl. €x,y, wenn ein reguléres, komplexes
BorelmaB 1 auf dem kompakten Raum K := K{¥'(0) x K)'(0) existiert, wobei beide
Mengen mit der entsprechenden schwach*-Topologie versehen sind, sodass

B(z,y) = /x’(x)y'(y) du(z',y') firallex e X,y €Y. (2.4)
K
Dabei gilt ||B||; = min |u|(K), wobei dieses Infimum tiber alle komplexen Mafle o lduft,
die (2.3) erfiillen.

Beweis.

Gemif (2.3) sind die Elemente von (X&,.Y')’ genau jene von der Bauart B mit einem inte-
gralen B € B(X xY). Ist J die Abbildung aus Bemerkung 2.7, so stellt die Zusammenset-
zung BoJ~! ein beschrinktes lineares Funktional auf dem Raum J(X®,.Y) C C(K) dar.
Mit dem Satz von Hahn-Banach, Satz 5.2.3 in [BKW], kénnen wir dieses zu einem Funk-
tional 7" auf C(K') mit gleicher Norm erweitern. Der Darstellungssatz von Riesz-Markov,
Theorem 2.12 und Theorem 6.19 in [Ru], besagt, dass dazu ein regulédres, komplexes
Borelmafl p auf K existiert, sodass

T(f) = / f(@y) du( o)

fiir alle f € C(K). Dabei gilt |u|(K) = |T|| = [|Bo J || = | B|| = ||B||;. Nun gilt

/ (@) (y) dula ) = T(J( @) = (Bo T 0 H)(z @ y)
= B(z ®y) = B(x,y).

Nun geben wir eine Bilinearform B € B(X X Y') vor und setzen voraus, dass

Bloy) = [«/(@)y/(y) duta',y) firalles € Xy e,
K

wobei p ein komplexes, reguldres Borelmafl auf K ist. Definieren wir in gewohnter Art
und Weise die Linearisierung

B(Zl‘z ® yi) = Z B(wi, ys),
i=1 i=1
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dann gilt

fiir alle v € X ® Y. Es folgt

B)| = / (Jo)(ay) du(, o)

< / (o) o) dlpl(, y)

< Jvll 1l (K) = e(0)|pl (K).

Damit ist B beschrinkt beziiglich der injektiven Norm und ldsst sich zu einem linearen
Funktional auf X®.Y erweitern mit ||B| < |u[(K). Mit dem ersten Teil des Beweises
erkennen wir, dass ||B||; = min |u|(K). O

Definition 2.9 Seien X und Y Banachrdume iiber C und 7' : X — Y ein linearer
Operator. Dann heifit T integral, falls die Bilinearform By : X x Y’ — C, definiert durch
Bp(z,y') := (T'x,y’) eine integrale Bilinearform ist.

Wir definieren die integrale-Norm von T als ||T'||, := ||Br||; und bezeichnen die Menge
aller integralen Operatoren mit /(X,Y’). Man erkennt sofort, dass die integralen Opera-
toren, versehen mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation, einen Vektorraum
bilden.

Proposition 2.10 Sind W, XY, und Z Banachrdume iiber C, 7" : W — X und
R 'Y — Z beschrinkte, lineare Operatoren. Falls § : X — Y ein integraler Opera-
tor ist, dann ist es auch RST : W — Z, wobei ||[RST||, < || R ||S||; |1 T]-

RST
W —Z
T R

Beweis. Fir T : W — X und R : Z' — Y’ betrachten wir den durch Proposition 1.35
gegebenen, beschrinkten, linearen Operator T ®, R’ : W®.Z' — X&Y' sowie dessen
adjungierten Operator (T' ®, R') : (X®Y') — (W®.Z'). Sei Bs € By(X,Y’) die
integrale Bilinearform definiert durch Bg(z,y’) = (Sz,y’). Dann ist ihre Linearisierung
Bg ein Element von (X®.Y”). Wir berechnen fiir w € W und 2’ € Z'

(w®?2),(T® R)Bs) ={(T® R)(w®?7),Bs) = {((Tw® R?),Bs)
= Bg(Tw, R'2) = (STw, R'2") = (RSTw, ")

= Brsr(w,z') = Brsr(w ® 2').

Also ist die Linearisierung von Bprgr das Bild von Bg unter dem Operator (T ®c R
und daher ein Element von (W®,Z’)". Somit ist auch RST ein integraler Operator. Fiir
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diesen gilt

IRSTIl, = |Brsrll, = (T ® R (Bs)lle < (T @ RY'|| - | Bs|c
=T @ RIS, < ITIIRSI,
= [[RI ST 17}

g

Proposition 2.11 Sind X und Y Banachrdume und ¢y : Y — Y” die kanonische Ein-
bettung. Dann ist 7 : X — Y genau dann integral, wenn tyT : X — Y integral ist.
Dabei gilt ||T'[|, = |ty T[] ;-

Beweis. Aus Proposition 2.10 folgt sofort, dass ¢yT integral ist, wobei ||y T'||, < ||T']|,.
Angenommen ¢yT" ist integral. Sei B := B,,r € B;(X,Y") die Bilinearform definiert
durch B(z,y") = (iyT(x),y") fir € X und y” € Y. Sei vy~ die kanonische Einbettung
von Y/ nach Y und Idyx die Identitat auf X. Wir definieren den durch Proposition 1.35
gegebenen, beschrénkten, linearen Operator o := Idx ®. ty' : X®.Y' — X®.Y" und
betrachten dessen adjungierten Operator o’ : (X®.Y") — (X®.Y')". Weil 1y T integral
ist, ist auch die Bilinearform B integral. Also ist ihre Linearisierung B ein Element von
(X®.Y™). Wir berechnen

(e ®4).0(B) = (o(e 4, B = ({2 & i), B)
—Bl’by/ ):<LyTxLy/ y))
<y Ly Tx> <T:z:,y>
= Br(z.y) = ((z ®y'), Br).

Als Bild von B unter o’ ist die Linearisierung By von Br ein Element von (X®Y').
Somit ist auch 7" integral, wobei

I, = 1Bzl = llo'(B)]
<ol 1Bll; = Hdx @x ey [Tl
< Mdx|[ eyl ey TNl = e T ;-

g

Proposition 2.12 Sei (€2, 3, ) ein endlicher Mafiraum mit positiven p. Dann ist die
kanonische Einbettung I : Lo (1) — Ly (i) ein integraler Operator, wobei |||, = u(£2).

Beweis. Weil wir Li(u)" mit Ly (p) identifizieren kénnen, geniigt es zu zeigen, dass die
Bilinearform By : Loo(pt) X Loo(pt) — C, definiert durch By : (f,g) — fog dp integral
ist, also ihre Linearisierung B; ein Element des Dualraums von (Luo (1)@ Loo (1)) abgibt.
Wir betrachten zuerst Tensoren der Bauart v = > | f; ® g;, wobei f; und g; messbare
Treppenfunktionen sind. Wir kénnen v dann schreiben als v =3 | Ajr (x4, ® x5, ), wobei
(A;) und (By) endliche Folgen von paarweise disjunkten, messbaren Mengen auf €2 sind
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mit strikt positiven Maf. Mit Bemerkung 1.37 erhalten wir

e(v) = sup{| Y A (fixa,) (9 xm)| = frg € Lu(w), I f1ys llgll, <1
jik

< SUP{Z Nl [CFxa! {9, xml = fog € L), 1/ 11y Nlglly, < 1}

7.k
<sup Wl sup{ (3 171 ) (X [lol ) s f.9 € Lao 171, Dol < 1)
” 'y kB,

< sup [Ajxl.
jk

Fiir festes j und & sind f = pu(A;)"'xa, und g = p(By) ' x5, Elemente von Ly (y) mit
Norm 1 und es gilt

e(w) = [ Nelfxa) (g x| = [Nkl

jik
Wir erhalten e(v) = sup |Aj;|. Fiir diesen Tensor v gilt
gk
Bae)] = |32 A [ xaxm di = | 32 Al 0 B
jk o ik

< sup [ > u(A;NBy) < #(Dsup ] = p(@)e(v).
s Js

gk

Weil die messbaren Treppenfunktionen dicht in L. (p) liegen, gelten die oben ange-
stellten Rechnungen auch fiir beliebige Funktionen in L. (x). Dafiir wahlt man fiir zu
v=">3"[i®gi € Loo(it) ® Lo Folgen (fir)721, (9ix)5>; von Treppenfunktionen, welche
gleichméfig gegen f bzw. g konvergieren. Dann konvergiert v, = Y 1" | fir ® gir gegen v.
Denn fiir jedes k € {1,...,n} gilt

€(fir ® gir — i ® gi) = €(fir ® Gire — [ir © 95 + fir @ 95 — fir @ gir)
< E(fz’k ® (gir — gz)) + 6((fik: - fi)® gi)
< | firll Ngix — gill + [ fir = fill lgi |l -

Weil (|| fiell ) ken, (lgixll Jxen beschrinkt sind, konvergiert der letzte Ausdruck fiir & — oo
gegen Null. Weil v Summe der Tensoren f; ® g; ist, konvergiert fiir & — oo auch vy gegen
v bzgl. €. Weiters gilt

Bl(fik ® i) = /fikgik dp oy /figz’ dp = Bl(fi ® g;)-
Q Q

Weil wir bereits gezeigt haben, dass | Br(v;)| < p(Q)e(vg), erhalten wir mit Grenziibergang
k — oo, dass |B;(v)] < pu(Q)e(v), womit sich Bj als beschréinkt herausstellt. Somit ist B
eine beschrénkte Bilinearform auf Lo (1) ®c Loo(pt) mit || B, < ().

Fir f = g = 1 und den Tensor v = f ® g mit |jv|_ = 1 gilt Bi(v) = p(Q) < | Brl| ;-
Insgesamt gilt also || Br||; = u(9). O
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Wenden wir das obige Resultat fiir ein komplexwertiges Mafl p auf das positive Maf3 |
an, erhalten wir folgendes Resultat.

Korollar 2.13 Ist p ein komplexes, regulires Borelmafl, dann ist die kanonische Ein-
bettung I : L1(p) — Loo(t) integral.

Satz 2.14 Sind X und Y Banachrdume iiber C, dann ist ein Operator 7' : X — Y ge-
nau dann integral, wenn ein endliches, komplexes Maf} ;4 auf einem kompakten Hausdorff
Raum € und beschrinkte, lineare Operatoren S : X — Lo (@) und @ : L1 () — Y exis-
tieren, sodass tyT = QIS, wobei 1y die kanonische Einbettung von Y nach Y” und I die
kanonische Abbildung von L (p) nach Ly (p) ist. In dem Fall gilt ||T°]], < ||| [|Q|] |1](£2).
Dabei kénnen S, @,  und p so gewahlt werden, dass [|S][,[|Q| = 1 und ||T||, = [u|(©2).

X  y_ Y yn

5| lo

Leo(p) ; La(p)

Beweis. Sei T': X — Y ein integraler Operator, d.h. die Bilinearform Br € B(X,Y”),
definiert durch Br(x,y') = ¢/ (Tx) ist integral. Mit Satz 2.7 existiert ein reguléres, kom-
plexes Borelma8 p auf dem kompakten Hausdorffraum K := KX x K", wobei diese
Mengen jeweils mit der schwach*-Topologie versehen sind, sodass

(Ta,y'") = Br(z,y') = / o' (2)y" (y') du(z’,y")

K

und |p[(K) = ||Brl|; = [|T||,- Wir definieren S : X — L, () durch Sz = [(2/,y") —
Z(z)] und R : Y — Ly(u) durch Ry = [(«',y") — y"(y')]. Offensichtlich sind S
und R linear und beschrankt mit Abbildungsnorm ||S||,||R|| = 1. Wir berechnen unter
Verwendung von L (p) = Loo(pt)

(wT2)(y) = o/ (Tz) = / 2@y () dule, ")

— /‘(Sx)(l‘/’y,/)(Ry/)<x/’ y//) d/j,(l'/, y//)
K

= (ISz,Ry') = (RY, 11, ()] S)

= <ylaR/LL1(u)st> = (R/LLl(u)st)(y/)~

wobei R : Loo(p)” — Y der konjungierte Operator von R und ¢, die kanonische
Einbettung von Ly nach LY ist. Wir definieren @ := R’ oy, (,) und erhalten ¢y T = QIS,
was eine gewiinschte Zerlegung darstellt.

Setzen wir voraus, dass zu 1" : X — Y eine geeignete Zerlegung tyT = QIS existiert.
Dann folgt aus den Propositionen 2.10-2.11 und Korollar 2.13, dass T ein integraler Ope-
rator ist mit [|7'[|, < [[S QI [](£2). 0
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In Satz 2.14 ist es notig, den Bildbereich von T : X — Y auf den Bidualraum Y” zu
erweitern, um eine geeignete Faktorisierung zu erhalten. Wenn wir darauf bestehen, dass
diese Faktorisierung nur Werte in Y annimmt, erhalten wir eine kleinere Klasse von Ope-
ratoren.

Definition 2.15 Sind X und Y Banachrdume und 7' : X — Y ein beschriankter, linearer
Operator. Dann heifit T' Pietsch-integral, falls ein komplexes, reguldares Borelmaf} p auf ei-
nem kompakten Hausdorff Raum € und beschrénkte, lineare Operatoren S : X — Lo ()
und @ : Ly(p) — Y existieren mit ||Q||,]|S]| < 1, sodass T'= QIS, wobei I die kanoni-
sche Abbildung von L., () nach L (u) ist.

Wir definieren die Pietsch-integrale Norm durch ||T|| 5, = inf [|Q]| [[S] [1|(€2), wobei das
Infimum {iber alle solchen Zerlegungen lauft. Wir bezeichnen die Menge aller Pietsch-
integralen Operatoren versehen mit der entsprechenden Norm als PI(X,Y).

X— —vy
f| la
Loo(p) —= La(p)

Bemerkung 2.16 Man kann zeigen, dass die Pietsch-integralen Operatoren einen Vek-
torraum bilden, und dass die Pietsch-integrale Norm auch tatséchlich eine Norm ist. Der
Beweis dieser Aussage benotigt jedoch Theorie iiber vektorielle Mafle, weshalb dieser hier
nicht ausgefiihrt ist; siehe [DU], Abschnitt VI.3. Die obige Definition ist aber bereits
ausreichend, um den Zusammenhang zwischen nuklearen und integralen Operatoren her-
zustellen.

Proposition 2.17 Sind X und Y Banachrdume, dann ist jeder nukleare Operator
T :X — Y ein Pietsch-integral Operator. Dabei gilt ||T'|| 5, < ||T']| »-

Beweis. Wir bezeichnen mit / wieder die kanonische Einbettung von L., (x) nach Ly ().
Als nuklearer Operator hat T eine Darstellung T'(x) = Y2, z}(2)y; fiir gewisse ; € X'
und y; € Y mit Y7 ||ai]] [Jyi]] < +oo. Wir definieren ¢; := o/ ||2}|| € X', zi := v/ ||uill €
Y, A= |2 |lyill € R. Damit gilt T(z) = Y52, \idi(x)z;. Wir definieren Q := K{X'(0),
wobei wir diesen Raum mit der schwach*-Topologie versehen. Darauf definieren wir p
als das Punktmafl mit Wert )\; im Punkt ¢; fiir « € N. Fiir eine Borelmenge £ C () gilt
also u(E) = > 72, Nidg, (E), wobei 0y, (E) = 1, falls ¢; € E, und dy,(E) = 0 sonst. Dann
erhalten wir

p(€) = Nds () =Y Ni=) il luill < +oo,
i=1 i=1 i=1

weshalb p ein endliches MafB ist. Wir definieren fiir x € X den Operator S : X — Lo ()
durch Sx = (2’ — 2/(z)). Diese Abbildung ist linear und beschrénkt mit Abbildungsnorm
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IS|| < 1. Fiir alle f € Ly(p) gilt

SO I F@)5l =3 Al ()] = / £ du < +oo,
=1 =1 Q

weshalb die Reihe "%, X f(¢;)z; absolut konvergent ist. Damit ist die Abbildung @ :
Li(p) = Y durch Q(f) = > .2, A\jf(¢;)z; wohldefiniert. Aulerdem gilt

1Qf] =1l ZAjf(qﬁj)ZjH < Z)\j!f(%‘ﬂ = £l

womit ) beschréankt mit Abbildungsnorm ||Q|| < 1 ist. Insbesondere gilt fiir x € X

[Sl’ Z)\ S.’L’ ¢z Zi Z)\Z¢Z Z4 ( )

Also gilt T'= QIS, wobei Q, S, Q und p wie in Definition 2.15 gewéhlt wurden. Somit
in T ein Pietsch-integraler Operator.

Es bleibt |||, < ||| zu zeigen. Fiir eine feste Darstellung T'(x) = >0 | @i(2)y;
kénnen wir () und S wie in obiger Konstruktion wéhlen. Dann gilt

1T py < ISTHIQI ] (2) < [pl(€2 Z [EA N (2.5)

Bildet man nun das Infimum iiber alle solchen Darstellungen von T, so erhédlt man die
Behauptung. O

Satz 2.18 Sind X und Y Banachrdume, dann ist jeder Pietsch-integrale Operator T :
X — Y ein integraler Operator mit |1, < ||T|| ;-

Ist ¢y die kanonische Einbettung von Y nach Y, und existiert eine Projektion P : Y" —
Y” mit ||P|| = 1, sodass ranP = 1y (Y), dann ist jeder integrale Operator 7' : X — Y
auch ein Pietsch-integraler Operator, und die integrale und Pietsch-integrale Norm stim-
men iiberein.

Beweis. Ist T : X — Y ein Pietsch-integraler Operator, dann existiert fiir ein komplexes,
reguldres Borelmaf} i auf einem kompakten Hausdorff Raum €2 eine Darstellung T' = Q1.5
wie in Definition 2.15. Bezeichnen wir mit ¢y die kanonische Einbettung von Y nach Y,
und definieren R := 1y @, dann gilt 1y T = RIS, was eine Zerlegung wie in Satz 2.14
ergibt.

Leo(p) —= L1(p)
Fiir diese Darstellung 7' = QIS gilt

17N < NRLS| ;< lley QUL I1ST = NQU ST el (€2)-
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Bildet man das Infimum iiber alle solchen Darstellungen, so folgt [|T||, < ||T']| ;-

Angenommen 7' : X — Y ist ein integraler Operator und es existiert eine Projektion P
auf Y” mit Bildbereich ¢y (Y) und Norm ||P|| = 1. Wir wéhlen S, @,  und g wie in
Satz 2.12, sodass | T||, = ||(Q2). Definieren wir R := 13’ PQ, dann ist T = RIS eine
Zerlegung wie in Definition 2.15.

X T Y (LY)_1P Y//
I [
Loo(p) — La(p)

AuBerdem gilt
17N pp < RISl (2) < |ul (€2) = [[T7] -

g

Bemerkung 2.19 Wenn fiir einen Banachraum Y eine Projektion wie in Satz 2.18 gegeben
ist, sagen wir, dass Y komplementiert in Y” durch eine Norm-1 Projektion ist. Das ist
insbesondere dann erfiillt, wenn Y ein Dualraum ist. Um das einzusehen geben wir einen
Banachraum X vor. Dann ist die kanonische Einbettung tx : X — X" eine Isometrie,
hat also Norm |[[¢x|| = 1. Ihr konjungierter Operator (tx)" ist eine Abbildung von X"
nach X’ gleicher Norm. Die gesuchte Projektion ist dann ¢xs o (1x)'.

Korollar 2.20 Fiir zwei Banachrdume X und Y {iber C gilt
N(X,Y) C PI(X,Y) CI(X,Y),
und fiir jeden nuklearen Operator T': X — Y gilt

1Tl = 1T pr = 1Tl

Proposition 2.21 Sind X und Y Banachrdume iiber C, dann ist ein beschriankter,

linearer Operator 7' : X — Y genau dann integral, wenn sein konjungierter Operator

T Y — X' integral ist. In diesem Fall gilt ||T'||, = [|T"]|,.

Beweis. Angenommen T : X — Y ist integral. Wir wahlen @, S, Q und p wie in Satz
2.14, sodass || Q|| , [|S]| = 1, |||, = |p#/(€2) und ty T = QIS. Wir bezeichnen mit ¢y~ die
kanonische Einbettung von Y’ nach Y”” und mit L die kanonische Einbettung von L;(u)
nach Lq(p)". Weil fiir f, g € Loo()

(f.L1g) = (Ig. f) = /fg du={(1f,g)
Q
und damit I” = LI erfiillt ist, folgt mit (ty) oty = idy~
T/ = T/(Ly>lby/ = S/L[Q/Ly/.

30



Also ergibt sich folgendes kommutative Diagramm.

y! by’ y () y! T X!
Q’L Ts'
L) = La() = L4 (@) ————— Lo () = L4(0)"

Wegen Proposition 2.10 und 2.11 ist 7" integral. Dabei gilt

1Ty = NS"LIQ vy |y < WS QN eyl
< [ESTHILA I QI eyl
< My = lul() = 1T

Angenommen T : X — Y ist ein beschrankter, linearer Operator und 7" : Y — Y” ist
integral. Wir erhalten folgendes kommutative Diagramm:

XLy

\/

Mit dem ersten Teil des Beweises ist 7" integral. Wegen Proposition 2.10 ist es auch
tyT = T"ux und mit Proposition 2.11 auch T. SchlieSlich gilt ||T|, = |loT|, <

IT"exlly < 1T O

Korollar 2.22 Fiir Banachrdume X und Y iiber C und B € B(X,Y) ist B genau
dann integral, wenn der beschriankte, lineare Operator T : X — Y’ definiert durch
(y,Tpx) = B(x,y) integral ist. Dabei gilt ||T||, = ||TB|;, insgesamt also

Bi(X,Y) = I(X,Y).

Beweis. Angenommen Tp ist integral. Dann ist das bilineare Funktional 7 € B(X,Y”),
definiert durch 7(x,y") = (I'sx,y") eine integrale Bilinearform mit ||7]|, = ||Tg]|,. Also
ist ihre Linearisierung 7 ein Element von (X&®.Y"”). Wir betrachten den durch Pro-
position 1.35 gegebenen Operator Idx®.ty : X®.Y — X&®.Y” und berechnen fiir die
Linearisierung B: X @ Y — C

<$ ® y>B> = B($ay) = <yaTBx> = <TBI LY(y)> = T(l’, LY(y))
= (@ ®uw(y),7) = ((Idx @c 1y)(z @), 7)
= (z @y, (Idx ®cty)'(7)).
Damit ist B als Bild von 7 unter (Idx ®. ty)’ ein Element von (X®.Y)’, womit sich B
als integral herausstellt. Zudem gilt
1BIl, = [|(Tdx@ety)7][, < ||(Tdx®ey )| lI7]],
= [[Hdx®ey | 1Tsl, = 1Tdx| ley [ 1 T,

= ITsll;-
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Sei umgekehrt B eine integrale Bilinearform auf X x Y. Geméafl Satz 2.8 existiert ein
regulires, komplexes BorelmaB p auf K := KX (0) x K" (0), sodass

B(x,y) = / o' (2)y'(y) du(z',y')

K

fir alle # € X und y € Y und ||BJ|; = |p|[(K). Definieren wir R : X — L (n) und
S:Y — Loo(p) durch Rx = [(2/, ) — 2/(x)] und Sy = [(«/, ) — ¥'(y)], so folgt

(4, To) = B(z,y) = / 2 (@) (z) du(e, y)

_ / (Rz)(', ) (Sy) (@, o) dulz', o)

= (ISy, Rx) = (y, (1S)'(Rx)),

wobei I : Lo (u) — Li(u) die kanonische Einbettung bezeichnet. Wir erhalten Tp =
S'I'R. Weil I integral ist, folgt aus Proposition 2.10 und 2.21, dass Tz auch integral ist.
Auflerdem impliziert 2.21
1Tl = 1S"T°RI, < 1SI N 1R
<M, = 1M, < |ul(K) =B,
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Anhang

Satz A.1 Sind X, Y und Z Banachrdume tiber C, so ist B(X x Y, Z) der Vektorraum
aller beschrinkten Bilinearform von X x Y nach Z, versehen mit der Norm

1Bl = sup{[[B(z,y)ll ,: z€ X, yeY, [lz] <1, [lyll, <1}

vollstandig.

Beweis. Sei (By), eine Cauchyfolge in B(X x Y, Z). Insbesondere existiert damit ein

n=1

M >0, sodass || B,|| < M fir allen € B. Firz € X, y € Y und n,m € N gilt
1Bn(,y) = Bm(z, y) | < [|Bn = Bul| [l [lyll

Damit ist (B, (z,y))5, eine Cauchy-Folge in Z und infolge konvergent. Wir definieren
B € B(X xY,Z) durch
B(z,y) := lim B,(z,vy).
n—oo
Aus der Bilinearitdt der Abbildungen B, (z,y) folgt sofort die Bilinearitat von B.

Seien z € X, y € Y und € > 0. Wir wihlen N € N, sodass ||B,(z,y) — B(z,y)| < € fur
alle n > N. Dann gilt

1B(z, y)l| < [|Buz,y)ll + | Bu(z, y) — Bz, )]
< Mlz||[ly[l + €

fiir alle n > N. Weil € beliebig gewéhlt war, gilt ||B(z,y)| < M ||z| ||ly|| fir alle z € X
und y € Y. Also ist B beschrinkt.

Es bleibt zu zeigen, dass die Cauchyfolge (B,), gegen B konvergiert. Seien also x €
KX(0), y € KY(0) und € > 0. Wir withlen N € N, sodass || B, — Bp,|| < € fiir n,m > N.
Dann gilt

1Bn(2,y) = B (2, y) || < B = Bul| lz [lyll < e ll=]| [lyll

Bildet man nun den Limes fiir m — oo, erhélt man

1Bn(z,y) — Bz, y)l| < el [yl -

Bildet man nun das Supremum {iber alle z, y mit ||z|| , [|y|| < 1, erhdlt man || B, — BJ| <e.
Weil e beliebig gewéahlt war, folgt die Behauptung. O

Satz A.2 Sind X,Y, und Z Banachrdume iiber C, dann ist eine bilineare Abbildung
B € B(X x Y, Z) genau dann beschrinkt, wenn sie stetig ist, wobei wir X x Y mit der
Maximumsnorm versehen.

Beweis. Sei B € B(X xY,Z) eine beschriankte Bilinearform. Sei (2, yn)nen eine Folge
in X x Y, welche gegen (z,y) konvergiert. Dann gilt

1B (@0, yn) — B(x, )|l = [|B(@n, yn) — B(x,yn) + B(x,yn) — B(z,y)z
< HB(an - xayn)HZ + ”B(mayn - yn)HZ
<|[IBlllzn =zl xlyally + IBIlzlxllyn = ylly == 0.
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Also ist B auch stetig.

Sei umgekehrt B € B(X x Y, Z) stetig. Die Stetigkeit bei 0 impliziert, dass fiir ein § > 0
aus ||z[| ., [|y|ly < 0 die Ungleichung || B(z,y)||, < 1 folgt. Fiir beliebige z € X \ {0} und
y €Y\ {0} gilt dann

lelly dr Iyl oy
1B o)l = I3 |
L HX 5 Hyuy)’z

_ ox 6y

4

Satz A.3 Sei [ eine Indexmenge und X ein Banachraum iiber C. Dann ist ¢;(I, X)
versehen mit der Norm
ol = i, 3l

vollsténdig.

Beweis. Sei (x,)2%; mit x,, = (xy;)ier eine Cauchyfolge in ¢ (I, X'). Damit existiert damit
ein M > 0, sodass ||z,|| < M, fir allen € N. Sei j € I, ¢ > 0. Wir wihlen N € N, sodass
|zn — @p|| < € fiir n,m > N. Dann gilt

|2nj = sl D N2ni — Toill = |20 — 2]l <€,
icl
fir n,m > N. Damit ist (z,;)s2, fiir alle ¢ € I eine Cauchyfolge in X und infolge
konvergent. Wir definieren y = (y;);er € ¢1(1, X) durch

y; = lim x,;.
n—oo

Wir zeigen zuerst, dass y € ¢1(I, X). Fiir A € £(I) wéhlen wir zu € > 0 ein n € N, sodass
Y icall¥i — Tnil| < €. Dann gilt

DMl < D Nl + D My — @l

€A €A €A
< nill + Y My — ol < M+ e
iel €A

Somit gilt auch limace(r) Y ;e 4 |4l < M + € und y ist absolut summierbar.
Es bleibt zu zeigen, dass y Grenzwert der Folge (x,)2%, ist. Zu € > 0 wihlen wir ein
N € N, sodass ||z, — x| <€ fir m,n > N. Fiir A € £(I) gilt dann

Z |Zni = Tl < |20 — 2] <€
icA
Bildet man den Grenziibergang fiir m — oo, erhélt man
S e~ < ¢
i€A
fir alle n > N. Weil A beliebig gewahlt war, gilt auch limace) Y ey [l — Tnil| =
|ly — x,|| < e fiir alle n > N, womit die Behauptung gezeigt wurde. O
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