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1 Einleitung

In dieser Arbeit wollen wir den Begriff des Kato Spektrums behandeln. Dieser basiert auf den
japanischen Mathematiker Tosio Kato (+1999). Mithilfe erster Resultate werden wir grundle-
gende Eigenschaften fiir das Kato Spektrum erhaten, wie die Abgeschlossenheit oder die Be-
schrianktheit. Wir werden auch erfassen, wie das Kato Spektrum in der komplexen Zahlenebene
liegt. Dafiir werden auch neue Begriffe, wie das lokale Spektrum oder das surjektive Spektrum
vorgestellt. Fiir normale Operatoren und nicht invertierbare und isometrische Operatoren wird
das Kato Spektrum konkret angegeben. Am Ende werden wir einen Spektralabbildungssatz
fiir das Kato Spektrum zeigen.



2 Wiederholung aus héherer Analysis

Im Folgenden wiederholen wir Begriffe und Resultate, die aus Funktionalanalysis I, II, IIT und
komplexer Analysis bekannt sind.

2.1 Quotiententopologie

Satz 2.1. Sei X eine Menge, seien (Y;;T;), © € I, topologische Riume und f; : Y; — X, i € I,
Abbildungen. Dann existiert genau eine Topologie T auf X mit der Eigenschaft:

e T ist die feinste Topologie auf X derart, dass alle Abbildungen f; : (Y, T;) — (X, T),
1 € I, stetig sind.

Diese Topologie wird finale Topologie genannt.
Dabei gilt, dass fiir einen topologischen Raum (Z,0) eine Funktion f : (X,T) — (Z,0) genau
dann stetig ist, wenn alle Abbildungen fo f;: (Y, T;) — (Z,0), i € I stetig sind.

Beweis. Siehe [2, Satz 1.4.1] O

Beispiel 2.2. Ein Beispiel fiir eine finale Topologie ist die Quotiententopologie. Dafiir sei (X, T)
ein topologischer Raum und ~ eine beliebige Aquivalenzrelation auf X . Betrachte die kanoni-
sche Projektion 7 : X — X/, die jedem x seine Aquivalenzklasse [z] := {y € X : 2 ~ y}
zuweist. Laut Satz 2.1 ist 7. die feinste Topologie derart, dass 7 stetig ist. Wir schreiben den
topologischen Raum als (X/~,7.) an.

Bemerkung 2.3. Seien X, Y Vektorrdume iiber denselben Korper R oder C. Mithilfe eines
linearen Teilraumes U von X koénnen wir die Aquivalenzrelation z ~ y (<= 2 —y € U
definieren. Dadurch bekommen wir den sogenannten Faktorraum X/U, der sich wiederum
als Vektorraum herausstellt. Die dazugehérige Aquivalenzklasse wird dann geschrieben als
[zl =z +U={x+u:uecU}.

In dieser Arbeit werden wir Ofters fiir einen linearen Operator T : X — Y den Faktorraum
X/ker T betrachten.

Definition 2.4. Sei T : X — X mit einem Vektorraum X und Y C X ein T-invarianter,
linearer Teilraum von X, also gilt TY C Y. Aufgrund der T-Invarianz von Y ist die Abbildung

[ X)Y > X)Y
T/Y'{ z+Y —=Tz+Y.

wohldefiniert und linear.
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Bemerkung 2.5. Mit den gleichen Voraussetzungen wie in Definition 2.4 ist klarerweise auch
Ty eine lineare Abbildung von Y nach Y.

Definition 2.6 (Faktornorm). Sei X ein Banachraum und U C X ein linearer Teilraum von
X. Dann wird fiir den dazugehorigen Faktorraum X /U die sogenannte Faktornorm definiert.

|z = Ullxp =inf{llz —ul| : w € U} = d(z,U)

Dieser Ausdruck ist auf jeden Fall eine Seminorm und falls U abgeschlossen ist, sogar eine
Norm. In dem Fall ist X/U ein Banachraum (siehe [2, Proposition 2.4.9]).

Bemerkung 2.7. Wenn X ein Banachraum, Y C X abgeschlossen und T' € Ly(X) mit T(Y') C
Y ist, dann ist 7/Y : X/Y — X/Y nach Satz 2.9 wegen m o T = T/Y o m stetig, also
T/Y € Ly(X/Y), wobei X/Y mit ||.||y/y versehen ist.

2.2 Satz von der offenen Abbildung

Definition 2.8. Eine Abbildung T : X — Y zwischen zwei topologischen Réumen wird offen
genannt, wenn fiir jede offene Menge O von X auch f(O) in Y offen ist.

Satz 2.9 (Satz von der offenen Abbildung). Sei T € Ly(X,Y) surjektiv mit zwei Bana-
chrdumen X und Y. Dann ist T offen.

Beweis. Siehe [2, Satz 4.3.1] O

Korollar 2.10. Ist T € Ly(X,Y) eine zwischen zwei Banachriumen X und Y surjektive
Abbildung, so gilt

Jde>0:VYyeY dre X:Te=yund ||z|] <clly].

Beweis. Aus Satz 2.9 folgt die Offenheit von T'. Betrachte die lineare Abbildung T: (X/kerT') —
Y, definiert durch T'([|ker) = Tz. Da T auch geschrieben werden kann als 7= T o7 ist T
wegen Satz 2.1 stetig. Laut Konstruktion ist T auch bijektiv. Aus dem Satz von der offenen
Abbildung folgt, dass T'(O) = (T—1)~1(O) offen fiir offene O ist. Also ist T~! stetig und folglich
beschrankt, woraus die gesuchte Ungleichung folgt. U

2.3 Adjungierte Operatoren in Banachraumen

Satz 2.11. Sei T € Ly(X,Y) eine Abbildung mit zwei Banachriumen X, Y. Dann gibt es
genau einen Operator T € Ly(Y', X") fiir den

(Tx,y') = (2, T'y) firalexec X,y €Y',
gilt. Diesen nennen wir den adjungierten Operator von T .

Beweis. Siehe [2, Satz 6.1.2]. O
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Satz 2.12 (vom abgeschlossenen Bild). Sei T' € Ly(X,Y) mit zwei Banachriumen X, Y.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) TX ist abgeschlossen in'Y bzgl. der Normtopologie.
(i) T'Y" ist abgeschlossen in X' bzgl. der Normtopologie.
(111) T'Y" ist abgeschlossen in X' bzgl. der w*-Topologie (X', X).
Beweis. Siehe [2, Satz 6.2.1] O

Definition 2.13. Fiir einen Banachraum X und seinen Dualraum X’ seien M C X und
N C X'. Wir nennen

Mt ={pecX :¢(x)=0,z€ M} und *N:={zrecX:¢(x)=0, pc N}
den Annihilator von M bzw. N.

Satz 2.14 (Bipolarsatz). Fiir einen Banachraum X seinen Dualraum X', M C X und N C X'
gilt

Lty = WG(X»X') _ WWH’ (LN = WU(XQX)‘
Beweis. Siche [2, Satz 5.4.7]. O
Proposition 2.15. Sei T' € Ly(X,Y) mit zwei normierten Riumen X, Y. Dann gilt

kerT = H(T'Y") und kerT' = (TX)*.

Beweis. Siehe [2, Proposition 6.1.7]. O

Bemerkung 2.16. Mit den gleichen Voraussetzungen wie in Proposition 2.15 folgt fiir 7' mit
abgeschlossenem Bild in Y bzgl. der Normtopologie, dass

TX =*(kerT") und T'Y’ = (ker T)*.

Dies ist erkennbar mithilfe des Bipolarsatzes und des Satzes vom abgeschlossenen Bild.

2.4 Analytische Funktionen

Definition 2.17 (Fréchet-Raum). Ein Fréchet-Raum ist ein hausdorffscher, lokalkonvexer und
vollsténdiger topologischer Vektorraum mit einer abzéhlbaren Nullumgebungsbasis.

Der Besitz einer abzihlbaren Nullumgebungsbasis ist fiir einen hausdorffschen, lokalkonvexen
topologischen Vektorraum #dquivalent zur Metrisierbarkeit. Es gibt dabei aber keine ausgezeich-
nete Metrik.
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Definition 2.18. Sei X ein Banachraum und f : U — X eine Funktion auf einer offenen
Teilmenge U von C. Dann heifit f analytisch, wenn es fiir jeden Punkt Ay € U eine Potenzreihe
Yo g an(A — Ao)™ mit Konvergenzradius R > 0 und einen Radius r € (0, R] mit U,(A\g) C U
derart gibt, dass

o0
F) =) an(d=20)", A€ Ur(Ao).
Der Raum H (U, X) bezeichnet die Menge aller analytischen Funktionen von U nach X.

Definition 2.19. Sei (K, ),cn eine Folge kompakter Teilmengen von einer offenen Menge U C
C derart, dass K, C K, ;| und dass die Vereinigung aller K, ganz U ergibt. Die Existenz einer
Folge dieser Art ist durch [4, Lemma 4.1.3] gesichert. Bezeichne mit d, die Supremumsmetrik.
Dann ist durch

oo

n=1
eine Metrik auf H (U, X) definiert.

Bemerkung 2.20. H(U, X) versehen mit der von p induzierten Topologie 7, bildet einen Fréchet-
Raum. Siehe [4, Satz 4.2.1].

Definition 2.21. Fiir einen geschlossenen, stetigen und stiickweise stetigen differenzierbaren
Weg 7 : [a,b] — C und fiir z € C\ v([a, b]) heiBit

n(,2) 1A L

" 2mi (—=z

die Umlaufzahl des Weges v um den Punkt z.

Definition 2.22. Sei A eine komplexe Banachalgebra mit Einselement, a € Aund f € H(U,C)
mit o(a) CU. Sei I' = (a, ..., an) ein Tupel von stetigen und stiickweise stetig differenzierba-
ren, in U \ o(a) verlaufenden Wegen derart, dass

n

- [ 1, falls 2 € o(a)
n(T, z) := ;n(% 2) = { 0, falls z € C\ U.

Wir definieren nun f(a) € A durch

n

f@)= =3 / F(O)(Ce — )~ dc.

i=1 i

Beachte dabei, dass wegen [6, Satz 2.2.1] und [6, Satz 2.3.2] solche Tupel immer existieren und
f(a) unabhéngig von diesen ist.

Satz 2.23 (Spektralabbildungssatz fiir analytische Funktionen). Sei A eine komplexe Banach-
algebra mit Einselement. Dann gilt fiir jedes a € A und jede analytische Funktion f € H(U,C)
mit o(a) C U die Gleichheit
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Beweis. Siehe [6, Satz 2.3.5]. O

Satz 2.24 (Identitéiitssatz). Sei) # G C C ein Gebiet, also eine zusammenhingende und offene
Teilmenge von C und sei X ein Banachraum. Fiir eine analytische Funktion f € H(G,X) gilt
f =0 genau dann, wenn die Menge {\ € G : f(\) = 0} einen Hiufungspunkt in G besitzt.

Siehe [4, Satz 3.1.4]. Man beachte dabei, dass der Beweis analog zum Fall f € H(G, C) verlduft.

Korollar 2.25. Sei Y ein abgeschlossener, linearer Teilraum eines Banachraumes X und
U C C ein Gebiet mit einer Teilmenge S C U, die Hiufungspunkte in U besitzt. Fiir eine
Funktion f € H(U,X) mit f(S) CY gilt dann sogar f(U) CY.

Beweis. Betrachte den Annihilator von Y
Yt ={pe X :¢(x)=0firallex € Y}.

Da f|g laut Voraussetzung nach Y hinein abbildet, gilt ¢ o f|g = 0 fiir alle ¢ € Y. Sei ¢ € Y+
beliebig. Die Menge S = {A € S : ¢(f(\)) = 0} hat laut Voraussetzung einen Héufungspunkt
in U, weswegen mithilfe des Identitétsatzes 2.24 folgt, dass U = {A € U : ¢(f(A\)) = 0}. Da ¢
beliebig war folgt

2.5 Definition der verschiedenen Spektren

Definition 2.26 (Spektrum). Sei 7" ein linearer und beschriankter Operator mit einem Bana-
chraum X. Dann ist das Spektrum definiert durch

o(T):={\ e C: (T — \) ist nicht invertierbar}.

Das Spektrum ist fiir jedes T € Ly(X) nichtleer und kompakt. Man kann es als disjunkte
Vereinigungen o(T') = 0,(T)Uo(T)Uo,(T) folgender Mengen verstehen: Dem Punktspektrum

0p(T) = {A € C: ker (T A) # {0},
dem stetigen Spektrum
0(T) :={A € C:ker (T —\) = {0}, (T —N)X =X}
und dem Residualspektrum

or(T) :={ € C :ker (T -\ ={0}, (T-NX #X}.

Siehe [2, Bemerkung 6.4.6].
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2.6 Spektralsatz fiir normale Operatoren

Aus Funktionalanalysis ist der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren bekannt. Dieser
lasst sich auf normale Operatoren ausweiten.

Satz 2.27 (Spektralsatz fiir normale Operatoren). Sei B(C) die Borel’sche o-Algebra auf dem
Korper C und T € Ly(H) normal auf einem Hilbertraum H. Dann gibt es ein eindeutiges
Spektralmafl E fir den Mafraum (C,B(C),H) derart, dass E(C\ K) = 0 fiir ein gewisses
kompaktes K C C gilt und

T= /thE(t).

Dabei gelten auch folgende Sachverhalte.
(i) Fiir B € Ly(H) gilt BT = TB genau dann, wenn BE(A) = E(A)B fir alle A € B(C).

(ii) Jedes beliebige kompakte K 2O o(T) erfillt E(C\ K). Insbesonders kann man E als
Spektralmafs auf dem Spektrum auffassen.

Beweis. Siehe [5, Satz 2.2.1]. O

Bemerkung 2.28. Seien die Voraussetzungen von Satz 2.27 erfiillt. Fiir ein A € B(C), welches
in K enthalten ist, ein A ¢ A und ein x € E(A)H gilt

(T— ). [/K IIA(t)t_l/\dE(t)}x: [/K(t—k)dE(t)} . [/K M(t)%dE(t) =

= [/K]lAdE}x:x.

Dies bedeutet, dass A in der Resolventenmenge von T'|g(a) g liegt, womit

o(Tgaym) € A
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Fiir den Rest dieser Arbeit wollen wir voraussetzen, dass die verwendeten Banachriume mit
dem Skalarkérper C versehen sind.
Wir fithren zunéchst folgende, erweiternde Begriffe fiir Spektren ein.

Definition 3.1. Sei T' € Ly(X) ein linearer und beschrénkter Operator mit einem Banachraum
X. Wir definieren das approximative Spektrum

n—0o0

Oap(T) :={A € C:3 (zp)nen : xn € X, ||| =1 und (T — N)x,, —— 0},

das surjektive Spektrum
osu(T):={NeC:(T-NX #X}

und das Kompressionsspektrum
Ocom(T) :={A € C: (T — A\)X nicht dicht in X}
von T

Bemerkung 3.2. Die Vereinigung vom stetigen Spektrum und dem Residualspektrum ist si-
cherlich im surjektiven Spektrum enthalten; siche Kapitel 2.5. Offenbar gilt auch ocom (T") C
osu(T) C o(T) sowie o(T') = 0p(T) U o5 (T).

Definition 3.3. Sei T' € Ly(X,Y) mit Banachrdumen X und Y. Dann definieren wir die
untere Schranke von 7" durch

K(T) = inf{@ zEX\ {0}}.

Il

Bemerkung 3.4. Fiir nicht injektives T gilt x(T") = 0. Falls T injektiv ist, gilt x(T") = HT‘1 H_l,
wobei 771 : T(X) — X.

Proposition 3.5. Fir T € Ly(X) mit einem Banachraum X # {0} und A € C sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) A ¢ 0ap(T).
(11) ker(T — X) = {0} und (T — X)X ist abgeschlossen.
(i1i) T — X ist nach unten beschrinkt, also k(T — X) > 0.

Das approzimative Spektrum oq,(T) ist abgeschlossen und es gilt 0o(T) C o4,(T) C o(T).
Insbesonders ist oq,(T) nichtleer.
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Beweis. Aussage (iii) ist dquivalent zu
de>0:||[(T — Nz| > cljz]| Vz € X. (3.1)

Daraus folgt, dass fiir jede Folge (xy)nen mit Norm 1 die Folge ||(T' — A)zy,|| nicht gegen 0
konvergieren kann; also gilt (i). Angenommen (iii) gilt nicht. Das bedeutet

1
VneN3dx, € X : (T — Nz, < - lznll,

weshalb insbesonders x,, # 0. Mit z,, := % haben wir somit eine Folge mit Norm 1 in X
n—oo

derart gefunden, dass ||(T" — \)Z,|| —— 0. Damit ist A € 04,(7") und wir haben den Schluss
von (i) auf (iii) nachgewiesen.

Nach dem Satz von der offenen Abbildung 2.9 hat T'— A : X — (T — A\)X unter der Vor-
aussetzung (ii) eine beschrénkte Inverse, womit (3.1) gilt. Umgekehrt folgt aus (3.1), dass
nur 0 den Funktionswert 0 annehmen kann. (7" — \) ist somit injektiv. Um zu zeigen, dass
(T — \) X auch abgeschlossen ist, wihlen wir eine Folge (z,,)nen und ein beliebiges y € X mit
(T — N, =225 y. Wegen (3.1) ist (2,)nen eine Cauchy Folge und konvergiert somit gegen
ein Element x € X. Da T — X stetig ist, folgt (T'— Nz = y.

Um zu zeigen, dass oq,(T") abgeschlossen ist, wihlen wir eine Folge (Ap)neny mit Elementen
aus oqp(7"), die gegen ein Element A € C konvergiert. Da alle A, in 04,(T") liegen, kénnen wir
eine Folge (zy,)neny aus X und mit Norm 1 derart wihlen, dass [[(T — A\p)x,)|| < 1/n fiir alle
n € N. Da

(T = Nanl = (T = An)zn + (A = Nzall < (T = An)zal + [An = All[lzall < 1/n 4+ [An = Al

fiir n — oo gegen Null konvergiert, gilt A € 4,(T).
Zu X € p(T) N 04y(T) gibt es eine Folge in X mit Norm 1 derart, dass ||(T — M)z, ——s 0.
Da die Inverse von (7' — \) existiert, bekommen wir den Widerspruch

Zn = (T — N)"HT = Nz, =250,

womit oq,(T) C o(T).

Fiir A € 0o(T') gibt es uy, € p(T) mit up, 2% X. Wegen der aus Funktionalanalysis bekannten
Ungleichung

1

T =N = Gt

n—oo

folgt H(T — un)*lﬂ ——— +00. Wir wihlen fiir n € N normierte Vektoren y, € X derart, dass
die Ungleichung

1
en = [T = ) gl 2 T = )7 -

erfiillt ist. Die Folge (zy,)nen von Vektoren

Lp 1= Cgl(T - Mn)_lyn
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hat Norm 1 und ||(7" — X)z,|| konvergiert gegen Null, da einerseits
1 1

lim ¢,;! = lim < =
oo ™ n=oo [T —= ) “tynll = (T = pn) M = 1/

und andererseits

0

lim [[(T = AT = ptn) "' yn|| = lim_lynll = 1.

n—oo

Somit liegt A im approximativen Spektrum von 7'. Daraus folgt auch, dass das approximative
Spektrum nichtleer ist, da das Spektrum nichtleer, beschrinkt und abgeschlossen ist. O

Korollar 3.6. Fir einen Operator T' € Ly(X) mit einem Banachraum X gilt
0(T) = 04p(T) U oeom(T).

Beweis. Die Inklusion 04,(T") U 0com(T) C o(T) ist klar. Fiir X € [04p(T) U 0com(T)]¢ folgt aus
Proposition 3.5, dass ker (T'— ) = {0} und (7'— X)X abgeschlossen ist. A ¢ 0o (1) impliziert
(T —N)X = (T —N)X = X, weshalb X nicht im Spektrum liegen kann. O

Lemma 3.7. Fir jeden Operator T' € Ly(X) mit einem Banachraum X gilt
(i) oeom(T) = op(T"),
(it) osu(T) = 0ap(T"), 0ap(T) = osu(T"),
(iii) o(T) = o(T").
Beweis. (i) A € C\ 0com(T') bedeutet, dass (T — A\)X dicht in X ist, was wegen Proposition
2.15 zu ker (T" — A) = {0} und folglich zu A € C\ 0,(T") &quivalent ist.

(ii) Fir A € C\og,(T) ist (T—A)X = X abgeschlossen. Wegen des Satzes vom abgeschlossenen
Bild 2.12 ist auch (T — A) X’ abgeschlossen in X’. Auflerdem gilt wegen

ker (T' — \) = [(T — M) X]T =X+ ={0}

und Proposition 3.5, dass A € C\ 0gp(1”). Sei umgekehrt A € C \ 04,(7”). Dann gilt wieder
wegen Proposition 3.5 und Satz 2.12

X+t ={0} =ker (T" = \) = (T — M) X]* , und damit X = (T — \)X,

weswegen A\ € C\ 05, (T). Fiir A € C\ 05,(T") ist (T" — \) X' = X’ abgeschlossen. Wegen des
Satzes vom abgeschlossennen Bild 2.12 ist auch (7' — A) X abgeschlossen in X. Auflerdem gilt
wegen

ker (7' — ) = H[(I" = N)X'] = *[x"] = {0}

und Proposition 3.5, dass A € C\ 04p(T"). Sei umgekehrt A € C \ o,,(T). Dann gilt wieder
wegen Proposition 3.5 und Satz 2.12, dass

LX) = {0} =ker (T — \) = *[(T" — \)X'] , und damit X’ = (T" — \) X',

weswegen A € C\ o, (7).
(iii) Die letzte Aussage folgt aus Kombination von (i), (ii) und Korollar 3.6, da

o(T) = 0ap(T) Uocom(T) = 05u(T") Up(T') = o(T").

10



3 Das Kato Spektrum und erste Resultate

Korollar 3.8. Fiir jeden Operator T € Ly(X) mit einem Banachraum X ist das surjektive
Spektrum o5, (T") abgeschlossen und enthdlt den Rand vom Spektrum o(T).

Beweis. Wie wir in Lemma 3.7 bewiesen haben, gilt 04,(T) = 04p(T") und o(T) = o(T").
Damit folgt aus Propostion 3.5, dass 04,(1") abgeschlossen ist und 0o (T) C 04,(T). O

Lemma 3.9. Se: T € Ly(X) ein Operator mit einem Banachraum X. Dann exisitert der
Grenzwert
i(T) := lim w(T™)Y™ = sup s(T™)V/".
n—oo neN

Beweis. Wir wollen zunéchst zeigen, dass fiir eine Folge nichtnegativer, reeller Zahlen (ay,)nen
die apam < anym fir alle n,m € N erfiillt,

lim al/™ = Sup{allc/k k€ N} (3.2)

n—oo neN

Offenbar gilt ¢ := sup{a,lc/k : k € N} > lim sup a)™. Im Fall ¢ = 0 gilt a, =0 fur allen € N
neN n—o00
und (3.2) ist infolge richtig. Es kann also ¢ > 0 angenommen werden. Fiir ¢ € R mit ¢ > € > 0

sei k € N so gewihlt, dass a; > (¢ — €)*. Fiir beliebiges n € N schreiben wir n = kp + r mit
0 <r < k und bekommen folgende Abschéitzung

1/n _ 1/n 1/n 1/n pk/n r/n
an/ =ty = Qpp ar/ >(c—e¢) /al ,

wobei a] < a, durch Induktion aus der Voraussetzung folgt. Wegen r < k gilt r/n — 0 und
wegen 1 = kp/n + r/n konvergiert kp/n fiir n — oo gegen 1. Damit gilt

lim infn_moa%/" >c—c¢

fiir alle hinreichend kleinen € > 0, wodurch insgesamt

1/n

lim sup a,ll/” < c < liminf, ,a,;/",

n—o0

also (3.2), bewiesen ist. Es bleibt x(T"T™) > x(T")k(T™) zu zeigen.

Ist T nicht injektiv, so sind es auch alle 7", n € N, nicht, wodurch «(7T™) = 0 fiir alle n € N.
Ist T injektiv, sind es auch alle 7", n € N. Fiir n,m € N und z € X \ {0} folgt

|Tma| T T T
- - > w(T™)R(T™),
El el

womit k(T"T™) > k(T™)k(T™). O
Proposition 3.10. Sei T € Ly(X) mit einem Banachraum X. Dann ist
(1) oap(T) C{A € C:i(T) < | <r(T)}.

Falls zusdtzlich 0 € o(T) erfillt ist, gilt auferdem

11



3 Das Kato Spektrum und erste Resultate

(ii) Kiry(0) € o(T) und
(iii) i(T) = r(T) = o(T) = K,cy(0).

Beweis. (i) Da schon o4,(T) C o(T) € K,(1)(0) bekannt ist, muss nur mehr gezeigt werden,
dass fiir beliebiges A € C mit |A| < i(T) folgt, dass X\ ¢ 04,(T"). Wéhle ¢ > 0 und n € N derart,
dass |A| < ¢ <i(T) und ¢ < k(T™). Wegen ¢ ||z|| < ||[T"x| fir z € X, gilt

(T = A"l = Tl = A" 2]l = (" = [A"]) 1]

Damit folgt A" ¢ 04,(T™) aus Proposition 3.5. Wegen

< Zn: )\nfkafl

k=1

> AR TENT — Nz
k=1

(T = A")zj]| = (T = Al

kann fiir keine Folge (z)jen mit Norm eins (7' — A)x; gegen 0 konvergieren. Infolgedessen gilt
auch A\ ¢ 0q,(T).

(ii) Angenommen A € p(7') mit [A| < (7). Wegen 0 € o(7) und da die Resolventenmenge
offen ist, gibt es ein t € [0,1) mit tA € 0o (T) C 04p(T"). Wegen |tA| < i(T') bedeutet das einen
Widerspruch zu (i). Also haben wir K;7)(0) € o(T).

(iii) Im Fall ¢(T") = r(T') gilt wegen
Ki)(0) € o(T) € K,(1)(0)
die Gleichung o(T') = K,(7)(0). O

Definition 3.11. Sei T' € Ly(X) mit einem Banachraum X. Dann wird mit 7°X := (| T"X

neN
der verallgemeinerte Bildbereich von T bezeichnet. Die Kato Resolventenmenge ist gegeben

durch
pr(T) :={A e C:ker (T'—\) C (T — N> X, (T — A\)X abgeschlossen}

und das Kato Spektrum wird als Komplement der Resolventenmenge ox(T") := C\ pg(T)
definiert.

Korollar 3.12. Fir T € Ly(X) mit einem Banachraum X gilt ox(T) C 04p(T).
Beweis. Sei X ¢ 04p(T). Geméf Proposition 3.5 bedeutet das

ker (T — X\) = {0} und (T — X)X abgeschlossen.

Da der Operator T'— \ linear ist, gilt 0 € (T'—\)"X fiir alle n € N, womit auch 0 € (T'—\)*°X.
Also liegt jedes A € C\ 04p(T") auch in der Kato Resolventenmenge, womit o (1) C 04,(T).
g

Lemma 3.13. Habe T € Ly(X) abgeschlossenes Bild TX und sei Y ein abgeschlossener,
linearer Teilraum von X, wobei kerT CY. Dann ist auch TY abgeschlossen.

12



3 Das Kato Spektrum und erste Resultate

Beweis. Betrachte den stetigen und bijektiven Operator T:X /ker T — T'X definiert durch
T([z)xerr) = Tx. Nach dem Satz von der offenen Abbildung ist auch T-! : TX — X/ker T
stetig. Folglich sind Bilder abgeschlossener Mengen unter 7' in X /ker T' wieder abgeschlossen
beziiglich der Spurtopologie T'X. Da wir vorausgesetzt haben, dass kerT' C Y und Y selber
schon abgeschlossen ist, ist Y/ker T' abgeschlossen in X/ker T' und somit T'(Y/kerT) = TY
abgeschlossen in T X. Da T X selbst abgeschlossen ist, ist 7Y auch in X abgeschlossen. O

Lemma 3.14. Sei T € Ly(X) ein Operator mit kerT C T*X. Dann gilt T(T>*X) = T*X
und kerT™ C TX fiir allen € N.

Beweis. Wir wollen als erstes zeigen, dass T(T°X) = T°X. Sei x € T™X, also z € T"X
fir alle n € N. Der Punkt Tz liegt sicherlich in T X. Wegen « € T'X liegt Tz sicherlich auch
in T2X usw. Es folgt Tx € T"X fiir alle n € N, womit T(T>°X) C T°°X. Fiir die andere
Inklusion und x € T°°X wihle eine Folge z,, € X mit z = T"z, fiir allen € N. Da fiir n € N

21 — T"xp1 € ker T C T®X C T"X,

gilt 1 € T"X fiir allen € N, weshalb z = Tz € T(T>X).

Laut Voraussetzung gilt ker 7™ C T X fiir n = 1. Gilt ker T™ C T*° X fiir ein n € N, so folgt
fiir z € ker T"! dass T € ker T™ C T™X. Wegen T(T>®X) = T X, existiert ein u € T>X
mit Tz = Tu, also ¢ —u € kerT'C T X, wodurch auch z = (z —u) + v € T>X. O

Aus den gewonnenen Resultaten folgt relativ einfach folgendes Korollar.
Korollar 3.15. Fir T € Ly(X) und X\ € pg(T) folgt, dass
(i) fiir jedes n € N der Operator (T — \)™ abgeschlossenes Bild hat,
(ii) (T'— X\)*°X abgeschlossen ist und
(11i) (T — AN (T — N)>®°X = (T — \)>®X gilt.

Beweis. Aus (i) folgt unmittelbar (ii) und (iii) folgt wegen X € pg(T") aus Lemma 3.14. Wir
zeigen (i) durch vollstdndige Induktion nach n. Fiir n = 1 gilt (i) wegen A € px (7). Nehmen
wir an, dass (1" — A\)"X abgeschlossen ist fiir ein beliebiges n € N. Wie wir in Lemma 3.14
festgestellt haben, gilt ker (7' — \)" C (T'— \)*®°X C (T — M) X fir n € N. Damit folgt aus
der Induktionsvoraussetzung, dass (7' — A)"X abgeschlossen ist, wegen Lemma 3.13 die Abge-
schlossenheit von (T — \)™"(T — \) X = (T — \)" 1 X, O
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4 Zusammenhang der Kato Resolventenmenge
mit dem lokalen spektralen Teilraum

In diesem Kapitel soll ein Zusammenhang zwischen dem verallgemeinerten Bildbereich und dem
lokalen spektralen Teilraum aus Definition 4.4 hergestellt werden. Dafiir fithren wir folgende
Begriffe ein.

Definition 4.1 (lokale Resolventenmenge). Sei T' € Ly(X) und x € X beliebig. Die lokale
Resolventenmenge ist definiert durch

pr(z) == U{U:UgCoﬁen,ElfGH(U,X) (T — N f(A\) =z fiir alle A € U}.

Die Menge or(x) := C\ pr(z) heifit das lokale Spektrum.

Bemerkung 4.2. Als Vereinigung offener Mengen ist pp(x) auch offen und op(z) somit abge-
schlossen.

Da fiir A € p(T) sicherlich (T — A\)(T' — A\)"'z = x gilt und da A — (T — A)~! und infolge
A = (T—X)~'z holomorph auf p(7T) ist, erhalten wir p(T") C pr(z) fiir alle € X. Somit kénnen

die analytischen Funktionen, die in der Definition der lokalen Resolventenmenge vorkommen,
als lokale Fortsezung der Funktion (T — \)~'2 gesehen werden.

Lemma 4.3. Sei X ein Banachraum und U eine offene Teilmenge von C. Fiir einen Operator
TeLy(X), € Xund f € HU,X) mit (T —N\)f(\) =z fir alle \ € U gilt op(x) = op(f(N))
fir jedes A € U.

Beweis. Wir verfahren in mehreren Schritten. Sei A € U beliebig, aber fest und definiere die
Funktion g € H(U, X) durch

Fw)—=f)
J— TS N H € U \ {)‘}7
o) { FOY. =

14



4 Zusammenhang der Kato Resolventenmenge mit dem lokalen spektralen Teilraum

Fir pe U gilt (T — p)f(pn) = x, weswegen fir p # A

(T = n)g(n) = Y =
_ T =) = FN) = (e =N + (e =N fN) _
W= A
_ (T =pwfp) - (T;j)f(A) T (=N _ (41)
_rz—zt (=N
w—A

Aus Stetigkeitsgriinden gilt auch (7"— X)g(A) = f(A). Damit haben wir fiir die offene Teilmen-
ge U von C eine analytische Funktion g gefunden, welche die Gleichung (7' — p)g(pn) = f(u),
w e U, 1ost, wodurch U C pr(f(N)) gilt.

Um pr(z) \ U C pr(f(A)) zu zeigen, was in Kombination mit dem gerade Bewiesenen die
Mengeninklusion pr(z) C pr(f(A)) liefert, wihlen wir ein beliebiges w € pr(x) \ U. Da pp(x)
offen ist, finden wir eine offene Umgebung W von w, mit A ¢ W C pp(z). Wegen w € pr(x),
gibt es eine analytische Funktion h : W/ — X mit W' C W, fir die (T — p)h(p) = z fir alle
w € W gilt. Wegen X\ ¢ W' ist die Funktion k : W' — X, k(u) := % analytisch und wie
in (4.1) zeigt man (T — p)k(u) = f(A) fir alle p € W’. Damit liegt w in pp(f(X)).

Um pr(f(A) C pr(z) zu zeigen, wihlen wir w € pr(f(A)) und betrachten eine analytische
Funktion h : W — X auf einer offenen Umgebung W von w mit (T' — p)h(u) = f(\) fiir alle
w € W. Wegen

(T = )(T = Mh(p) = (T = (T = wh(p) = (T = AN fQA) ==
fiir alle p € W und weil g — (T — AN)h(p) auf W analytisch ist, liegt dann w in pp(x). O
Definition 4.4 (lokaler spektraler Teilraum). Fiir ' C C nennen wir die Menge
Xr(F):={ze X :0rp(x) C F}
den lokalen spektralen Teilraum.

Definition 4.5 (7T-hyperinvariant). Ein linearer Teilraum Y C X heifit T-hyperinvariant,
wenn fiir jeden mit 7" kommutierenden Operator S € Ly(X) die Inklusion SY C Y gilt.

Lemma 4.6. Sei T € Ly(X) ein Operator mit einem Banachraum X und F C C. Dann ist
X7 (F) ein T-hyperinvarianter, linearer Teilraum von X .

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Teilraumeigenschaft von X7 (F'). Wegen pr(0) = C, also
or(0) = 0 gilt {0} C Xp(F) # 0. Aus der leicht zu zeigenden Inklusion pr(u) Npr(v) C pr(u+
v) folgt op(u+v) C or(u)Uor(v). Fiir u,v € Xp(F) gilt somit op(u+v) C or(u)Uor(v) C F.
Wegen pr(au) = pr(u) gilt auch op(au) = op(u) C F fiir u € Xp(F) und o # 0.
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4 Zusammenhang der Kato Resolventenmenge mit dem lokalen spektralen Teilraum

Fiir die T-Hyperinvarianz wéhle einen mit 7" kommutierenden Operator S € Ly(X), z € X
und f € H(U, X) mit einer offenen Menge U C C derart, dass (T'— A) f(A) =« fiir alle A € U.
Daraus folgt

(T = N)SfF(N) = S(T = N f(A) = Sz fiir alle X € U.

Da auch So f eine analytische Funktion auf U ist, erhalten wir pp(z) C pp(Sx) beziehungsweise
or(Sz) C op(x). Da fiir einen Punkt = € Xp(F) deswegen op(Sz) C op(z) C F, gilt Sz €
X7 (F). Also bekommen wir die gesuchte Inklusion SX7(F) C Xr(F). O

Korollar 4.7. Fiir T € Ly(X) mit einem Banachraum X und F C C gilt
(T — N Xp(F) = Xp(F) fiir allex € C\ F.

Beweis. Die Inklusion (T'— \)Xp(F) C Xp(F) folgt direkt aus Lemma 4.6, da der Operator
T — A linear und beschrankt ist und mit 7" kommutiert.

Fiir die andere Inklusion sei zundchst bemerkt, dass fir z € X¢(F) aus op(z) C F sicher
C\ F C pr(X) folgt.

Um fir A € C\ F und xz € Xp(F) zu zeigen, dass x € (T' — \)Xp(F), miissen wir eine
Darstellung (T — \)Z = z mit einem = € X finden, wobei op(z) C F. Wegen C\ F' C pp(x)
gibt es eine analytische Funktion f € H(U, X) mit A € U und (T — p) f(p) = « fiir alle p € U.
Fir 7 = f(\) folgt aus Lemma 4.3, dass or(Z) = op(x) C F. O

Lemma 4.8. Sei T € Ly(X) mit einem Banachraum X. Dann gilt
(i) Xr(F) C Xr(G), falls F C G C C,
(ii)) x € Xp(F) mitx € X, \€ F, falls (T — Nz € Xp(F),

(1i1) ker(T — \)™ C Xp({\}) fir \ € C, n € N.

Beweis. (i) Fiir x € Xp(F) gilt laut Definition des lokalen spektralen Teilraumes, dass op(x) C
F C G, weshalb auch x € X7(G).

(ii)) Aus (T'— Nz € Xg(F) mit A € F, folgt wegen or((T' — N)x) C F, dass es fiir jedes
w € C\ F eine analytische Funktion f : U — X auf einer offenen Umgebung U von w derart
gibt, dass (T — p)f(p) = (T — Nz fiir alle p € U. Indem wir U kleiner machen, kénnen wir
A ¢ U annehmen. Die Funktion g : U — X, g(p) := (f(p) —x)/(p— ) fiir p € U ist analytisch
und erfiillt die Gleichung (T — p)g(p) = z fiir alle p € U, womit w € pr(z). Da w € C beliebig
war, gilt op(x) C F und daher z € Xp(F).

(iii) Sei = € ker (T — A\)™. Wegen (ii) folgt aus
(T = X)(T - N""tz=0¢c Xr({\}), dass (T — )"tz € Xp({\}).

(T = \)(T — N2z € Xp({\}) ergibt (T — A\)" 2z € Xr({\})

usw. bis (T — \)" "z = z € Xr({\}).
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4 Zusammenhang der Kato Resolventenmenge mit dem lokalen spektralen Teilraum

Definition 4.9. Sei F' C C abgeschlossen und T' € Ly(X).
Xr(F)={zxeX:3 fe HC\F,X)mit (T —\)f(A) =z firalle A\e C\ F}.

Diese Menge bildet offenbar einen Unterraum von X und wir nennen sie den globalen, lokalen
spektralen Teilraum. Offenbar gilt X7 (F) C Xr(F).

Lemma 4.10. Sei T € Ly(X) mit einem Banachraum X. Zu A € C\ 04, (T) gibt es ein € > 0
derart, dass

X = XT((C \ Ue()‘))

Beweis. Sei A\ € C\ 04,(T) beliebig. Da T'— X surjektiv und damit auch offen ist, gilt wegen
Korollar 2.10

Je>0: VueXIweX:(T—Nv=uundelv| <|ul.

Wir bauen fiir ein beliebiges © € X induktiv eine Folge mit zg := z und x, € X, wobei
(T — Nzxy, = 21 und €||zy|| < ||zp—1]| fiir alle n € N. Die Reihe

Flu) =37 wnia(p = )"

konvergiert dann lokal gleichmiBig auf der offenen Kugel Uc(A), da ||z, || < ”Ez—n” fiir alle n € N
und

o0 n ,U )\
S sl = N7 = = A e < 3 B
Folglich ist die Funktion f : U.(\) — X auch analytisch. Fiir u € Uc(\) gllt

(T =) f(1) = (T =N f(p) = (p =N f(p) =

=T =N =N = (=N map A= (43)
= Z o En (w—MN" Zzozo Tpg1(p — )\)"+1 =x9 =z,
womit x € Xp(C\ Ue()N)). O

Korollar 4.11. Fir einen Operator T € Ly(X) mit einem Banachraum X gilt
ou(T) = Jor(x) : 2 € X},
Beweis. Wir zeigen, dass fiir A € C
T — X surjektiv <= X € pp(x) fiir alle x € X.

Aus der Giiltigkeit der rechten Seite folgt nach Definition 4.1 fiir jedes x € X die Existenz von
Z mit (T'— \)T = x, wodurch sich T' — X als surjektiv herausstellt.
Fiir surjektives T'— A, also A € C\ 04,(T), gibt es wegen Lemma 4.10 ein € > 0 mit

X =Xp(C\U\)={ze X :3f € HUAN),X) mit (T — \)f(\) =z fiir alle p € Uc(N\)}

Also gibt es fiir jedes x € X eine analytische Funktion f auf einer offenen Kugel um A\ mit
(T — N f(A) = . Folglich gilt A € pr(z) fir jedes z € X. O
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4 Zusammenhang der Kato Resolventenmenge mit dem lokalen spektralen Teilraum

Aus Korollar 4.7 und Korollar 4.11 erhalten wir folgendes Resultat.

Proposition 4.12. Fir T € Ly(X) und X € px(T) gilt
(T =X*X = Xp(C\ {A}).

Beweis. Da wegen Korollar 4.7 (T'— M) X7 (C\ {A\}) = X7(C\ {A}) gilt, folgt (T"— \)"X7(C\
{A}) = X (C\ {\}) fiir alle n € N, womit X7(C\ {\}) C (T"— A\)*°X. Wegen Korollar 3.15 ist
fiir S := T|(p_x)e x der Operator S—\ surjektiv als Operator von dem Banachraum (7'—\)> X
auf sich selbst, womit A ¢ o4,(5). Wegen Korollar 4.11 folgt fiir ein beliebiges x € (T'— \)>* X,
dass og(z) C 05,(S) C C\ {\}. Weil sicherlich auch or(x) C og(z) gilt, muss z in X7(C\ {\})
liegen. ([
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5 Abgeschlossenheit mithilfe des lokalen
spektralen Teilraumes

Mithilfe der im vorigen Kapitel bewiesenen Resultate und durch die Einfiihrung des Minimum
Modulus wollen wir in diesem Kapitel zeigen, dass auch das Kato Spektrum abgeschlossen ist.

Definition 5.1 (Minimum Modulus). Sei T € Ly(X) mit einem Banachraum X. Wir nennen

s [Tzl
v(T) = 1nf{ Ao ke T) re X\ kerT}

den Minimum Modulus von 7', wobei y(7T') := +oc im Fall T = 0. Fiir injektives T' gilt
~v(T) = k(T); siehe Definition 3.3.

Bemerkung 5.2. Man zeigt leicht, dass y(T) = k(T), wobei T : X/kerT — TX durch
T([x]kerT) = Tz definiert ist, sieche Beweis von Korollar 2.10. Nach Bemerkung 3.4 gilt dann

~ -1 ~
v(T) = HT*IH .Ist TX = T(X/kerT') abgeschlossen, so folgt aus dem Satz von der offenen
Abbildung HTAH < 400, also y(T') > 0.

Da fiir A € pi(T) definitionsgeméB (7' — X)X abgeschlossen ist, gilt insbesonders v(7'— \) > 0.
Bis zum Ende dieses Kapitels werden wir ¢ := v(T — \) fiir den Minimum Modulus von T'— A
schreiben.

Lemma 5.3. FirT € Ly(X) mit einem Banachraum X und X € px(T) gilt
(i) (T =N)>X = Xr(C\ {A}) = Xr(C\ Us (M),
(i) (T — X)X C(T —p)>®°X fir alle p € Us(A).
Beweis. Wahle 0 < e < §. Wir wollen als erstes zeigen, dass
Voe (T —MN*®X Jue (T—N*X: (T —XNu=vund €lul <.

Wir kénnen v # 0 annehmen. Wéhle geméf Korollar 3.15 (iii) w € (T'—A)*°X mit (T—\)w = v.
Aus w ¢ ker (T — \) erhalten wir

e d(w,ker (T'— X)) < d(w,ker (T'— X)) < ||(T — Nwl|| = ||v] .

Wir schliefen auf die Existenz eines z € ker (T'—\) C (T'—X\)>*°X mit € ||w — z|| < ||v||, wodurch
u:=w—2z € (T — \)*®X die gewiinschte Eigenschaft hat.
Wiéhle x € (T'— X\)*°X beliebig. Wir bauen induktiv eine Folge mit z¢ := x und z,, € X derart,
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5 Abgeschlossenheit mithilfe des lokalen spektralen Teilraumes

dass (T'— Nz, = xp—1 und € ||, || < z,—1 fiir alle n € N. Im Beweis von Lemma 4.10 haben
wir schon gezeigt, dass dann

F0) 1= 3 e = )"
eine analytische Funktion von Uc(\) nach X bildet, wobei
(T — p)f(p) =z fiir alle p € U (N).

Wir erhalten Uc(\) C pr(z) fiir beliebiges 0 < € < §, wodurch Us(\) C pr(x), siche Definition
4.1. Damit ist z in der Menge X7 (C \ Us())) enthalten. Also gilt

(T = N®X C X7(C\ Us(N) € Xr(C\ {A}). (5.1)

In Poposition 4.12 haben wir schon bewiesen, dass (7'—X)*°X = Xp(C\ {\}), weshalb in (5.1)
die Mengen alle gleich sind.
Fir p € Us(\) folgt aus Korollar 4.7

X7(C\Us(\) = (T — )" X7 (C\ Us(N)) fiir alle n € N.
In Kombination mit (5.1) folgt daraus
(T'=X)*X € Xr(C\Us(N) € (T = )= X.
(]

Satz 5.4. Fir T € Ly(X) mit einem Banachraum X ist px(T') offen und daher o (T) abge-
schlossen in C.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jedes A € px(T) jede Kugel Uc(A) mit 0 < € < § ganz in px (7))
enthalten ist. Wihle p € Uc(\) mit g # A. Mithilfe von Lemma 4.8 erhalten wir

ker (T — 1) € Xr({u}) € Xr(C\ {A}) = (T — \)®X C (T - p)*X.

Es bleibt zu zeigen, dass (T' — )X abgeschlossen ist. Wegen \ € px(T') ist Y := (T — \)*°X
abgeschlossen; siehe Korollar 3.15. Folglich ist X/Y versehen mit der Faktornorm, ein Bana-
chraum. Wegen \ € pg (T') gilt auch ker (T — \) C Y, weshalb

§llz=Yllx)y <dd@ker (I'=A)) < [|(T'— Nz fiir alle 2 € X.

Wegen Korollar 3.15 gilt (T'—\)Y =Y. Zuy €Y gibt es folglich ein u € Y mit (T'— N)u = y.
Fiir jedes z € X gilt

6lle =Yl xyy =dllz —u=Ylx)y <I(T =N —-wl =T -z -yl
Nehmen wir das Infinum iiber alle y € Y, so folgt

6l — Y”X/Y < (T =Nz — Y”X/Y < (T = pz - Y”X/Y +lp= Az - Y”X/Yv
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5 Abgeschlossenheit mithilfe des lokalen spektralen Teilraumes

weshalb
(=6 llz=Ylxy <I(T—pz—Yly, firalezeX. (5.2)
Wegen (T—p)(Y) = (T—-A+A—p))(T-N*X C(T-N>*X=Yist ((T—pn)/Y): XY —
X/Y definiert und wegen (5.2) nach unten beschrinkt; sieche Definition 2.4. Aus Proposition
3.5 folgt, dass das Bild ((T'— p)/Y)(X/Y) abgeschlossen in X/Y ist. Wegen Lemma 5.3 gilt
VC(T—p)*XC(T-pkX,

womit (T — pu)X = 7 Y((T — p)/Y)(X/Y), wobei m : X — X/Y die kanonische Projektion
bezeichnet. Aus der Stetigkeit von 7 folgt schlielich die Abgeschlossenheit von (7' — p)X. O
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6 Die Sandwich Formel

Um einen besseren Eindruck zu bekommen, wie das Kato Spektrum in der komplexen Zahlen-
ebene liegt, wollen wir die sogenannte Sandwich Formel zeigen.

Definition 6.1 (SVEP). Wir definieren fiir 7' € Ly(X) mit einem Banachraum X den Ope-
rator

Ty : HU,X) — HU,X), (Tuf)(A) .= (T = XN f(N).

Wir sagen, der Operator T hat die single-valued-extension-property oder kurz SVEP, wenn Ty,
fiir jedes offene U C C injektiv ist.

Definition 6.2 (Analytisches Residuum). Wir definieren folgende Teilmenge der komplexen
Zahlenebene fir T € Ly(X) mit einem Banachraum X.

S(T):={\eC:3U CCGebiet,f e HU,X), fA0, AXeUmit (T —p)f(n) =0V peU}
Bemerkung 6.3. Offenbar gilt
T hat die SVEP Eigenschaft genau dann, wenn S(T') = 0.

Lemma 6.4. Sei T € Ly(X) mit einem Banachraum X. Dann ist das analytische Residuum
S(T) im Inneren op(T)° des Punktspektrums enthalten.

Beweis. Sei A € S(T') # (). Also gibt es ein Gebiet U und eine nicht verschwindende analyti-
sche Funktion f : U — X mit A € U. Da f nicht identisch verschwindet, hat A eine endliche
Nullstellenvielfachheit N > 0. Es gibt also eine analytische Funktion g : G — X mit g(\) # 0
und f(p) = (u — N Ng(p) fir p € G. Da (T — p)g(p) = 0 fiir p # \ gilt, folgt aus Stetigkeits-
griinden auch (7" — A)g(A) = 0, womit A € 0,(T"). Da S(T') selbst schon offen ist, gilt sogar
S(T) Cop(T)°. O

Proposition 6.5. Sei T' € Ly(X) mit einem Banachraum X. Dann gilt
pr(T) = pr(T") und px(T)No(T)C S(T)US(T"). (6.1)
Auflerdem gilt die sogenannte Sandwich Formel
00(T) € (0p(T) N7 TH\ (S(T) N S(T)) € 0xc(T) € 00p(T) M) (62)
und die Gleichheit

(0ap(T) N osu(T) \ (S(T) N S(T)) = (0ap(T) \ S(T)) U (05u(T) \ S(T")). (6.3)
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6 Die Sandwich Formel

Beweis. (i) Fir A € pg(T) ist (T' — M) X abgeschlossen und ker (T' — A) C (T — \)*°X. Wegen
Lemma 3.14 und Korollar 3.15 ist auch (7" — A\)"X abgeschlossen und ker (T — \)™ C (T —
A)*®X C (T —N)X fiir jedes n € N. Wegen des Satzes vom abgeschlossenen Bild 2.12 ist damit
auch (T" — \)" X' abgeschlossen und wegen Proposition 2.15

ker (T" — \) = [(T — M) X]* C [ker (T — N+ = (T" — )X’
fiir alle n € N, womit A € px(T") und px(T) C pr(T").
Fiir A € pi(T") ist (T" — M) X' abgeschlossen und ker (77 — \) C (77 — M\)*°X’. Wegen Lemma
3.14 und Korollar 3.15 ist auch (7" — X\)" X’ abgeschlossen und ker (77 — \)™ C (T — \)* X' C

(T" — X)X’ fiir jedes n € N. Wegen des Satzes vom abgeschlossenen Bild 2.12 ist damit auch
(T — M\)"X abgeschlossen und wegen Proposition 2.15

ker (T — \) = L[(T" — M) X') C Lker (T" — N)"] = (T — \)"X

fir alle n € N, womit A € px(7”) und die Gleichheit in (6.1) gezeigt ist.
(ii) Wir wollen eingangs zeigen, dass

pr(T) Nogp(T) € S(T). (6.4)

Fiir A € pg(T) Nogp(T') ist (T'— X)X abgeschlossen und A € 04,(T"). Wegen Proposition 3.5
gilt ker (T — X) # {0}, also A € 0,,(T'). Fiir einen Eigenvektor z # 0 zu X gilt wegen Lemma
5.3

z€ker (T —\) C (T — \®X = Xp(C\ {\}).

Also liegt A in pp(z), weshalb es eine analytische Funktion f : U — X auf einer offenen
Umgebung U von A derart gibt, dass (T"— p)f(n) = = fir alle p € U. Fiir die analytische
Funktion

g(w) = (T = N f(u), peU.
gilt
9N = (T=Nf(N) =2 £0,

Aufgrund der Stetigkeit verschwindet g sicherlich nicht auf einer offenen Umgebung von A.
Wegen (T'—p)g(pn) = (T —=AN)(T—p) f(n) = (T'—XN)x = 0 liegt A in S(T'), womit (6.4) bewiesen
ist.

Wegen der Gleichheit in (6.1), (6.4) und 04, (T) = 04p,(T") folgt

p(T) Nosu(T) = pr(T') Noap(T") € S(T'). (6.5)

Vereinigung von (6.5) und (6.4) ergibt nach Bemerkung 3.2 die Mengeninklusion in (6.1).
(iii) In Korollar 3.12 haben wir schon bewiesen, dass ox (T) C 04p(T). Fiir A € C\ 04,(T)
gilt (T'— A)X = X und somit A € pg(T). Also haben wir o (1) C 04p(T) N 05, (T). Nach
Proposition 3.5 und Korollar 3.8 gilt

00(T) C 04p(T) N osu(T).
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6 Die Sandwich Formel

AuBlerdem wissen wir wegen Lemma 6.4, dass
S(T) N S(T) C oy(T)° N op(T')°

und damit auch

00(T) € 04p(T) Nosu(T) \ (S(T) N S(T")).
Durch Schneiden von (6.4) und (6.5) erhalten wir

pr(T) Noap(T) Nog(T) CS(T)NS(T'),
was nichts anderes bedeutet als

(0ap(T) Nosu(T) \ (S(T) NS(T)) € ok (T).

Damit ist die Sandwich Formel (6.2) gezeigt.
(v) Wegen

(0ap(T) Nosu(T)) \ (S(T) NS(T")) = (0ap(T) N 5u(T)) \ S(T) U (00p(T) Nosu(T)) \ S(T7)
C (0ap(T)\ S(T)) U (05u(T) \ S(T"))
folgt schon die eine Inklusion fiir (6.3). Gemas (6.4) und (6.5) gilt auch
0ap(T)\ S(T) C o (T) und 03 (T) \ S(T") € o (T),
(0ap(T)\ S(T)) U (0su(T) \ S(T")) € 0k (T) € 0ap(T) N 05u(T)
erhalten. Andererseits ist
(0ap(T) NS(T)) U (05u(T) NS(T)°) € S(T)*US(T')" = (S(T) N S(T))".
Wir kommen auf
(0ap(T)\ S(T)) U (05u(T) \ S(T")) € (0ap(T) Nosu(T)) N (S(T) N S(T7))°

und die andere Inklusion von (6.3) ist gezeigt. O

Bemerkung 6.6. Wegen 0o (T) C oi(T) ist das Kato Spektrum sicherlich nichtleer fiir jeden
nichttrivialen Banachraum X und T € Ly(X), da das Sektrum bekannterweise nichtleer und
kompakt ist.

Mithilfe der Sandwich Formel bekommen wir eine konkrete Darstellung des Kato Spektrums
von isometrischen und nicht invertierbaren Operatoren.

Korollar 6.7. Sei T € Ly(X) ein nicht invertierbarer, isometrischer Operator mit einem
Banachraum X. Dann ist das Kato Spektrum gleich der Einheitskreislinie.
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6 Die Sandwich Formel

Beweis. Klarerweise ist T™ fiir jedes n € N isometrisch, womit auch
1T} = w(T™) = 1.
Folglich gilt 7(T") = i¢(T") = 1. Aus Korollar 3.12 und Proposition 3.10 (i) folgt
ox(T) Cogp(T) CT{AeC:|A=1}=T.
Fiir nicht invertierbares 7" ist 0 im Spektrum enthalten. Damit gilt wegen Proposition 3.10 (iii)
o(T) = K;1(0). Nach (6.2) haben wir infolge T = 9o(T') C o (T). O

Lemma 6.8. Fualls T' die SVEP FEigenschat hat und A € 0,(T), so gilt or(x) = {\} fir jeden
Eigenvektor x von T zu dem Eigenwert .

Beweis. Sei x € X \ {0} mit Tz = Az. Die analytische Funktion

FrCNA} = X, f(w)=(A—p) e

erfillt (T'— p) f(pn) = x fur alle p € C\ {A}. Die Menge C \ {A} ist damit in pr(z) enthalten,
weswegen auch op(z) C {A}. Aus op(x) =0, also A € pp(x) folgt die Existenz einer analyti-
schen Funktion f : U — X auf einer offenen Umgebung U C C von A mit (7' — p) f(p) = = fiir
alle p € U. Daraus folgt

(T =p)(T =N f(p) = (T =Nz =0

fiir alle p € U. Da wir vorausgesetzt haben, dass T' die SVEP Eigenschaft hat, erhalten wir
(T —AN)f(p) =0 fir alle p € U, was fiir 4 = X die Gleichheit x = 0 impliziert. Wir erhalten
einen Widerspruch zu unserer am Anfang gemachten Voraussetzung x # 0. U

Lemma 6.9. Fir einen Operator T € Ly(X) mit einem Banachraum X gilt
(i) o(T) = osu(T), falls T die SVEP Figenschaft hat
(it) o(T) = 04p(T), falls T" die SVEP FEigenschaft hat.

Beweis. Falls T' die SVEP Eigenschaft hat, folgt aus Lemma 6.8, dass 0,(T") C J{or(z) : x €
X} = 04u(T); siehe Korollar 4.11. Wegen o(T') = 0,(T) U 04, (T) folgt o(T') = 05,(T). Falls
T’ die SVEP Eigenschaft hat, gilt o(T) = o(T") = 05 (T") = 04p(T), wie aus dem gerade
Bewiesenen und Lemma 3.7 folgt. (]

Korollar 6.10. Sei T' € Ly(X) mit einem Banachraum X . Falls T die SVEP FEigenschaft hat,
gilt o (T) = 0ap(T). Wenn T" die SVEP Eigenschaft hat, gilt ox(T) = 05,(T). Insbesonders
erhalten wir o (T) = o(T), wenn T und T' die SVEP Eigenschaft haben.

Beweis. Betrachte die Mengeninklusion (6.2) aus Proposition 6.5, genauer
(0ap(T) Nosu(T)) \ (S(T) NS(T")) € ok (T) € 0ap(T) N o5u(T). (6.6)

Wenn T die SVEP Eigenschaft hat, gilt wegen Bemerkung 6.3 S(7') N S(T”) = () und wegen
Lemma 6.9 auch 04,(T) € o(T) = 05(T). Aus (6.6) folgt dann, dass ox(T) = oap(T).
Falls 77 die SVEP Eigenschaft hat, ist wieder S(7) N S(T") = ) und aus Lemma 6.9 folgt
ou(T) C o(T) = 04p(T), womit wiederum in Kombination mit (6.6) gezeigt wurde, dass
0k (T) = 05u(T). Wenn T und 7" die SVEP Eigenschaft haben folgt aus dem gerade Bewiesenen
und Lemma 6.9, dass ox (T') = 0ap(T) = 05u(T) = o(T). O
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7 Das Kato Spektrum fiir normale Operatoren

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass normale Operatoren die SVEP haben. Damit folgt
aus der Sandwich Formel die Gleichheit des Kato Spektrums und des Spektrums.

Definition 7.1. Sei T € Ly(X,Y) fiir Banachrdume X und Y. Die Rdume H(U, X) und
H(U,Y) sind jeweils mit der Topologie 7, versehen; siehe Definition 2.18. Wir definieren den
Operator

H(U,X) — H(U,Y) durch (T# f)(\) := Tf()\)
fiir alle A\ € U und f € H(U, X).
Bemerkung 7.2. Der Operator T# ist linear und beziiglich der Topologien T, stetig.

Proposition 7.3. Sei T € Ly(X,Y) eine surjektive Abbildung mit zwei Banachrdumen X und
Y. Fiir jede offene Kreisscheibe U C C ist der Operator T# : H(U, X) — H(U,Y) surjektiv.

Beweis. Sei U = U, (o), wobei A\g € C und r > 0. Wir erhalten fiir jede Funktion g € H(U,Y)
und alle A € U die Potenzreihenentwicklung

= ba(A=Xo)"
n=0

mit Konvergenzradius grofler oder gleich r. Da T surjektiv ist, folgt aus Korollar 2.10
de>0: VyeY dre X :Te=yund ||z]| <cly].

Insbesonders kénnen wir fiir n € NU {0} ein Element a,, € X so wihlen, dass T'a,, = b,, und
lan|| < cllbn]|. Wegen

1
lim sup [|a, [/ < lim sup M b |Y™ = lim sup |||V < =
n—o00 n—o0 r

konvergiert die Potenzreihe

= Z an()‘ - )\O)n
n=0

fiir alle A € U und definiert somit eine Funktion in H (U, X). Weil fiir alle A € U
(T f)(A ZTan YA = Xo)" Zb (A=) =g\

gilt, ist T7 surjektiv. (]
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7 Das Kato Spektrum fiir normale Operatoren

Proposition 7.4. Seien Y und Z abgeschlossene, lineare Teilmengen von einem Banachraum
X und sei U C C eine offene Kreisscheibe.

(i) Dann induziert die kanonische Projektion m: X — X/Y einen linearen Isomorphismus
HU,X/Y)=2HU,X)/H(U,Y).

(ii) Im Fall X =Y + Z ist der Operator

o { H(U,Y) x H(U,Z) — H(U, X) 1)

(f,9)(A) = F(A) +9(N)
surjektiv.

Beweis. (i) Die kanonische Projektion 7 : X — X/Y ist surjektiv. Da X/Y ein Banachraum
ist, bekommen wir wegen Proposition 7.3 eine surjektive Abbildung 7#. Offenbar gilt ker 77 =
H(U,Y), wodurch die Abbildung

7 H(U,X)/H(U,Y) = HU,X/Y)
ein Isomorphismus ist.
(ii) Die Abbildung

\I}{ HU,Y)x HU,Z) — HU,Y x Z)
U(f,9)(A) = (F(A), 9(N))

ist offenbar bijektiv und wegen X =Y + Z ist

. [ YxZoX
| T(u,v) =u+w

surjektiv. Aus Proposition 7.3 folgt die Surjektivitit von 7% : H(U,Y x Z) — H(U, X). Wegen
® =T7# oW ist (ii) gezeigt. O

Definition 7.5. Aus Analysis ist bekannt, dass die offene Menge p(T') # ) als disjunkte Ver-
einigung von zusammenhéingenden Mengen geschrieben werden kann. Wir fithren den Begriff
des vollen Spektrums ein. Dieses ist definiert durch

of(T) := )U U{G C p(T) : G beschrénkt und zusammenhéngend}.

Offenbar gilt 0¢(T") = o(T'), wenn p(7T") zusammenhéngend ist.

Proposition 7.6. Sei T € Ly(X) mit einem Banachraum X und seienY und Z T-invariante,
abgeschlossenen, lineare Teilriume von X mit X =Y + Z. Dann gilt

o(T/Y) C o(T) Uo(Tly) Cop(T) und o(T/Z) C oy(Tly) C of(T).
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7 Das Kato Spektrum fiir normale Operatoren

Beweis. Zunichst ist laut Definition 2.4 (T/Y)om =7woT. Fiit A € p(T)Np(T|y) ist T/Y — A
surjektiv, da m und T — A surjektiv sind. AuBlerdem gilt fiir x € X mit der Eigenschaft (T/Y —
Mrx =0, dass (T'— N)x € Y und wegen TY C Y auch z € Y. Das zeigt die Injektivitdt von
T/Y — X auf X/Y. Also ist o(T'/Y) in o(T') Uo(T|y) enthalten. Aus Funktionalanalysis ist
die Darstellung

(T—N""==> arlrn
n=0

fir alle A € C mit |A] > ||T|| bekannt. Aufgrund der T-Invarianz, Linearitit und Abgeschlos-
senheit von Y folgt (T — \)~'Y C Y fiir all diese . AuBerdem ist die Resolvente (T — \)~1
holomorph in A € p(T'). Folglich ist fiir beliebiges = € Y die Abbildung

f C\oyp(T) = X
‘D'{ Nes (T - 21

holomorph. Das Gebiet C \ o;(7T) enthélt das kleinere Gebiet C \ K7 (0) auf dem ®(C\
Kj7)(0)) € Y gilt. Daraus folgt wegen Korollar 2.25 auch ®(C \ o4(T")) C Y. Folglich gilt
(T —XN)"'Y CY fiir alle A € C\ 04(T), womit auch o(T|y) C o¢(T). Aus

9o(Ty) C oap(T|y) € 0ap(T) S o(T)
folgt sogar o¢(T|y) C 04(T). Die Abbildung

Y - X/Z
R:
y—y+2Z

ist wegen X =Y + Z surjektiv und aufgrund von ker R =Y N Z = {0} auch injektiv. Damit
ist R ein linearer, in beide Richtungen stetiger Ismorphismus und es gilt 7/Z = RoT|y o R~
Wir erhalten o(T/Z) = o(T|y) C of(T|y) € o4(T). O

Satz 7.7. Ein normaler Operator T € Ly(H) auf einem Hilbertraum H hat die SVEP.

Beweis.

Fiir offenes U C C, f € H(U,X) mit (T — A\)f(A) = 0 fiir alle A € U muss gezeigt werden,
dass f = 0 auf U. Es reicht fiir eine beliebige abgeschlossene Kreisscheibe D C U zu zeigen,
dass f(A) =0 fiir alle A € D. Wegen Satz 2.27 gibt es fiir den Operator T' ein Spektralmafl £
derart, dass fiir K =o(T) CC

T /K/\dE()\).

Sei Uy C C eine offene Kreisscheibe mit D C U; C U; C U und U; := C\ D. Dann sind U; und
Us offen, wobei U1 UUz 2O K. K \ Uy = K NUY ist kompakt mit K \ Uy C Us. Da metrische
Ré&ume normal sind, gibt es eine offene Menge O C C derart, dass K \ U; € O C O C U,.
Folglich gilt

K=(K\O)U(KNO), K\OCU und KNO C Us. (7.2)
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7 Das Kato Spektrum fiir normale Operatoren

Die Borelmengen A; := K \ O und A := (K NO)\ A; sind disjunkt und erfiillen wegen (7.2)
A UAy =K, Aq :EgUl undfggKﬂ@QUg.

Die Teilmengen Y := E(A1)H und Z := E(A2)H von X sind T-invariant, abgeschlossen und
bilden Unterrdume. Auflerdem gilt laut Konstruktion Y®Z = E(K)H = H. Zudem gilt gemif
Bemerkung 2.28

O’(T‘y) QEQ U1 und O’(le) QEQ UQ. (73)
Nach Proposition 7.4 (ii) gibt es zwei Funktionen g € H(U,Y) und h € H(U, Z) mit
fA) =g(\) + h(A) fur alle A € U.

Wegen Proposition 7.6 gilt zudem o(T'/Z) C o¢(T|y) C U;. Folglich ist der Operator T'/Z — A
auf dem Faktorraum X/Z invertierbar fiir alle A € 9U;. Fiir die kanonische Projektion 7 :
X — X/Z folgt

mg(\) = 7f(N) = (T/Z = N"HT/Z = Nrf(\) = (T/Z = \)"'2(T = N f(A) =0

fiir alle A € OU;. Nach Satz 2.24 ist mg auf ganz U; gleich Null und daher g(\) € ZNY = {0} fiir
alle A € U. Also muss nur mehr gezeigt werden, dass f = h =0 auf D. Wegen o(T|z)ND =)
gibt es ¢ > 0 mit H(T|Z - )\)_1H < cfiir alle A € D. Da h nach Z hinein abbildet, folgern wir
aus h = f

IRV < ¢ [l(T = M) < e[(T =X fF)] =0

fir alle A € D.
O

Bemerkung 7.8. Ein Operator T" € Ly(X) mit einem Banachraum X heifit kompostierbar,
falls es fiir je zwei offene Mengen U,V C C mit C = U UV zwei abgeschlossene, lineare und
T-invariante Teilrdume Y, Z C X gibt mit X =Y + Z, sodass

o(T)Y)CUnund o(T|Z) C V.

Es sei angemerkt, dass im Allgemeinen weder U,V disjunkt sind, noch Y N Z = {0} gilt.
Insbesonders haben wir im Beweis von 7.7 gezeigt, dass jeder normale Operator kompostierbar
ist.

Korollar 7.9. Sei T € Ly(H) ein normaler Operator auf einem Hilbertraum H. Dann gilt

Beweis. Da auch T™ normal ist, haben nach Satz 7.7 T und T* die SVEP. Aus Korolllar 6.10
folgt damit ox (1) = o(T). O
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8 Spektralabbildungsatz fiir das Kato
Spektrum

Wie wir in Funktionalanalysis gesehen haben, ist das Bild unter einem Poynoms p von dem
Spektrum eines Operators T' das Gleiche, wie das Spektrum des Operators p(T'), siehe [2, Satz
6.4.7]. Dies ist auch mdoglich, wenn man statt Polynome analytische Funktionen verwendet,
siehe Satz 2.23. In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass diese Vertauschung auch mit dem
Kato Spektrum funktioniert.

Lemma 8.1. Seien S, T € Ly(X) kommutierende Operatoren mit einem Banachraum X . Dann
folgt aus 0 € pg(ST), dass 0 € px(S) N pr(T).

Beweis. Da T und S kommutieren, reicht es zu zeigen, dass aus 0 € pg(ST) folgt, dass
0 € pr(T). Wegen 0 € pg(ST) und T'S = ST gilt

ker T C ker ST C (ST)*X = ()(ST)"X = (| T"S"X C (| T"X = T™X.
neN neN neN
Somit bleibt die Abgeschlossenheit von T'X zu zeigen. Sei (z,)nen eine Folge in X, derart,
dass Tz, == y mit y € X. Wir erhalten STz, ———= Sy. Da (ST)X abgeschlossen ist, gibt
es u € X mit Sy = STu. Wegen

y—Tu € ker S C ker ST C (ST)®X C T®X CTX

gilt auch y = (y — Tu) + Tu € TX womit T X abgeschlossen ist. O

Bemerkung 8.2. Fiir den Beweis des ndchsten Lemmas sei daran erinnert, dass der klassische
euklidische Algorithmus den gréfiten gemeinsamen Teiler zweier natiirlicher Zahlen berechnet.
Die Menge aller komplexen Polynome C[)] bildet einen euklidischen Ring, womit dieser nicht
nur kommutativ ist, man kann sogar mit Rest dividieren. Das ist die uns bekannte Polynomdi-
vision. Die Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers kann also fiir Polynome genauso wie
flir natiirliche Zahlen durchgefiihrt werden.

Lemma 8.3. Sei T € Ly(X) ein Operator mit einem Banachraum X und sei p(A) = (A —
A1)™M (A= X)) ein komplezes Polynom mit paarweise verschiedenen Nullstellen \q, ..., A\ €
C. Dann gilt

kerp(T) = ker (T — A)™ + ... + ker(T — \p)™, (8.1)

P(T)X = (T — \)™X Moo (T — )" X. (8.2)
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8 Spektralabbildungsatz fiir das Kato Spektrum

Beweis. Seien p1, ps zwei komplexe Polynome mit keinen gemeinsamen Nullstellen derart, dass
p = p1p2. Wegen Bemerkung 8.2 konnen wir den euklidischen Algorithmus auf unsere Polynome
anwenden und wir bekommen die Darstellung

1 =p1(N)a1(A) + p2(N)gz(A).

Der sogenannte Einsetzungshomomorphismus

| C[\] = Ly(X)
o7 { p(\) — p(T)

ist ein Algebren-Homomorphismus, also linear und mit der Multiplikation vertréiglich. Insbe-
sonders ist ¢7(C[)\]) eine kommutative Unteralgebra von Lj(X ). Somit erhalten wir

x=p1(T)q1 (T)x + p2(T)q2(T)z  fiir alle z € X. (8.3)
Mithilfe dieser Darstellung wollen wir zeigen, dass
ker p(T) = ker p1(T) + ker po(T). (8.4)

Zunéchst gilt fiir x € ker p1(T)Nker po(T) wegen (8.3), dass z = 0. Ist x € ker p1 (T') +ker po(T),
mit x = x1 + 22, x; € kerp;(7T), so folgt

p(T)x = p1(T)p2(T)x = p1(T)p2(T) (71 + 72) =
= p2(T)p1(T)z1 + p1(T)pa(T)x2 = 0,

weshalb x € kerp(T). Umgekehrt folgt aus x € kerp(T) geméB (8.3) z = x1 + 2, wobei
x1 = p2(T)q2(T)x und o := p1(T)q1(T)z. Wegen

p1(T)z1 = p(T)q2(T)x = @2(T)p(T)x = 0 = pa(T)w2 = p(T) 1 (T)x = 1 (T)p(T)x

gilt x; € kerp1(T) und 2 € kerpa(T). Damit ist Darstellung (8.4) gezeigt. Durch Induktion
erhalten wir daraus auch Darstellung (8.1). Des weiteren wollen wir zeigen, dass

p(T)X =p1(T)X Np2(T)X.

Firy € p(T)X = p1(T)p2(T)X = p2(T)p1(T)X folgt sofort y € pi1(T)X Npa(T)X. Umgekehrt
folgt aus y € p1(T) X Np2(T) X die Existenz von z1,x2 € X mit

p1(T)x1 = yund po(T)ze = y.

Fiir x := @2(T)z1 + 1 (T)x2 gilt dann

p(T)z = p(T)q1(T)x2 + p(T)g2(T)x1 = p1(T)q1 (T)p2(T)x2 + p2(T)g2(T)p1 ()1 =
=p1 (7)1 (T)y + p2(T)q2(T)y =,

womit y € p(T)X. Wiederum durch Induktion folgt (8.2). O
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Satz 8.4 (Spektralabbildungssatz fiir das Kato Spektrum). Sei T' € Ly(X) ein Operator mit
einem Banachraum X und sei U C C eine offene Menge, die das Spektrum o(T) enthdlt. Dann
gilt f(ox(T)) = ok (f(T)) fir jede analytische Funktion f € H(U,C); siehe Definition 2.22.

Beweis. Es soll zunéchst mithilfe von Lemma 8.1 die Inklusion f(ox(T)) C ox(f(T)) gezeigt
werden. Dazu erinnern wir uns an die analytische Funktion

flp) =)
h(p) = ——-"-—— U
(/’L) M _ )\ ) /"[’ 6 Y
mit festem A € C. Wir wéhlen A\ € og(T) und nehmen f(\) € pr(f(T)) an, wodurch
0 € pr(f(T) — f(N) = pg((T — NR(T)). Da (T — X) und h(T) kommutieren, folgt aus
Lemma 8.1, dass 0 € px (T — A) und daher A € pg (7). Dies ist aber ein Widerspruch zu

unserer urspriinglichen Voraussetzung.

Fiir die andere Inkluson wollen wir von u € C\ f(ox(T")) auf u € pr(f(T)) schliefen. Betrach-
te die Funktion g(\) := f(A) — p fiir A € U. Wenn wir 0 € pg(g(7T')) zeigen kénnen, dann folgt
€ pr(f(T)). Wir machen zunéchst einige Fallunterscheidungen. Da fiir A € o (T') sicherlich
f(A) # p gilt, nimmt die analytische Funktion g auf ox (7)) den Wert 0 nicht an. Falls g auch
auf dem ganzen Spektrum ungleich Null ist, erkennen wir aus Satz 2.23, dass

0¢ g(o(T)) = o(g(T)), weshalb 0 € p(g(T)) S px(9(T))- (8.5)

Es bleibt der Fall, dass die Funktion g Nullstellen in o(7T")\ ok (T') hat, zu behandeln. Die Anzahl
dieser Nullstellen ist sogar endlich, denn andernfalls hitte g eine Nullstelle A € o(T'), die auch
Haufungspunkt der Menge aller Nullstellen in o(7") ist. Nach Satz 2.24 verschwindet g auf der A
enthaltenden Zusammenhangskomponente G von U. Nun liegt mindestens ein Punkt von G am
Rand 0o (T'). Wegen 00(T') C ok (T) bedeutet dies einen Widerspruch. Zusammengefasst hat
die Funktion g nur endlich viele paarweise verschiedene Nullstellen A1, ..., A\ € pr(T) N o (T)
mit Vielfachheit nq, ...,ng € N. Wir schreiben g(\) = p(A)h()) fiir alle A € U mit h € H(U,C)
und p(A) = (A — A\)™...(A = A\g)™, wobei wir h als nullstellenfrei annehmen koénnen, indem
wir U D o(T') notigenfalls kleiner machen.

Mit gleicher Argumentation wie in (8.5) erhalten wir 0 € p(h(T)) C px(h(T)). Da p(T)
und h(T') beide Elemente in unserer kommutierenden Banachalgebra L;(X) sind, gilt g(T") =
p(T)R(T) = h(T)p(T') und es kann Lemma 8.1 angewendet werden. Da h(T") invertierbar ist,
folgt damit 0 € px(g(7)), wenn wir wiissten, dass

0 € pr(p(T)) = pr(g(T)M(T) ™).

Es muss also nur mehr gezeigt werden, dass Null in der Kato Resolventenmenge von p(T') ent-
halten ist, was nichts anderes, wie die Abgeschlossenheit von p(7')X und ker p(T") C p(T)>*X
bedeutet.

Da p(T)X wegen Lemma 8.3 als

p(T)X = (T = M) XN .. (T = M\p)™* X (8.6)
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geschrieben werden kann und (7'— \;)™ X fiir jedes \; € px(T'), i = 1, ..., k wegen Korollar 3.15
abgeschlossen ist, ist p(7') X als Durchschnitt abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen.
Wegen der Darstellung

ker p(T) = ker (T — A\1)™ + ... +ker (T — \p)™

aus Lemma 8.3 reicht es fiir kerp(T') C p(T')>*°X zu zeigen, dass ker (T' — \;)™ C p(T)*X,
i =1, .., k. Einerseits bekommen wir aus Lemma 3.14 die Inklusion ker (T'—X;)™ C (T'—\;)*°X
fiir i = 1,.., k. Andererseits folgt aus Lemma 4.8 (i), (iii) und Proposition 4.12 fiir i # j, dass

ker (T — A" € Xr({Aj}) € Xr(C\ {A}) = (T — M) X.

Kombinieren wir diese zwei Aussagen so erhalten wir

-k
-+ ker (T = )™ C (T = A)®X NN (T = M) X.
i=

GeméB (8.6) ist die rechte Seite in p(7")*° X enthalten, womit gezeigt wurde, dass ker p(T') C
p(T)®X. 0
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