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KAPITEL 1

Einleitung

Ist (a,b) C R ein beschriinktes oder unbeschrianktes Intervall, so bezeich-
nen wir mit M((a,b); C) die Menge aller (borel)messbaren komplexwertigen
Funktionen auf (a, b).

Fiir p € [1,00) und ein Borelma$ x auf (a,b) bezeichnen wir die Menge
aller (Aquivalenzklassen von) Funktionen f € M((a,b);C), die absolut p-
fach iiber (a,b) beziiglich des Mafles p integrierbar sind mit LP((a,b); u).
Der Einfachheit halber sagen wir fiir ein Teilintervall (o, 5) C (a,b) und
eine Funktion f € M((a,b);C):

[ € Lp«awg);:u) A f|(a,ﬂ) € Lp((avﬂ);/j’)'

Wir sagen f € M((a,b);C) ist lokal integrierbar beziiglich u, falls fiir
alle kompakten Teilintervalle [a, 3] C (a,b), f € L'Y((«,B);u) gilt. Mit
L} ((a, B); ), bezeichnen wir den Raum der beziiglich u lokal integrier-
baren Funktionen.

Falls kein Maf} angegeben wird, so meinen wir mit integrierbar, stets
integrierbar beziiglich des Lebesguemafies A. Auch fast iiberall ist beziiglich
des Lebesguemafles zu verstehen, falls nichts anderes angegeben ist.

Stimmt eine Funktion f € M((a,b);C) fast tiberall mit einer auf (a, b)
absolut stetigen Funktion iiberein, so sagen wir f ist absolut stetig. Den
Raum der absolut stetigen Funktionen bezeichnen wir mit AC(a,b). Der
Einfachheit halber sagen wir wieder fiir ein Teilintervall (a, 3) C (a,b) und
eine Funktion f € M((a,b);C):

fe AC(CM,,B) 54 f|(a7ﬂ) S AC(a,ﬁ).

Wir sagen f ist lokal absolut stetig, falls fiir alle kompakten Teilintervalle
[a, 8] C (a,b), f € AC(«,[3) gilt. Den Raum der lokal absolut stetigen
Funktionen bezeichnen wir mit ACj,.(a,b).

Ist f € ACjpe(a,b), so ist f fast iiberall differenzierbar und wir bezeich-
nen die Ableitung mit f’. Die Ableitung ist lokal integrierbar und es gilt fiir
c e (a,b)

f@zﬂ@ﬁfﬁ@ﬁ@,weww

Falls f € L'((a,b); \), so ist f sogar absolut stetig. Ist umgekehrt g lokal
integrierbar, ¢ € (a,b) und f, € C, so ist die Funktion

f@—ﬁ+/%@w@,xewm

lokal absolut stetig und es gilt f' = g.

1
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1.1. Sturm-Liouville Differentialausdriicke

DEFINITION 1.1.1. Sei (a,b) ein beschrinktes oder unbeschréinktes In-
tervall und p, ¢, 7 messbare komplexwertige Funktionen auf (a,b), sodass

r(x) #0 und p(x)#0 fir fast alle z € (a,b).

Dann ist der durch diese Funktionen induzierte Sturm-Liouville Differenti-
alausdruck 7 auf (a,b) ein Differentialausdruck der Form

= (~@f) +af). feD,
wobei
DT = {f € M((CL, b),@)|f € ACloc(av b)7pf, € ACloc(a’ b)}

der maximale Definitionsbereich von 7 ist. Die Funktionen p, ¢, » nennen
wir die Koeffizienten von 7.

Wir setzen im folgenden stets voraus, dass (a,b) ein beschrénktes oder
unbeschrianktes Intervall ist und 7 ein Sturm-Liouville Differentialausdruck
auf (a,b) mit Koeffizienten p, ¢ und r, die zusitzlich folgende Voraussetzun-
gen erfiillen:

(SL 1) p(x) € R fiir fast alle z € (a,b).

(SL 2) g(z) € R fiir fast alle z € (a,b).

(SL 3) r(z) € R und r(z) > 0 fir fast alle z € (a,b).

(SL 4) 1/p. ¢, r € Lj,.((a,b); A).
Die Voraussetzung, dass die Koeffizienten reell sind hat zur Folge, dass es
sich bei 7 um einen reellen Differentialausdruck handelt, womit wir meinen,
dass

feD, = feD, und 7f=r1f fiir fe€ D,

gilt. Fiir Kapitel 1 sind die Voraussetzungen (SL 1) bis (SL 3) nicht not-
wendig. Sdmtliche Aussagen (und Beweise) dieses Kapitels gelten auch ohne
diese Voraussetzungen.

Die Voraussetzung (SL 4) sind die minimalen Anforderungen an die Ko-
effizienten, in dem Sinne, dass die Koeffizienten eines Sturm-Liouville Diffe-
rentialausdrucks, fiir den Korollar 1.2.10 gilt, notwendigerweise die Voraus-
setzung (SL 4) erfiillen.

Der maximale Definitionsbereich D, ist ein linearer Teilraum der mess-
baren komplexwertigen Funktionen M((a,b); C) und besteht aus all jenen
Funktionen f, fiir die 7f sinnvoll fast iiberall definiert werden kann. Da
dann 7 f messbar ist, ist 7 eine Abbildung nach M((a, b);C) und als solche
offensichtlich linear. Ist f € D, so ist 7fr sogar lokal integrierbar.

Im Allgemeinen ist die Ableitung einer Funktion f € D, nur lokal inte-
grierbar, wohingegen das Produkt pf’ lokal absolut stetig ist. Wir werden
desshalb meistens pf’ als Einheit betrachten und definieren desshalb fiir
f € D, die erste Quasiableitung ! als

W =pf.
Wir sagen 7 ist regulér bei a, falls ein ¢ € (a,b) existiert, sodass

1/p, q, r € L*((a,c); \).
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Anderenfalls sagen wir 7 sei singuléir bei a. Entsprechendes sagen wir fiir
den Randpunkt b. Ist 7 regulér bei a und bei b, so sagen wir 7 sei regulér.
Anderenfalls sagen wir 7 ist singuldr. Man beachte dabei, dass ein regulérer
Randpunkt nicht notwendigerweise endlich sein muss.

Oft ist es niitzlich 7 auf ein Teilintervall von (a, b) einzuschrénken, womit
wir folgendes meinen: Ist a, 8 € [a, b], @ < 880 ist T|(4, gy der Sturm-Liouville
Differentialausdruck auf (o, 3) zu den Koeffizienten p|(4 g), ¢l(a,3) und 7|(q,g)-
Offensichtlich erfiillt 7|, g) die Voraussetzungen (SL 1) bis (SL 4). Zusétzlich
gilt, falls o, B € (a,b), dass 7|4 reguldr bei a, 7|(,g) reguldr bei 8 und
7|(a,) Teguldr ist.

1.2. Existenz- und Eindeutigkeitssitze

DEFINITION 1.2.1. Sei f € M((a,b);C) und z € C. Unter einer Losung
der Gleichung (7 — z)u = f verstehen wir eine Funktion u € D,, die

(T—2u=1u—2u=f
fast tiberall auf (a,b) erfiillt.

Um Existenz- und Eindeutigkeitssétze fiir Losungen zu erhalten, ver-
wenden wir Existenz- und Eindeutigkeitssédtze iiber Systeme gewohnlich-
er linearer Differentialgleichungen erster Ordnung. Sei dazu fiir n € N,
M((a,b); C") der Raum der C"-wertigen messbaren Funktionen auf (a,b)
und M((a,b); C"*") der Raum der C"*"-wertigen messbaren Funktionen
auf (a,b). Wir bezeichnen mit ACj,.((a,b),C") den Raum der Funktionen
Y € M((a,b);C"), deren Komponenten lokal absolut stetig sind. Weiters
sei im Folgenden in diesem Abschnitt ||.|| eine beliebige Norm auf C™. Die
zugehorige Operatornorm auf C"*" bezeichnen wir ebenfalls mit ||.]|.

DEFINITION 1.2.2. Sei n € N und Funktionen M € M((a,b); C"*")
und F € M((a,b); C™). Unter einer Losung der Gleichung Y/ = MY + F
verstehen wir eine Funktion Y € ACj,.((a,b),C") die

Y =MY +F
fast iiberall auf (a,b) erfiillt.

Fiir die Existenz von Losungen geniigt die lokale Integrierbarkeit von
[M ()| und [[F(.)].

SATZ 1.2.3. Sein € N, M € M((a,b);C"™") und F € M((a,b);C"),
sodass | M ()|, |IF()| € LL.((a,b); ). Weiters sei ¢ € (a,b) und Y, € C".
Dann existiert eine eindeutige Lisung von

Y =MY +F mit Y(c)=Y..
Sind M, F und Y, reell, so ist auch die Losung reell.
BEWEIS. Sei Y eine Losung von Y/ = MY + F mit Y(c¢) = Y, dann
sieht man durch Integration, dass Y auch die Integralgleichung

(%) Y(z)=Y.+ /w M@)Y (t) + F(t)dA(t), =z € (a,b),

erfiillt. Ist umgekehrt eine Funktion ¥ Lésung von (%), so ist Y als Integral
von lokal integrierbaren Funktionen lokal absolut stetig und man sieht durch
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Differenzieren von (x) und Einsetzen des Wertes ¢, dass Y eine Losung von
Y’ = MY + F mit Y(c) =Y, ist.

Eine Funktion Y ist also genau dann eine Losung von Y/ = MY + F mit
Y (¢) = Y¢, wenn sie Losung der Integralgleichung (x) ist. Es geniigt daher
die eindeutige Losbarkeit der Integralgleichung zu zeigen.

Seien «, # € (a,b), @ < f mit ¢ € [a, 5] und B = C ([a, 5]; C™) der
Raum der stetigen C"-wertigen Funktionen auf [«, 5]. Bezeichne fiir Y € B
mit

Yoo = sup {[IY(z)[}
z€[a,f]
die Supremumsnorm, die B zu einem Banachraum macht. Weiters definieren
wir fir Y € B

1Ylls = sup {e 2l IMOIRAO]y ()1
z€fa,f]

Dann ist ||.||p eine Norm auf B die wegen
e 2SIy | < (1Y 15 < |V ]|oo

B zu einem Banachraum macht. Sei T': B — B definiert durch
TY (z) =Y, —i—/ M(s)Y (s) + F(s)d\(s), x € [a,p].

Damit Y € B auch TY stetig auf [« 3] ist, ist T wohldefiniert. Fir Y, Z € B
gilt dann fiir = € [«, (]

ITY (2) - T2 ()] = \

[ M) - 26)ine)

<

/x IM(s)[[ 1Y () = Z(s)]| dA(s)

[ sy o0l g )

<Y -Z|p

und daher
e 2HEIMOINON 7y (2) - TZ(2)|

<Y -Z|p / 1M (5) e 21 IM@IAO] g (5)

=Y - Z||Ble—2\f§’ 1M (8)[|dA(2) |
2

1
< -|IlY - Z||s.
<51V 2|
Bildet man das Supremum iiber alle x € [a, 3], so hat man
1
7Y - T2 < LY - |15

Also ist T' eine Kontraktion und hat daher einen eindeutigen Fixpunkt der
die Integralgleichung auf [a, 3] erfiillt. Die Gleichung Y/ = MY + F mit
Y (¢) = Y. hat daher auf jedem Teilintervall (o, 3) eine eindeutige Losung
und damit auch auf ganz (a, b).

Seien nun M, F', Y, reell. Dann ist TY reell, falls nur Y reell ist. Star-
tet man mit einem beliebigen reellen Y € B so ist T™Y eine Folge reeller
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Funktionen die beziiglich |.||z und damit gleichméBig auf [«, 5] gegen die
Losung konvergiert, also ist die Losung reell auf [«, 5] und damit auch auf
dem ganzen Intervall. O

Sind [|[M(.)|| und || F'(.)|| sogar bis nach a integrierbar, so kénnen Losun-
gen stets stetig in a fortgesetzt werden.

SATZ 1.2.4. Sein € N, M € M((a,b);C"™") und F € M((a,b);C"),
sodass | M ()|, ||F()|| € L*((a,c); \) fir alle ¢ € (a,b). Dann ezistiert fiir
jede Lisung Y vonY' = MY + F der Grenzwert

Y(a) := xlilgr Y(x)

und ist endlich.
Entsprechende Aussagen gelten fiir den Endpunkt b.

BEWEIS. Sei Y eine Losung von Y/ = MY + F. Wir zeigen zuniichst,
dass Y in einer Umgebung von a beschrinkt ist. Sei ¢ € (a,b) sodass
J2NM (s)||dA(s) < 1/2 was nach Voraussetzung méglich ist. Ware Y nicht
beschrinkt auf (a, c], so gébe es eine monoton fallende Folge z,, € (a, ¢) mit
xn — a sodass fiir alle z € [x,,c], ||Y(zy)] > [|[Y(2)| gilt. Integriert man
Y’ = MY + F so erhilt man

Y(zn) =Y(c) — /c M(s)Y (s) 4+ F(s)dA(s)
und daher

!DTan\<HY1@H+-/THAISHHYTS)M+HFK®HdA@)
<ID”@HI+HYTany/THNUSMdA@)+—/WHFY$HdA®)

<IN+ IV @l + [ 1F(s)1ax)
und damit
HYWMHSﬂW®M+2/IW@NM®)

Also ist Y in einer Umgebung von a beschrankt. Um die Behauptung zu
zeigen, zeigen wir dass Y (x) ein Cauchynetz ist fiir x — a. Fiir die Losung
Y gilt fiir z1, x2 € (a,b)

x2
Y(z1) =Y (z2) — / M(s)Y(s) + F(s)dA(s)
x

und damit

1Y (1) = Y (22| <

2
/ M ()Y ()| + [1F(s) | dA(s) | -
1
Da der rechte Ausdruck beliebig klein wird, wenn man nur x; und xs nahe
genug bei a wihlt, ist Y (z) ein Cauchynetz fiir x — a und daher konvergent.
O
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SaTz 1.2.5. Sein € N, M € M((a,b);C"™"™) und F € M((a,b);C"),
sodass | M ()|, |F()|| € L*((a,c); \) fiir alle ¢ € (a,b). Dann existiert fiir
jedes Y, € C™ eine eindeutige Lisung Y der Gleichung

Y'=MY +F mit Y(a)=Y,.
Sind M, F und Yy, reell, so ist auch die Lésung reell.
Entsprechende Aussagen gelten fiir den Endpunkt b.

BEWEIS. Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis von Satz 1.2.3, wenn
man ¢ = a setzt und fiir § € (a,b), fir B den Raum der C™-wertigen stetigen
beschriankten Funktionen auf (@, ] nimmt. O

Wir {ibertragen diese Ergebnisse nun auf Sturm-Liouville Differential-
ausdriicke.

SATZ 1.2.6. Sei z € C und f € M((a,b);C) sodass rf € L. ((a,b); ).

loc
Dann existiert fiir jedes ¢ € (a,b), di, d2 € C eine eindeutige Losung u von

(r—2u=f mit ulc)=d und ul(c)=ds.
Sind p, q, v, f, d1, do und z reell, so ist auch die Ldésung reell.

BEWEIS. Setzt man

0 1/p 0
MZ(q—zr 0> und FZ(Tf)’

so gilt [|[M()|, IF()]| € L} .((a,b); \). Es existiert also eine Losung

loc
Y1 / . dy
Y = von Y'=MY+F mit Y(c)= .
Y2 do
y1 ist eine Losung von (7 — z)u = f mit y1(c) = dy und ygll (c) = da, also
existiert eine Losung. Umgekehrt ist fiir jede Losung v von (7 —2z)u = f mit
u(c) = dy und ul(c) = do, die Funktion

Y = ( u1]> eine Losung von Y/ = MY +F mit Y(c) = (dl) ’

u[ d2
woraus die Eindeutigkeit folgt. Sind p, q, r, f, d1, ds und z reell, so ist wegen
Satz 1.2.3 auch die Losung reell. O

Die Voraussetzung in Satz 1.2.6, dass rf lokal integrierbar ist, ist we-
sentlich, da fiir u € D, (7 — z)u lokal integrierbar ist.

DEFINITION 1.2.7. Fiir f, g € D; definieren wir die (modifizierte) Wrons-
kideterminante

W@ =| Ao B | = @ee) - M), e @),

Wir sammeln ein paar einfache Eigenschaften der Wronskideterminante.

ProPOSITION 1.2.8. Es gilt fir f,g € D;:

(1) W(f,9) € ACioc(a,b) und W(f,g)" = (1fg — frg)r
(2) W ist linear in beiden Argumenten.
(3) W st antisymmetrisch, also W(f,g) = =W (g, f).
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(4) Sind w1 und ug Lisungen von (T — z)u = 0, so ist W(ui,u2) kon-
stant und

W(ui,u2) #0 & wuy,ug linear unabhingig.

BEWEIS. Da Produkte und Summen von absolut stetigen Funktionen
auf Kompakta wieder absolut stetig sind ist W(f,g) € ACjs(a,b) weiters
ist

W(f.9) = (f(pg") = (0f)9) = f'pg' + f(pg") = f)9 —pf'd
=g9(=f") +af) = f(=(pg) + a9) = (rfg - frg)r
was (1) zeigt. (2) und (3) sind offensichtlich. Um (4) einzusehen seien uy, ug
Losungen von (7 — z)u = 0. Dann ist wegen (1) W (u1,u2)’ = 0 und daher
W (u1,uz2) konstant. Seien nun u;, us linear abhéngig. Ist us = 0 so gilt

offensichtlich W (uy,uz) = 0. Ist ug # 0, so ist fiir ein C' € C, u; = Cug und
daher

W(up,u2) = ulu[21] — u[ll]UQ = Cuzu[;] — C’u[Ql]UQ(x) =0.

Sei umgekehrt W (uj,u2) = 0 und ¢ € (a,b). Ist us(c) = u[QH (¢) =0, so
ist wegen der Eindeutigkeit von Losungen ue = 0, also sind wuq, us linear
abhéngig. Ist (u2(c)7u[21](c)) # 0, so existiert wegen

ui(c)  us(c)

0 =W (u1,u2)(c) = ue) ule)

ein C' € C sodass uj(c) = Cua(c) und u[ll] (c) = Cu[zu (¢). Da mit ug auch Cug
eine Losung von (7 — z)u = 0 ist folgt aus der Eindeutigkeit von Losungen
u1; = C'ug also ug, ug linear abhéngig. O

DEFINITION 1.2.9. Ist z € C so nennen wir zwei linear unabhingige
Losungen up,uz der Gleichung (7 — z)u = 0 ein Fundamentalsystem der
Gleichung (7 — z)u = 0.

Folgendes Korollar zeigt, dass Fundamentalsysteme stets existieren.

KOROLLAR 1.2.10. Fiir jedes z € C, ¢ € (a,b) existiert ein Fundamen-
talsystem uy, uy von (T — z)u = 0 mit

ui(c) = u[;}(c) =1 und u[ll](c) =uz(c) =0,

und damit auch mit W(ui,ug) = 1. Ist z € R, so ist dieses Fundamental-
system reell.

BEWEIS. Seien u; und ug Losungen von (7 — z)u = 0 mit
ui(c) = u[QI](c) =1 und u[lu(c) = ug(c) = 0.

Wegen W(uj,uz2) = Wiuj,u2)(c) = 1 sind nach Proposition 1.2.8, uj, us
linear unabhéngig und daher ein Fundamentalsystem von (7 — z)u = 0. Ist
z € R so sind auch die Losungen reell. O

Mit Hilfe von Fundamentalsystemen kann man nun beliebige Losungen
von (T — z)u = f darstellen.
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PRroOPOSITION 1.2.11. Sei z € C und uy, us ein Fundamentalsystem von
(1 — z)u = 0. Weiters sei ¢ € (a,b), di,ds € C, f € M((a,b);C) sodass
rf € L},.((a,b); ). Dann ezistieren c1, ca € C, sodass die Lésung u von

(r—2u=f mit ulc)=d und ull(c)=dsy
gegeben ist, durch:

_ ui(x) " ug(x) "
u(z) = crur(z) + coua(z) + VV(ul,uz)/C ua frd\ — VV(ul,uz)/c uy frd

[1} x [1] x
M — o [ 1] uj (z) oy (2)
uH(z) = cruy  (x)+cuy (z )+W(U1,u2)/c ug frd\ W(Ul,u2)/c wy frd\

Ist uy, ug ein Fundamentalsystem mit
ui(c) = u[QH(c) =1 wund wuz(c) = u[ll} (c) =0,
s0 ist c; = d1 und cg = ds.

BEWEIS. Seien c¢q, ¢3 € C und fiir x € (a,b) sei

N wl) [0 oy

= —_— AN — ———— dA.
u(z) = cqur(z) + coua(z) + W (arr, u2) /C ug fr W) /. uy fr
Dann rechnet man unmittelbar nach, dass

[1} x [1] x
1]y ] 1] u; (z) oy (2)
auH(z) = cquy  (x)+cuy (z )+W(u1,u2)/c ug frd W(u1,u2)/c wy frd\

gilt und weiters dass (7 — z)u = f ist. Weiters ist

i(c) = crui(c) + caug(c) und  alll(e) = ¢ u[ ]( )+ ¢ um( ).

(E](g)) und (ﬁ%)

linear unabhéngig sind, existieren ¢, c2 € C sodass

Da

t(c) = crui(c) 4+ caua(c) = dp  und ﬂm( ) = clu[l]( )+ CQUM( ) = do.

Wegen der Eindeutigkeit von Losungen gilt dann u = .
Ist nun w1, us ein Fundamentalsystem mit

ui(c) = u[zl](c) =1 und wug(c) = u[ll] (¢) =0,

so ist
dy = u(c) = cqui(c) + cua(c) = ¢

(1]

und  dy = ul(c) = clu[ll](c) + coug ' (¢) = ca.

O
KOROLLAR 1.2.12. Fiir z € C ist die Menge aller Lisungen der Glei-
chung (T — z)u = 0 ein zweidimensionaler linearer Teilraum von Dy, d.h.:
dimker (7 — 2z) = 2.

BEwEIS. Wegen Korollar 1.2.10 ist die Dimension mindestens 2 und
wegen Proposition 1.2.11 ist sie genau 2. (]
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Die Aussagen von Satz 1.2.4 und Satz 1.2.5 iibertragen sich durch An-
wenden auf das dquivalente System, sofort auf Sturm-Liouville Differential-
ausdriicke.

SATZ 1.2.13. Sei 7 regulir bei a, z € C und f € M((a,b);C) sodass
rf € L'((a,c); \) fiir alle ¢ € (a,b). Dann existieren fiir Losungen u der
Gleichung (1 — z)u = f die Grenzwerte

u(a) = lim+ w(@) und ull(a):= lim+ ull(z)
und sind endlich.

Seien dy,dy € C, dann existiert eine eindeutige Lisung u der Gleichung
(1 — 2)u = f mit u(a) = dy und ul(a) = dy. Sind p, q, v, f, di, do und z
reell, so ist auch die Losung reell.

Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.

Man sieht leicht, dass unter den Voraussetzungen von Satz 1.2.13, Ko-
rollar 1.2.10 und Proposition 1.2.11 auch fiir den Fall ¢ = a giiltig sind.



KAPITEL 2

Sturm-Liouville Differentialoperatoren

Wir wollen 7 als Operator in einem Hilbertraum realisieren. Der gewich-
tete Hilbertraum L?((a,b); 7)) stellt sich dabei als am natiirlichsten heraus.
Dabei ist 7\ das Borelmafl, definiert durch

rA(B) = /B rd,

fiir eine Borelmenge B. Da r fast iiberall ungleich 0 ist, sind die Lebes-
guenullmengen genau die rA-Nullmengen. Wir brauchen also nicht zwischen
A-fast {iberall und rA-fast iiberall zu unterscheiden. Wir schreiben fiir das
Skalarprodukt und die Norm in L?((a, b);r\)

b b
(f.9) = / fgdrA = / fgrdx, fir f,g € L2((a,b);r)

und [f = /(f,f), fir f € L*((a,b);7))

Die Konjugation f + f auf L?((a,b);7)\) bezeichnen wir als die natiirliche
Konjugation.

Ist T ein Operator in L?((a,b);7\) so bezeichnen wir mit D(T) den
Definitionsbereich von T

2.1. Sturm-Liouville Differentialoperatoren

DEFINITION 2.1.1. Der durch den Differentialausdruck 7 induzierte ma-

ximale Operator Tyay in L2((a,b);r\) ist gegeben durch
D(Twax) = {f € L*((a,b);7A)|f € Dy, 7f € L*((a,b);7A)}

und Thaxf = 7f fiir f € D(Thax)-

DEFINITION 2.1.2. Der durch den Differentialausdruck 7 induzierte pri-
minimale Operator Tp in L?((a,b); 7)) ist gegeben durch

D(To) = {f € D(Tmax)| supp f kompakt in (a,b)}

und Ty f = 7f fir f € D(Tp).

Da mit f € D, auch f in D; liegt und 7f = 7f erfiillt, sieht man, dass

Timax reell beziiglich der natiirlichen Konjugation ist. Da mit f auch f kom-
pakten Trager hat ist auch Ty reell beziiglich der natiirlichen Konjugation.

DEFINITION 2.1.3. Fiir eine Funktion f € M((a,b);C) sagen wir, f
liegt in L%((a,b);rA) bei a, falls f € L?((a,c);rA) fiir alle ¢ € (a,b). Fiir
eine Funktion f € D, sagen wir, f liegt in D(Tiax) bei a, falls f und 7f in
L?((a,b);7)) bei a liegen.

Entsprechendes definieren wir fiir den Randpunkt b.

10
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Offenbar liegt eine Funktion genau dann in L?((a,b);r)), wenn sie in
L?((a,b); 7)) bei a und bei b liegt. Liegt eine Funktion f in L?((a,b);r\) bei
einem Randpunkt, so liegt auch f in L?((a,b);7)) bei diesem Randpunkt.
Ist eine Funktion f € M((a,b);C) sogar stetig, so liegt f genau dann in
L*((a,b); 7)) bei a, wenn ein ¢ € (a,b) existiert, sodass f € L%((a,c);7)).
Weiters sieht man unmittelbar, dass eine Funktion genau dann in D(Tax)
liegt, wenn sie D(Tiax) bei a und bei b liegt. Liegt eine Funktion f in
D(Tiax) bei einem Randpunkt, so liegt auch f in D(Tinax) bei diesem Rand-
punkt. Folgende Proposition zeigt, dass sich Funktionen, die in D(Tnax) bei
einem reguldren Randpunkt liegen, stets stetig in diesen Randpunkt fortset-
zen lassen.

PROPOSITION 2.1.4. Sei 7 regulir bei a und liege f in D(Tnax) bei a.
Dann existieren die Grenzwerte

f(a) = lim+ fl@) und fMa):= lim M)

r—at

und sind endlich. Weiters ist f, fl1 € AC(a,c) fir alle ¢ € (a,b). Entspre-
chendes gilt fiir den Endpunkt b.

Ist T sogar regulir und f € D(Tmax), so ist f, fll € AC(a,b).

BEWEIS. Sei 7 regulir bei a, f in D(Tyax) bei a und g = 7f. Dann liegt
g in L?((a,b);7)) bei a und daher g € L?((a,c);r)) fiir alle ¢ € (a,b). Da
rA auf (a,c) ein endliches Maf ist, ist weiters g € L'((a,c);7)\) und daher
rg € L'((a,c); \). Da f Losung der Gleichung 7f = g ist, folgt die stetige
Fortsetzbarkeit aus Satz 1.2.13.

Wegen 7f = g € L'((a,c);r)) gilt —(pf") + qf € L'((a,c);A\). Da
q € L'((a,c); ) und f auf (a,c) beschrinkt ist, ist (pf’) € L'((a,c);\)
und daher fl € AC(a,c). Wegen % € L'((a,c);\) und da pf’ auf (a,c)
beschrinkt ist, ist f/ = %pf’ € L'((a,c); \) und damit f € AC(a,c). Analog
beweist man die Behauptungen fiir den Endpunkt b. Ist 7 regulér, so folgt
die Behauptung unmittelbar aus dem bereits gezeigten. (]

LEMMA 2.1.5. Es gilt:

(1) Fir f, g € Dy und o, 8 € (a,b), a < 3 gilt die Lagrange-Identitit:
B
[ (w13 fropax = W(5.9)(8) - W(£.9)(a)

(2) Liegen f und g in D(Tmax) bei a, so existiert der Grenzwert

W(f.9)e) = lim W(f9)()

und ist endlich. Entsprechendes gilt fiir den Randpunkt b.
(3) Sind f, g € D(Tmax) so gilt
(Twaxf>9) = (f, Tmaxg) = W(£,9)(b) = W(£,9)(a) = WI(f,9)
BEWwWEIS. Wegen Proposition 1.2.8 (1) ist
B B

WD) - W(ta)@) = [ Wirg'ar= [ (rfg- fromax

«

was (1) zeigt.
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Liegen nun f und ¢ in D(Tmax) bei a, so existiert in der Gleichung
aus (1) der Grenzwert fiir « — a. Also existiert auch der Grenzwert aus der
Behauptung. Genauso sieht man die Behauptung fiir den Randpunkt b ein.

Sind nun f, g € D(Tmax), so existieren die Grenzwerte aus (2). Lésst
man in der Gleichung aus (1) « gegen a und [ gegen b streben, so erhélt
man die Gleichung aus (3). O

Falls 7 bei a regulér ist und f und g in D(Thax) bei a liegen, so gilt fiir
den Grenzwert

W (f.9)(a) = fa)gW(a) - /M (a)g(a),

da f und g stetig nach a fortgesetzt werden koénnen.

Wir werden im folgenden oft Funktionen aus D(Tinax) mit speziellen Ei-
genschaften benttigen. Folgende Proposition stellt dann die Existenz solcher
Funktionen sicher.

PropoSITION 2.1.6. Es gilt:

(1) Ist T regulir und dy,da,ds,ds € C, so existiert ein f € D(Tiax)
mit f(a) = di, fW(a) = da, f(b) = ds und fI(b) = dy.

(2) Sei T regulir bei a und di,dy € C dann ezistiert ein f € D(Tmax)
mit f(a) = dy und f(a) = dy. Entsprechende Aussage gilt fiir den
Randpunkt b.

(3) Sei fo in D(Tmax) bei a und fi, in D(Tiax) bei b. Dann ezistiert ein
f € D(Tmax) mit f = f, in einer Umgebung von a und f = fy in
etner Umgebung von b.

BEWEIS. Sei 7 regulir und u;, us das Fundamentalsystem von 7u = 0
mit ui(a) = u[21](a) = 0 und ug(a) = u[ll](a) = 1. Da u; und ug nach
Satz 1.2.13 auf (a,b) beschrinkt sind und r integrierbar ist, liegen w; und
ug in L?((a,b);7A) und damit in D(Tyayx)- Sei (c1,co) € C? die Losung des

Gleichungssystems

() ) (2) = ().

So eine Losung existiert, da die Determinante der Matrix wegen der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung genau dann ungleich Null ist, wenn w1, uo linear un-
abhéingig sind, was der Fall ist. Sei f = cju; 4+ cous und v die Losung von
v = f mit v(b) = vll(b) = 0. Dann ist v beschriinkt (nach Satz 1.2.13),
liegt also in D(Timax) und es gilt
v(a) = W(v,u1)(a) = W(v,u1)(a) — W(v,u1)(b)
= (v, Tmaxt1) — (Tmaxv, u1) = —(f, u1)

= —c1(ug,u1) — ca(ug,uq) = di

~_

und
vl(a) = =W (v,w2)(a) = W (v, 53)(b) — W (v,2)(a)
= (Tmaxv; u2) — (v, Tmaxuz) = (f,u2)
= cl(ul,uz) + CQ(UQ,UQ) = d2.
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Analog konstruiert man eine Funktion w € D(Tax) die bei a verschwindet
und die geforderten Werte bei b annimmt. Die Funktion v + w leistet dann
das Gewiinschte, womit (1) gezeigt ist.

Sei nun 7 regulér bei a, dann ist fiir ¢ € (a,b), 7|(q,¢) reguldr. Wegen (1)
existiert dann eine Funktion g auf (a, ¢), sodass

g,gM e AC(a,0), 9,7l (@,09 € L*((a,c);rN),

g(a)=do, g"a)=di, g(c)=0 und g'(c)=0
gilt. Sei f : (a,b) — C definiert durch

x) fallsz <c
fm—{“) -0

0 sonst

Dann ist f, fl1 € ACjye(a,b) und f, 7f € L*((a,b); 7)) also f € D(Tax)-
Um (3) einzusehen sei f, in D(Tax) bei a und fp in D(Timax) bei b.

Weiters sei o, 3 € (a,b), o < f3, sodass fa, 7fa € L?((a,a);r)\) und fp,

Tfy, € L2((3,b);7)\). Wegen (1) existiert eine Funktion g auf (o, ), sodass

9.9" € AC(a.8),  9.7|(0,3)9 € L*((ev, B); M),

9(@) = fale), gM(a) = f(a), g(B) = f(B) wd ¢V (B) = f(B)
gilt. Sei f : (a,b) — C definiert durch
fa(z) fallsz <«

flx)=qg(x) fallsa<z<pf.
fo(z) falls g <z

Dann ist f, fll € ACje(a,b) und f, 7f € L?*((a,b);r\) also f € D(Tiax)-
U

Wir wollen als n#chstes zeigen, dass der prdminimale und damit der
maximale Operator dicht definiert sind.

SATZ 2.1.7. Der praminimale Operator Ty st dicht definiert.
BEwEIS. Fiir o, 8 € (a,b), a < 8 betrachten wir den Teilraum
Da,,@ - {f|(o¢,ﬁ)|f € D(TO)v Suppf - [avﬁ]} - LZ((Oé,ﬁ);’I”)\)

von L%((a, B);7A). Wir werden zeigen, dass D, g dicht in L?((«, 8); 7)) ist.
Sei dazu ein h € Diﬁ C L%*((a, B);rA) gegeben und f eine Losung von
T|(a,3)f = h. Da 7\ auf (o, 3) endlich ist, ist rh € L'((a, B); A). Da 7| (a,8)
regulir ist, ist f stetig auf [a, 8] fortsetzbar und daher f € L?((a, 3);7)).
Sei weiters u1, uz ein Fundamentalsystem von 7|, gyu = 0 mit

ui(a) = u[zu () =1 und u[ll}(oz) = uz(a) = 0.

Da 7|(4,5) regulér ist, sind u1,us € L*((a, B); rA). Wir zerlegen f in

f=/fi+ fo mit f; €span{uj,us} und fo € span {u1,u2}L.
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Ist g eine Losung von 7(4, 8)g = f2 mit g(a) = 0 und g (a) = 0, so ist nach
Proposition 1.2.11

T

g(z) = ui(x) /x Ug ford\ — uQ(:U)/ uq ford.

Da fo orthogonal zu u; und uy ist, gilt g(3) = 0 und gl'(3) = 0. Setzt man
g auBlerhalb von (¢, 3) mit Null fort, so liegt diese Fortsetzung in D(Tp) und
daher g in D, g. Dann ist

(f2, f2) = (f: f2) = (s Tl@,3)9) = (Tl(a,8)f,9) = (h,9) =0

und daher fo = 0. Also ist h = 7| (4 8)f = T|(a,3)/1 = 0 und daher D, g dicht
in 12((, B); 7).

Indem wir Funktionen aus L?((a,3);7)) mit 0 auf (a,b) fortsetzen,
konnen wir L?((, 3);7)) isometrisch isomorph in L2((a,b);r\) einbetten
und damit als abgeschlossenen Teilraum von L?((a,b);7)) auffassen. Da
Funktionen mit kompakten Triger dicht in L?((a,b);r)) sind, gilt dann

D(To) = |J Davnp = | Danp, = | L2((om, Ba)i7A) = L*((a,b); ),

neN neN neN

falls ay, B, € (a,b), a, < B, mit a, — a und G, — b fir n — co. O

Als néchstes wollen wir die Adjungierte des praminimalen Operators
bestimmen. Dazu benétigen wir die folgenden zwei Lemmata.

LEMMA 2.1.8. Sei z € C, dann ist

b
ran (Ty — z) = {f € L2 ((a,b);7)) | Yu € ker (1 — 2) : / fard\ = O} ,

wobei L3,((a,b);r\) der Raum aller Funktionen aus L?((a,b);T\) mit kom-
paktem Trdger ist.

BEWEIS. Ist f € ran (T — z), so existiert ein g € D(Tp) mit (17 — 2)g =
f. Da g auflerhalb eines kompakten Intervalls [o, 3] C (a,b) verschwin-
det, verschwindet auch f auBerhalb von [«, ] fast iiberall. Also ist f €
L%,((a,b);7)). Sei u € ker (7 — Z) dann gilt

b B B B
/ furd/\:/ furd)\:/ Tgurd)\—/ zgurdA
B 8

= / grurd\ + W(u,g)(8) — W(u, g)(a) —/ uzgrd\

[0}

=0
B
= / (1 — Z)ugrd\ = 0.

Sei umgekehrt f € L3,((a,b); 7)), sodass fiir alle u € ker (1 — ),

b
/ ufrdd =0

erfiillt ist. Weiters seien «, 3 € (a,b), sodass supp f C [, ] und g die
Losung von (7 — z)g = f mit g(a) = 0 und g!Y(a) = 0. Dann gilt wegen
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Proposition 1.2.11

g(z) = ui(x) /96 ug frd\ — ug(x) /96 uy frd,

wobei u1, uz ein Fundamentalsystem von (7 — z)u = 0 mit

ui(a) = ugl] (o) =1 und u[ll] () =uz(a) =0

ist. Aus dieser Darstellung sieht man, dass g auf (a,a] verschwindet. Ist
x € (B,b) so gilt

B B
g(x) = Ul(ﬁU)/ ug frd\ — ua(z) / uy frd\ = 0.
Also verschwindet g aulerhalb von [«, §], liegt also in D(7Tp) und daher gilt
f eran(Tp — z). 0

LEMMA 2.1.9. Sei V' ein Vektorraum tiber C und Fy,...,F,, F € V*,
dann ist

n
F espan{F},...,F,} & [ )kerF; CkerF.
=1

BEWEIS. Angenommen ()i, ker F; C ker F'. Sei ® definiert durch

Vv = Cc
‘I"{v — (Fy(v),.... Fav))

Wir definieren ein lineares Funktional g auf ®(V') durch g(®(v)) = F(v).
Da wegen der Annahme aus ®(v;) = ®(vq) folgt, dass F(vi) = F(v2) gilt,
ist dieses Funktional wohldefiniert. Sei G : C* — C eine lineare Fortsetzung
von g. Dann existieren asq, ..., a, € C, sodass

G(Ula"wvn) = (’Ula---afun) : (a17"'aan)T = Zaivi-
i=1
Fiir ein beliebiges v € V gilt dann
Fv)=G(®()) =G(F1(v),...,Fr)) = ZoziFi(v).
=1

Also ist F' € span{F, ..., F,}. Die Umkehrung ist offensichtlich. O

Wir kénnen nun die Adjungierte des priaminimalen Operators bestim-
men.

SATz 2.1.10. Die Adjungierte des prdiminimalen Operators Ty ist der
mazimale Operator Tiax.

BEWEIS. Sei f € D(Tp) und g € D(Tiax) dann gilt wegen Lemma 2.1.5
und weil f und damit W (f,g) nahe bei a und nahe bei b verschwindet
(T()f, g) - (fv Tmaxg) - W<f7 g)(b) - W(f7 g)(a)
= Jim W(£,9)(8) - lim W(f,g)(e) = 0.
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Es gilt also Timax € 1. Zu zeigen bleibt, dass D(T;) € D(Tmax)- Sei dazu
ein f € D(T) gegeben und g eine Losung von 7g = Tif f. Wir definieren ein
lineares Funktional F auf L3,((a,b); 7)) durch

b
F(k) = / (f — g)krdX fiir k € L3y((a,b);T\).

Sei weiters uy, us ein Fundamentalsystem von 7u = 0 und Fj, F5 lineare
Funktionale auf L2,((a,b);r\) definiert durch

b
Fj(k) = / wjkrd\  fiir k € L3y((a,b);7A), 7 € {1,2}.
a

Sei h € ker F; N ker Fy, dann ist nach Lemma 2.1.8 auch A € ranTjy. Also
existiert ein k € D(Tp) mit Tpk = h und daher

b b
F(h):/ (f—g)Tokrd)\:(Tok,f)—/ kTgrdA
a , - a
:(k,T;f)—/ KT frdA = 0.

a

Also ist h € ker F' und daher ker 'y Nker Iy C ker F. Nach Lemma 2.1.9 ist
also F' = c¢1F1 4 coF5 mit geeigneten cq, co € C und damit

b
/ (f — g — cruy — couo)krdA =0 fiir alle k € L(Q)O((a, b);TA).

Dann gilt notwendigerweise f = g + ciu1 + coug fast iiberall. Es ist also
fe€D,und 7f =79 € L?((a,b);7)), also f € D(Thax)- O

Da Tiax eine Erweiterung von Ty ist, ist T symmetrisch und damit
abschlieffbar.

DEFINITION 2.1.11. Der, durch den Differentialausdruck 7 induzierte mi-
nimale Operator T, in L?((a,b); 7)) ist der Abschluss des praminimalen
Operators,

Tinin = TO

Wir stellen nun einige Eigenschaften der Operatoren 11,y und Ty in
folgendem Korollar zusammen.

KOROLLAR 2.1.12. FEs gilt:

(1) Der minimale Operator Ty ist dicht definiert, abgeschlossen und
symmetrisch.

(2) Der mazimale Operator Tyax ist dicht definiert und abgeschlossen.

(3) Es gilt To € Tmin € Tmax  Tmax = Ty, und  Tmin = Tay-

(4) Fiir z € C gilt ran (Tinin — 2)= = ker (Tax — 2)-

BEWEIS. Da T, als Abschluss eines symmetrischen Operators dicht
definiert, abgeschlossen und symmetrisch ist gilt (1). Tinax ist dicht definiert,
da er eine Erweiterung von T ist und als Adjungierte des praminimalen
Operators abgeschlossen. Offenbar gilt Ty C Ty = Timin und 7o € Tinax
und da Tiyax abgeschlossen ist gilt auch Ty, = To C Tax. Weiters ist
T = To = Ty = Tax und Tin = To = Tp* = T, (4) gilt, da

allgemein fiir dicht definierte Operatoren T gilt ran T+ = ker T*. U
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Da der praminimale Operator reell beziiglich der natiirlichen Konjuga-
tion ist, ist auch sein Abschluss T,y reell beziiglich der natiirlichen Konju-
gation. Der minimale Operator kann auch explizit angegeben werden.

SATz 2.1.13. Es gilt:
(1) Der minimale Operator ist gegeben durch
D(Tmin) = {f € D(Tmax)|Vg € D(Tmax) : W([,9)(a) = W(f,g)() = 0}
und Tinf = 7f fir f € D(Tmin)-
(2) Ist T reguldr bei a, so gilt

fla) = fU(a) =0 fir alle f € D(Tpin).

Entsprechende Aussage gilt fiir den Randpunkt b.
(3) Ist T reguldr, so gilt

D(Tiin) = {f € D(Tmax)| f(a) = fM(a) = £(b) = M (b) = 0}.
BeEWEIS. Ist f € D(Tinin) = D(Tax) € D(Timax) so gilt

0= (Tmaxfa g) - (fv Tmaxg) = W(fag)(b) - W(fvg)(a)

fiir alle g € D(Tmax)- Ist ein g € D(Tmax) gegeben, so existiert ein g, €
D(Tmax) mit g = ¢ in einer Umgebung von a und g, = 0 in einer Umgebung
von b. Daraus folgt W (f, g)(a) = W(f,9a)(a)—W(f,7a)(b) = 0. Analog sieht
man, dass W(f,g)(b) = 0 fiir alle g € D(Thax) gilt.

Ist umgekehrt f € D(Tax), sodass fir alle g € D(Tax), W(f,9)(a) =
W(f,qg)(b) =0 gilt, so ist auch

(Timaxf> 9) = (f, Tmaxg) = W(f,9)(b) = W(f,9)(a) = 0,

also ist f € D(T,x) = D(Tiin). Da Tiin eine Einschriankung von Tiay ist,
ist damit (1) gezeigt.

Sei nun 7 reguldr bei a, f € D(Tiin) und v,w € D(Tax) mit v(a) =
will(a) = 1 und v(a) = w(a) = 0. Wegen 0 = W(f,v)(a) = f(a) und
0 = W(f,w)(a) = fl(a) folgt (2). Analog zeigt man die Behauptung fiir
den Randpunkt b. (3) folgt nun direkt aus (1) und (2). O

SATZ 2.1.14. Die Defektzahlen des minimalen Operators Tin sind gleich
und mazximal 2, also

n(Tiin) 1= dim ker (Typax — 7) = dimker (Tpax + 1) < 2.

BEWEIS. Da es nur 2 linear unabhéingige Losungen von (7 — i)u = 0
bzw. von (7 +i)u = 0 gibt, sind ker (Tax — %) und ker (Tinax + @) hochstens
zweidimensional. Weiters gilt

u€ker (Thax —1) < w€ker (Thpax +1)

und da aus u1, ug linear unabhéngig folgt dass auch @y, ws linear unabhéngig
sind, folgt die Behauptung. O

Nach den von Neumannschen Formeln gilt

D(Timax) = D(Timin) @ ker (Tinax — ©) @ ker (Tinax + 7).
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Der maximale Operator Tiax ist also eine 2n(7T,)-dimensionale Erweite-
rung von Tyin. Da die Defektzahlen von T, gleich sind, existieren selbst-
adjungierte Erweiterungen von T;,. Diese sind genau die n(Tiin)-dimen-
sionalen, symmetrischen Erweiterungen von Ti,iy.

2.2. Weylsche Alternative

DEFINITION 2.2.1. Wir sagen 7 ist bei a im Grenzkreisfall (GKF), falls
fiir alle z € C, alle Losungen von (7 — z)u = 0 in L?((a, b); 7)) bei a liegen.
Weiters sagen wir, 7 ist bei a im Grenzpunktfall (GPF), falls fiir alle z € C,
eine Losung von (7 — 2)u = 0 nicht in L?((a, b);r\) bei a liegt.

Entsprechend definiert man Grenzkreis- und Grenzpunktfall fiir den
Randpunkt b.

Man sieht unmittelbar, dass sich Grenzkreis- und Grenzpunktfall gegen-
seitig ausschlieffen. Dass bei jedem Randpunkt stets einer der beiden Fille
vorliegt zeigt das folgende Lemma.

LEMMA 2.2.2. Existiert ein zg € C, sodass alle Losungen der Gleichung
(1 — z0)u = 0 in L%((a,b);r\) bei a liegen, so ist T bei a im Grenzkreisfall.
Entsprechende Aussage gilt fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Sei z € C und u eine Losung von (7 — z)u = 0. Ist uq, ua
ein Fundamentalsystem von (7 — zp)u = 0 mit W (uj,u2) = 1, so liegen
up und ug nach Voraussetzung in L?((a,b);r\) bei a. Es existiert daher ein
¢ € (a,b), sodass fiir die Funktion v = |uy| + |ug|

|z—zO|/ v2rd\ < 1/2

gilt. Da u Losung der inhomogenen Gleichung (7 — zp)u = (z — zp)u ist, gilt
nach Proposition 1.2.11 mit geeigneten Konstanten ¢y, co € C, fiir z € (a, b)

u(z) = crug(z)+coua(x)+(2—20) /x (ur(x)ua(t) — ug(z)ui(t)) u(t)r(t)dA(t).

Also hat man, mit C' = max (|c1], |e2]), fir = € (a,c)

c

u(z)] < Co(z) + |2 = Zolv(ﬂ?)/ v(®)[u(®)[r()dA(?),

x

und mit der Ungleichung (d; + dg)? < 2d? + 2d3 fiir dy, do € R, sowie der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

()2 < 2C%0(x)? + 2|7 — z02v(x)’ /cv(t)Qr(t)d)\(t) / lu(t) r(£)dA ().

Integriert man diese Ungleichung von s € (a, ¢) nach ¢, so erhélt man

c c c 2 rc
/\u|2rd)\<202/ v2rd\ + 2|z — 20)? </ ’U27“d)\> / |u|?rd\
2 [€ o Lfe
<2C / vrd)\—|—2/ |ul“rdA

und daher . .
/ lu?rd\ < 402/ v2rd)\ < oco.

a
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Weil s € (a, ¢) beliebig war, gilt auch
(& C
/ lu|?rd\ < 402/ v2rd\ < oo.
a

a

Also liegt u in L%((a,b); 7)) bei a. O
Aus Lemma 2.2.2 folgt nun direkt die Weylsche Alternative.

SaTz 2.2.3 (Weylsche Alternative). Bei jedem Randpunkt liegt entweder
der Grenzkreisfall oder der Grenzpunktfall vor.

PROPOSITION 2.2.4. Ist T regulir bei a, so liegt bei a der Grenzkreisfall
vor. Entsprechende Aussage gilt fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Ist 7 regulér bei a und w eine Lésung von 7u = 0. Dann ist
u nach Satz 1.2.13 stetig in a fortsetzbar und damit beschrénkt in einer
Umgebung von a. Da r bis nach a integrierbar ist liegt u in L?((a, b); 7))
bei a. 0

Liegt bei einem Randpunkt der Grenzkreisfall vor, so sagt man auch 7
sei quasireguldr bei diesem Randpunkt. Proposition 2.2.4 rechtfertigt diese
Bezeichnung.

LEMMA 2.2.5. Ist z € C\R, dann gibt es eine nichttriviale Losung u von
(1 — 2)u =0, sodass u in L*((a,b);T\) bei a liegt.
Entsprechende Aussage gilt fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Sei zunéchst vorausgesetzt, dass 7 bei b regulér ist. Falls keine
nichttriviale Losung von (7 — z)u = 0 in L?((a,b); 7)) bei a liegt, dann ist
ker (Timax — 2) = {0} und daher n(Tin) = 0, also Tinin = Tmax- Um den
Widerspruch zu sehen betrachten wir Funktionen f, g € D(Tjhax) mit

FB) =gy =1 wnd  fU(p) = g(b) = 0.
Wegen

W(f.9)(b) = F()g (0) — g(®) S (b) =1 # 0
ist f & D(Tmin), was ein Widerspruch zu Tiin = Tiax ist.

Falls 7 bei b nicht regulér ist betrachten wir fiir ein ¢ € (a,b), den bei
¢ reguldren Differentialausdruck T\(w). Nach dem oben gezeigten und da
die Losungen von (7|, — 2)u = 0 genau die Losungen von (7 — 2)u = 0
eingeschrénkt auf (a,c) sind, existiert eine Losung von (7 — z)u = 0 die in
L?((a,b);T)) bei a liegt. O

KOROLLAR 2.2.6. Ist z € C\R und liegt bei a der Grenzpunktfall vor, so
existiert eine (bis auf skalare Vielfache) eindeutige nichttriviale Lésung der
Gleichung (1 — 2)u = 0, die in L?((a,b);T\) bei a liegt.

Entsprechend Aussage gilt fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Nach Lemma 2.2.5 liegt eine nichttriviale Lésung von (7 —
z)u =0 in L%((a,b); 7)) bei a. Liige eine weitere linear unabhiingige Losung
in L?((a,b); ) bei a, so wiirden bereits alle Losungen in L?((a,b); 7)) bei
a liegen, was nicht moéglich ist, da bei 7 bei a im Grenzpunktfall ist. O

Folgendes Lemma zeigt, dass man Grenzkreisfall und Grenzpunktfall
auch mit Hilfe der Wronskideterminante charakterisieren kann.
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LEMMA 2.2.7. T ist bei a genau dann im Grenzpunktfall, wenn fiir alle
fy 9 € D(Twax) gilt dass W(f,g)(a) =0.

T ist bei a genau dann im Grenzkreisfall, wenn ein f € D(Tmax) existiert,
sodass W (f, f)(a) =0 und W(f,g)(a) # 0 fiir ein g € D(Tinax)-

Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Sei 7 bei a im Grenzkreisfall und uq, us ein reelles Funda-
mentalsystem der Gleichung 7u = 0 mit W (u,u2) = 1. u; und uy liegen
in L?((a,b);7)) bei a und damit auch in D(Tjax) bei a. Dann existieren
f, 9 € D(Tax) mit f = u; und g = uy nahe bei a und f = g = 0 nahe bei
b. Es gilt dann

W(f,9)(a) = W(u1,uz)(a) =1 #0
und
W(f, f)(a) = W(u1,ur)(a) =0
da uq reell ist.

Liege nun bei a der Grenzpunktfall vor. Sei zunéchst angenommen, dass
T bei b regulér ist. Dann ist Ti,ax eine 2-dimensionale Erweiterung von Ty,
da nach Korollar 2.2.6, dimker (Tjhax —7) = 1 gilt. Seien v, w € D(Tiax)
mit v = w = 0 in einer Umgebung von a und

v(b) =w(b) =1 und oM (b) = w(b) = 0.

Dann ist

D(Tmax) = D(Tin) + span {v, w},
da v, w linear unabh#ngig sind und nicht in D(Ti,iy,) liegen. Seien nun f, g €
D(Tmax) dann existieren fo, go € D(Thin), sodass f = fo und g = go in einer
Umgebung von a und daher

W(f,9)(a) = W(fo,90)(a) = 0.

Falls nun 7 bei b nicht regulér ist, betrachtet man fiir ein ¢ € (a, b), den bei ¢
reguliren Differentialausdruck 7, ) und verwendet, dass fiir f € D(Tmax),
f \(M) im Definitionsbereich des maximalen von T\(M) induzierten Operators
liegt. (]

Liegt bei a und bei b der Grenzpunktfall vor, so zeigt Korollar 2.2.6, dass
es fiir z € C\R Losungen von (7 — z)u = 0 gibt, die in L?((a,b);r\) bei a
bzw. bei b liegen. Folgendes Lemma zeigt, dass es jedoch keine nichttrivialen
Losungen geben kann die in L?((a, b); 7)) liegen.

LEMMA 2.2.8. Sei 7 bei a und bei b im Grenzpunktfall und z € C\R.
Dann liegt keine nichttriviale Lésung von (1 — 2)u = 0 in L?((a,b); 7).

BEWEIS. Ist u € L?((a,b);7)) eine Losung von (7 — z)u = 0, so ist
u € L*((a,b);r\) eine Losung von (7 — Z)u = 0 und u und @ liegen in
D(Tmax)- Fur a, 8 € (a,b), a < (3 gilt dann wegen der Lagrange-Identitét

B B
W(u,w)(B) — W(u,u)(a) = (2 —z)/ uard\ = 21’Imz/ lu|?rd.

« «
Wegen Lemma 2.2.7 konvergiert die linke Seite gegen 0 falls @« — a und
B — b. Da die rechte Seite dann gegen 2ilmz||u||? konvergiert, gilt ||u|* = 0

und daher u = 0.
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SATZ 2.2.9. Fiir die Defektzahlen des minimalen Operators Timin gilt:

2 falls T an beiden Randpunkten im GKF ist.
n(Tmin) = {1 falls 7 an genau einem Randpunkt im GKF ist.
0 falls 7 an keinem Randpunkt im GKF ist.

BEWEIS. Liegt bei a und bei b der Grenzkreisfall vor, so liegen die zwei
linear unabhiingigen Losungen von (7 — i)u = 0 in L?((a,b);r\) bei a und
bei b, daher auch in L?((a,b); ) und damit in D(Tjax). Daher gilt also

N(Timin) = dimker (Typax — 1) = 2.

Liegt nun bei einem Randpunkt der Grenzkreisfall und beim anderen der
Grenzpunktfall vor, so existiert nach Lemma 2.2.6 (bis auf skalare Vielfache)
genau eine nichttriviale Losung von (7 —i)u = 0 die in L?((a, b); ) bei dem
GPF-Endpunkt liegt und damit in L?((a, b); 7A) und daher auch in D(Tjax)-
Es gilt daher n(Tyn) = 1.

Liegt an beiden Endpunkten der Grenzpunktfall vor, so ist wegen Lem-
ma 2.2.8, ker (Tiyax — 7) = {0} und daher n(Tin) = 0. O

2.3. Selbstadjungierte Realisierungen

DEFINITION 2.3.1. Ein Operator A in L?((a,b); 7)) heifit selbstadjun-
gierte Realisierung von 7, falls er eine Einschrdnkung des maximalen Ope-
rators Tinax und selbstadjungiert ist.

Jede selbstadjungierte Realisierung von 7 ist notwendigerweise eine Er-
weiterung des minimalen Operators Ty,in, wie folgende Proposition zeigt.

PROPOSITION 2.3.2. Sei A eine selbstadjungierte Realisierung, dann gilt
Tmin g A g Tmax-

BEwEIs. Klarerweise gilt A C Tihax. Da fiir die Adjungierten die umge-
kehrte Inklusion gilt folgt Ty = T, C A* = A. O

max

Folgender Satz ist oft niitzlich, um zu {iberpriifen, ob ein Operator eine
selbstadjungierte Realisierung von 7 ist. Man beachte, dass der Definitions-
bereich des Operators nicht explizit angegeben wird.

SATZ 2.3.3. Ein Operator A ist genau dann eine selbstadjungierte Real-
s181erung von T wWenn

D(A) = {f € D(Timax)|Vg € D(A) : W(f,9)(b) = W(f,9)(a) = 0}
und Af = 1f fir f € D(A).
BEWEIS. Zur Abkiirzung setzen wir
D = {f € D(Twma)|¥g € D(A) : W(£,5)(5) — W(£.5)(a) = O}.

Sei A eine selbstadjungierte Realisierung von 7. Da A dann eine Ein-
schrinkung von Tj,ax ist, reicht es zu zeigen, dass D(A) = D gilt. Sei dazu
f € D(A) € D(Tmax) und g € D(A). Dann gilt, da A selbstadjungiert ist
und nach Lemma 2.1.5

0= (Af, g) - (fu Ag) - (Tmaxf7g) - (f7 Tmaxg) - W(f?ﬁ)(b) - W(f?@)(a)
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und damit f € D. Sei umgekehrt ein f € D gegeben, dann gilt fiir alle
g9 € D(A)

0= W(fv g)(b) - W(fa §)<a) = (Tmaxfa g) - (fv Tmaxg) - (Af7g) - (f7 Ag)
Also ist f im Definitionsbereich der Adjungierten A* = A.

Gelte umgekehrt D(A) = D und Af = 7f fir f € D(A). A ist eine
Einschriankung von Tiax, es bleibt daher zu zeigen dass A selbstadjungiert
ist. A ist symmetrisch da fiir alle f,g € D(A) gilt, dass (Af,g9) = (f, Ag).
Es bleibt also D(A*) C D(A) zu zeigen. Sei dazu f € D(A*). Da Funktionen
aus D(Tin) auch in D und damit in D(A) liegen, ist A eine Fortsetzung von
Thnin und es gilt daher A* C T, = Tax, also f € D(Tiax). Fiir Funktionen
g € D(A) gilt dann
0= (Af7 g) - (fv A*g) = (Tmaxfa g) - (fa Tmaxg) = W(fa g)(b) - W(f7 g)(a)a
also ist f € D =D(A). O

Wir wollen im folgenden die selbstadjungierten Realisierungen von 7

bestimmen. Dabei ist der einfachste Fall der, wenn an beiden Randpunkten
der Grenzpunktfall vorliegt.

SATZ 2.3.4. Liegt bei a und bei b der Grenzpunktfall vor, so ist Ty =
Thax und damit Ty die einzige selbstadjungierte Realisierung von 7.

BEWwEIS. Nach Satz 2.2.9 ist in diesem Fall Tiin = Tmax, also ist Tiax
selbstadjungiert. Wegen Proposition 2.3.2 ist Ty,.x die einzige selbstadjun-
gierte Realisierung von 7. U

Als néchstes wollen wir die selbstadjungierten Realisierungen von 7 be-
stimmen, falls 7 bei einem Randpunkt im Grenzkreisfall und beim anderen
Randpunkt im Grenzpunktfall ist. Wir sagen eine Funktion v € D(Tiax)
erfiillt (2.1a), falls

(2.1a) W(v,v)(a) =0 und Wi(h,v)(a) #0 fiir ein h € D(Thax)-
Entsprechend sagen wir v erfiillt (2.1b), falls
(2.1b) W(v,v)(b) =0 und W(h,v)(b) #0 fiir ein h € D(Tmax)-

7 ist bei a nach Lemma 2.2.7 genau dann im Grenzkreisfall, wenn ein v €
D(Tmax) existiert, dass (2.1a) erfiillt. Ist 7 bei a im Grenzkreisfall und bei

b im Grenzpunktfall, so gilt (2.1a) genau dann, wenn v ¢ D(Tmin) und
W(v,v)(a) = 0.

PrROPOSITION 2.3.5. Es gilt:
(1) Fir fi, fa, f3, fa € D+ gilt auf (a,b) die Plickersche Identitdt
W (f1, )W (f3, f1) + W (f1, f5)W (fa, f2) + W(f1, f))W (f2, f3) = 0.
(2) Seiv € D(Timax) mit (2.1a), dann gilt fir f € D(Tmax)
W(f,0)(a) =0 < W(f)(a)=0.
(3) Seiv € D(Tmax) mit (2.1a), dann gilt fir f,g € D(Tmax)
W(f,v)(a) =W(g,v)(a) =0 = W(f g)(a)=0.
Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.
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BEWEIS. Die linke Seite in (1) ist gleich der Determinante

fi fo fz3 fa
1 1 1 1
i g g
20fi fo f3 fa
(1] (1] (1] (1]
1 2 3 4

die offensichtlich verschwindet, was (1) zeigt.

Sei nun v € D(Tipax) mit (2.1a). Dann existiert ein h € D(Tax), sodass
W (h,v)(a) # 0. Setzt man in (1) f; = v, fo =, f3 = hund f4 = h, so sieht
man, dass dann auch W(h,v)(a) # 0 ist. (2) folgt nun aus (1) mit f; = f,
fo=wv, fs=7, fsy=hund (3) folgt mit f1 = f, fo=g, fs=7, fy=h. O

Wir kénnen nun die selbstadjungierten Realisierungen angeben, falls an
einem Randpunkt der Grenzkreisfall und an dem anderen der Grenzpunktfall
vorliegt.

SATZ 2.3.6. Ist 7 bei a im Grenzkreisfall und bei b im Grenzpunktfall,
so ist ein Operator A genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von T,
wenn ein v € D(Tmax) mit (2.1a) existiert, sodass

D(A) = {f € D(Tmax)|W(f,v)(a) = 0}

und Af = 1f fir f € D(A).
Entsprechende Aussagen gelten falls T bei a im Grenzpunktfall und bei b
im Grenzkreisfall ist.

BeEWEIS. Da in diesem Fall n(T i) = 1 ist, sind die selbstadjungierten
Fortsetzungen von T,,;, genau die eindimensionalen, symmetrischen Fort-
setzungen von Tii,. Man sieht also, dass ein Operator A genau dann eine
selbstadjungierte Realisierung von 7 ist, wenn ein v € D(Tjpax) mit (2.1a)
existiert, sodass

D(A) = D(Tin) + span {v}
und Af = 7f fir f € D(A). Es bleibt daher zu zeigen, dass

D(Tiin) + span{v} = {f € D(Tmax)|W(f,v)(a) = 0}

gilt. Dass der linke in dem rechten Teilraum enthalten ist, ist klar wegen
Satz 2.1.13 und da W(v,v)(a) = 0 ist. Der rechte Teilraum kann aber auch
nicht mehr sein, da er sonst gleich D(Tax) Wére, woraus mit Propositi-
on 2.3.5 (3) folgen wiirde, dass W (f,g)(a) = 0 fiir alle f,g € D(Tmax), was
ein Widerspruch dazu ist, dass 7 bei a im Grenzkreisfall ist. O

Aus dem Beweis von Satz 2.3.6 ersieht man unmittelbar, dass zwei selbst-
adjungierte Realisierungen genau dann verschieden sind, wenn die entspre-
chenden Funktionen v aus Satz 2.3.6 linear unabhéngig modulo D(Tyin)
sind. Die Funktion v kann stets so gew&hlt werden, dass v in einer Umge-
bung von a eine reelle Losung von (7 — z)u = 0 mit z € R ist.

Mit Proposition 2.3.5 (2) sieht man, dass in diesem Fall jede selbstad-
jungierte Realisierung reell beziiglich der natiirlichen Konjugation ist.

Als néchstes werden wir die selbstadjungierten Realisierungen von 7 an-
geben, falls 7 bei beiden Randpunkten im Grenzkreisfall ist.



2.3. SELBSTADJUNGIERTE REALISIERUNGEN 24

SATZ 2.3.7. Ist T bei a und bei b im Grenzkreisfall, so ist ein Operator A
genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von 7, wenn modulo D(Tin)
linear unabhdngige v,w € D(Tmax) existieren, die

(2.2) Wb(v,7) = Wh(w, @) = W2 (v,w) =0
erfillen, sodass

D(A) = {1 € D(Twma) IWE(f,0) = W2, W) = 0}
und Af = 1f fir f € D(A).

BeEWwEIS. Da in diesem Fall n(Tyin) = 2 ist, sind die selbstadjungier-
ten Fortsetzungen von T, genau die zweidimensionalen, symmetrischen
Fortsetzungen von Tii,. Ein Operator A ist daher genau dann eine selbst-
adjungierte Realisierung von 7, wenn modulo D(Ty,y) linear unabhéingige
v, w € D(Thax) mit (2.2) existieren, sodass

D(A) = D(Tin) + span {v, w}
und Af = 7f fiir f € D(A). Es bleibt daher zu zeigen, dass

D(Tin) + span {v, w} = {f € D(Tona)|W(f,7) = WE(f, W) = o} - D

gilt, wobei wir den rechten Teilraum zur Abkiirzung mit D bezeichnen. Dass
der linke Teilraum in D enthalten ist, ist klar wegen Satz 2.1.13 und (2.2).
Um zu sehen, dass D auch nicht gréfler sein kann, betrachten wir die linearen
Funktionale F,, Fy, auf D(Tax), definiert durch

Fy(f) = Wl(£,5) und Fu(f) = Wi(f.@) fiir f € D(Tmax)-

Der Durchschnitt der Kerne dieser Funktionale ist genau D. Diese Funktio-
nale sind linear unabhéngig, denn sind c¢1,co € C und ¢1 Fy + coFy = 0, so
ist fiir alle f € D(Tiax)

0=c1F,(f) + c2Fu(f) = aaW2(f,0) + coWE(f, W) = W2(f, 1D + com).

Da fiir jedes f € D(Thmax) ein f € D(Tmax) existiert, dass bei a mit f
tibereinstimmt und bei b verschwindet, gilt auch

W(f,c10+ cow)(a) =0 fiir alle f € D(Tinax)-

Da das gleiche auch fiir b gilt, ist nach Satz 2.1.13, ¢17 4+ cow € D(Thin)-
Da v, w linear unabhéngig modulo D(Ti,iy) sind, folgt ¢; = co = 0, also sind
F,, F,, linear unabhéngig. Aus Lemma 2.1.9 folgt nun

ker F,, Z ker F,, und ker F, Z ker F,,.

Es existieren also fy, fu € D(Tmax) sodass W2 (f,,7) = W2(f,, W) = 0 aber
Wo(f,,w) # 0 und W(fw,v) # 0. f, und f, sind linear unabhingig und
liegen nicht in D. D kann also hochstens eine zweidimensionale Erweiterung
von D(Tyin) sein, was die Behauptung zeigt. O

Falls 7 bei beiden Randpunkten im Grenzkreisfall ist, so kann man die
selbstadjungierten Realisierungen in zwei Kategorien einteilen.
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DEFINITION 2.3.8. Sei 7 bei a und bei b im Grenzkreisfall und A eine
selbstadjungierte Realisierung von 7. Wir sagen A ist eine selbstadjungierte
Realisierung von 7 mit getrennten Randbedingungen, falls ein v € D(Tipax)
mit (2.1a) und ein w € D(Tiax) mit (2.1b) existiert, sodass

D(A) ={f € D(Tmax)|W(f,?)(a) = W(f,w)(b) = 0}
und Af = 7f fir f € D(A).

Anderenfalls sagen wir A ist eine selbstadjungierte Realisierung von 7
mit gekoppelten Randbedingungen.

Entsprechendes definieren wir, falls 7 bei a im Grenzpunktfall und bei b
im Grenzkreisfall ist.

Ist ein Operator A wie in Definition 2.3.8 gegeben, so sieht man mit
Satz 2.3.6, dass A selbstadjungiert ist. Die selbstadjungierten Realisierun-
gen von 7 mit getrennten Randbedingungen sind also genau, die in Defini-
tion 2.3.8 angegebenen Operatoren.

Ist A eine selbstadjungierte Realisierung von 7 mit getrennten Rand-
bedingungen, so ist A wegen Proposition 2.3.5 (2) reell beziiglich der na-
tiirlichen Konjugation. Im Fall von gekoppelten Randbedingungen miissen
selbstadjungierte Realisierungen nicht reell beziiglich der natiirlichen Kon-
jugation sein.

2.4. Anfangszahlen
DEFINITION 2.4.1. Sei 7 bei a im Grenzkreisfall, u1, us € D(Tnax) mit
(232)  W(um)(a)=1 und W(uy,a5)(a) = W(us,73)(a) = 0,
dann sind die linearen Funktionale oy, g auf D(Thax), definiert durch
ar(f) =W(f,w)(a) und ax(f) = -W(f,ur)(a) fir f € D(Tmax)

die Anfangszahlen beziiglich uy,us bei a.
Entsprechend definiert man Anfangszahlen fiir den Randpunkt b.

Ist 7 bei @ im Grenzkreisfall, so existieren stets Funktionen u1, us, welche
die Bedingung (2.3a) erfiillen. Man nehme beispielsweise Funktionen uy, ug,
die fiir ein z € R in einer Umgebung von a mit einem reellen Fundamental-
system von (7 — z)u = 0, das W (uy,u2) = 1 erfiillt, tibereinstimmen.

Die Anfangszahlen spielen im quasiregulidren Fall eine &hnliche Rolle, wie
die Punktauswertungen der Funktion und deren Quasiableitung im Rand-
punkt im reguléren Fall.

PROPOSITION 2.4.2. Ist T regulir bei a, so existieren uy, ug € D(Tax)
mit (2.3a), sodass die Anfangszahlen oy, g beziiglich uy, ug

ar(f) = fla) und as(f) = fM(a) fir f € D(Thmax)

erfiillen.
Entsprechende Aussage gilt fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Da 7 bei a regulér ist, existieren Funktionen g, us € D(Tiax)
mit

ui(a) = u[;] (a)=1 und u[ll}(a) = uz(a) = 0.
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Dann ist offensichtlich (2.3a) erfiillt und fiir f € D(Tiax) ist

ar(f) = W(f,m)(a) = f(a) und as(f) = -W(f,m1)(a) = f(a).
O

Im folgenden seien in diesem Abschnitt stets uy, uz € D(Thax) mit (2.3a)
falls 7 bei a im Grenzkreisfall ist, und
(2.3b) W(ui,uz2)(b) =1 und W(ur,ur)(b) = W(uz,uz)(b) =0

falls 7 bei b im Grenzkreisfall ist. Weiters seien a1, as die Anfangszahlen
beziiglich w1, us bei a, falls 7 bei a im Grenzkreisfall ist, und (1, 82 die
Anfangszahlen beziiglich w1, us bei b, falls 7 bei b im Grenzkreisfall ist.

Wir stellen einige Eigenschaften der Anfangszahlen in folgender Propo-
sition zusammen.

PROPOSITION 2.4.3. Sei 7 bei a im Grenzkreisfall und f,g € D(Tmax)-
Dann gilt

a1(f) = en(HW (ur, ) (a),  aa(f) = ax(/)W (ur, u2)(a)

und  W(f,9)(a) = a1 (f)az(g) — aa(f)ar(g).
Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.

BEWEIS. Wendet man die Pliickersche Identitat auf
a1 (f)W (a1, @) (a) = W (f,u2)(a)W (a1, @) (a) = W(f, uz)(a)W (u1,u2)(a)

an, so erhélt man die erste Behauptung. Genauso sieht man die zweite Be-
hauptung ein. Mit der Pliickerschen Identitéit erhélt man weiters

W (ur, ug)(a)W (ur, uz)(a) = =W (u1, uz)(a)W (u2, ur)(a)
= W(uh@)(a)w(ula@)(a) =1
Zweimaliges Anwenden der Pliickerschen Identitéat auf
W(f,9)(a) = W(f, g)(a)W (u1,uz)(a)W (ur, uz)(a)

zeigt die dritte Behauptung. O

Der erste Teil dieser Proposition zeigt, dass die Anfangszahlen einer
reellen Funktion reell sind, falls nur W (w1, us)(a) = 1 ist, was insbesondere
dann der Fall ist, wenn u; oder us reell ist.

Weiters zeigt diese Proposition, dass die Wronskideterminante bei a nur
von den Anfangszahlen bei a abhéngt. In Kombination mit Satz 2.3.6 werden
wir eine Charakterisierung der selbstadjungierten Realisierungen von 7 mit

Hilfe der Anfangszahlen erhalten. Wie sich die Charakterisierung tibertragt,
zeigt folgendes Lemma.

LEMMA 2.4.4. Sei T bei a im Grenzkreisfall. Ist v € D(Timax) mit (2.1a),
so existiert ein pq € [0,7), sodass fir alle f € D(Tmax)

W(f,v)(a) =0 <«  o1(f)cospa — az(f)singsa =0 gilt.

Ist umgekehrt oo, € [0,7), so existiert ein v € D(Tiax) mit (2.1a), sodass
fir alle f € D(Tiax)

W(f,0)(a) =0 < a1(f)cosps —aa(f)sing, =0 gilt.
Entsprechende Aussagen gelten fiir den Randpunkt b.
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BEWEIS. Sei v € D(Tnax) mit (2.1a), also mit
W(v,0)(a) =0 und W(g,v)(a) #0 fiir ein g € D(Thmax).
Dann ist wegen
W(g.9)(a) = W (1, 1)(a) (a1 (9)az(v) — az(g)ar(v)) #0,
(a1 (v), a2(v)) # 0 und wegen
0= W(v,7)(a) = W(ar, m)(a) (a1 (v)az(v) - az(v)r (v))
= W (ur, uz)(a)2im (o (v)az(v))

ist a1 (v)ag(v) reell. Also ist

o (al(v)> € R\{0}, wobei Oy {ag(v) falls aa(v) # 0 .

a2 (v) a1(v) sonst
Da C7 # 0 existiert ein ¢, € [0,7) und ein Cy € C\{0}, sodass
(o)) = (22)
(v) CoSQy )
Fiir ein f € D(Thax) gilt dann
W(£,7)(a) = W (i, m)(a) (a1 (Haa(v) - az(Far(v) )
= W (uz,u2)(a)C2 (a1(f) cos pa — a2(f) sin ga) ,

was die erste Behauptung zeigt.
Ist o € [0,7), S0 sei v = sin pauy + cos pauz. Dann ist

W(Uvﬁ)(a) = COS Pq SIN Pq (W(uh@)(a) + W(u2,m)(a)) =0

und wegen

W(u1,v)(a) =cospe und W(uz,70)(a) = —sing,
sieht man, dass (2.1a) gilt. Ist f € D(Tinax), so ist
W (f,0)(a) = sin oW (f,u1)(a) + cos eaW (f, U2)(a)
= cos a1 (f) — sinpaaa(f)

was die zweite Behauptung zeigt. O

Aus dem vorangehenden Lemma folgt zusammen mit Satz 2.3.6 unmit-
telbar folgende Charakterisierung der selbstadjungierten Realisierungen.

SATZ 2.4.5. Sei T bei a im Grenzkreisfall und bei b im Grenzpunktfall.
Dann ist ein Operator A genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von
T, wenn ein @, € [0,7) existiert, sodass

D(A) = {f € D(Tmax)|a1(f) cos pa — az(f)sinp, = 0}
und Af =1f fir f € D(A).

Aus Proposition 2.4.2 erhédlt man nun folgende Charakterisierung der
selbstadjungierten Realisierungen falls 7 bei a sogar regulér ist.
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KOROLLAR 2.4.6. Sei T bei a reguldr und bei b im Grenzpunktfall. Dann
ist ein Operator A genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von T,
wenn ein po € [0,7) existiert, sodass
D(A) = { € D(Tue)la) o5 0 — F(a)sin g = 0
und Af = 1f fir f € D(A).
Wir wollen nun auch fiir den Fall, dass an beiden Randpunkten der

Grenzkreisfall vorliegt, eine Charakterisierung der selbstadjungierten Reali-
sierungen von 7 mit Hilfe der Anfangszahlen angeben.

SATZ 2.4.7. Sei T bei a und bei b im Grenzkreisfall. Dann ist ein Opera-
tor A genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von 7, wenn Matrizen
By, By € C**2 mit

(2.4) rg (By|By) =2 und B,JB, = By,JB;, mit J= <(1) —01>

5 (ealf) =2 (5)

BEWEIS. Ist A eine selbstadjungierte Realisierung von 7, so existieren
modulo D(T yin) linear unabhingige v, w € D(Tnax) mit

W2 (v,7) = Wo(w, @) = W2(v,w) = 0,

existieren, sodass
D(A) = {f S D(Tmax)
und Af =1f fir f € D(A).

sodass
D(4) = { € D(Tua) W2 ,0) = W2, ) = 0}
und Af = 7f fiir f € D(A). Seien By, By € C?*2 definiert durch
= (o) i) o= (5 )
Dann rechnet man unmittelbar nach, dass
B,JB: = ByJB; <& Wv,7)=W.(w, @) =W(v,w) = 0.

Um zu sehen, dass rg (B,|Bp) = 2 ist, seien ¢1,c2 € C und

az(7) az(w) az(c17 + o)
0= —a1 () + e —aq(W) | _ [ —ea(c? + cow)

B2(v) 2 (w) B2(c1T + cow)

—531(v) — 1 (W) —B1(c1T + o)

Also verschwinden alle Anfangszahlen von ¢17 + cow und damit wegen Pro-
position 2.4.3 auch W(c17 + cow, f)(a) und W (1T + cow, f)(b) fiir alle
f € D(Thmax)- Es gilt also 17 + cow € D(Tiin) und daher, da 7, w line-
ar unabhéngig modulo D(T yi,) sind, ¢; = c2 = 0. Also hat (B,|By) Rang 2.
Weiters rechnet man unmittelbar nach, dass fiir f € D(Tiax)

s im0 < n () = (30)

gilt, was die geforderte Darstellung von A zeigt.
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Seien umgekehrt B,, B, € C?>*2 mit den geforderten Eigenschaften ge-
geben. Dann existieren v, w € D(Tiax), sodass

n= (08 o) wos= (G0 56)

v und w sind linear unabhéngig modulo D(Tiin), denn sind ¢1, ¢ € C und
1V + cow € D(Tipin), SO ist

a9 (m + 02711)) a9 (5) a9 (@)
0— —ai(cvtew) | _ [ —aa(v) e —a1(w)

Bo(c10 + Gw) G 2| A(w)

—B1(c1v + caw) —B1(v) — 1 (w)

und da die Zeilen von (B,|Byp) linear unabhiingig sind folgt ¢; = ¢ = 0. Da
auch hier

B,JB = By,JB; <& W'(v,1)=W(w,@w)=W’(v,w)=0

gilt, erfiillen v, w die Voraussetzungen aus Satz 2.3.7. Wie oben sieht man
wieder, dass fiir f € D(Tiax)

a1(f) Bi(f )) bip bl g —
Ba == B <:> Wa 5 = Wa , = O
(o) =2 (1 (fw) = Walf.w)
gilt. Also ist A nach Satz 2.3.7 eine selbstadjungierte Realisierung von 7. [J

SATZ 2.4.8. Sei T bei a und bei b im Grenzkreisfall. Dann ist ein Opera-
tor A genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von T mit getrennten
Randbedingungen, wenn @q, g € [0,7) ezistieren, sodass

al(f) COS P — OéZ(f) sinpg =0 }

D(A) = {f € D(Timax) BG1(f) cos g — Ba(f) sinpg =0

und Af =1f fir f € D(A).
Ein Operator A ist genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von
T mit gekoppelten Randbedingungen, wenn ein o € [0,7) und ein R € R?*?

mit det R = 1 existieren, sodass
(ﬁl(f)) _ PR (m(f))}
Ba(f) aa(f)

D(A) = {f € D(Tmax)
und Af = 1f fir f € D(A).

BeEwEIS. Nach Lemma 2.4.4 sind die selbstadjungierten Realisierungen
mit getrennten Randbedingungen, genau die im Satz angegebenen Opera-
toren. Es bleibt also nur die zweite Behauptung zu zeigen. Ist A eine selbst-
adjungierte Realisierung von 7 mit gekoppelten Randbedingungen und Ma-
trizen B,, By, € C**2 wie in Satz 2.4.7, so sind wegen (2.4) die Ringe von
B, und von By gleich und entweder 1 oder 2.

Wairen die Rénge 1, so wére fiir z1, 29 € C

B, (Z) = (c121 + coz2)w, und By (2) = (d1z1 + daz2) wp

mit geeigneten <01> , <31> , wa, wp € C*\{0}.
2

C2
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Da w, und wy, wegen rg (B,|Bp) = 2 linear unabhingig sind, gilt

n(n)-2() = 2()-2()-
29 ) Z9 <2
Insbesondere gilt
BuJB: = ByJBf < Bu.JB:=B,JB] =0.
Sei nun v € D(Tax) mit ae(v) = ¢; und a1 (v) = —co. Dann rechnet man
nach, dass
0= B,JB, = (¢ica — clﬁ)wGuTQT
= W (u1, ug)(a) (a1 (v)a2(v) — az(v)ar (v))w,Wa"
= W (uy,us)(a)W (v,7)(a)watg "

gilt. Also ist W(v,7)(a) = 0 und wegen (a1(v), az(v)) = (c2,c1) # 0 erfiillt
v (2.1a). Wegen

ar(f)\ _ _ . B B
B, <oz;(f)> = (a1(f)a (D) — az(f)o1(D)w, = W(f,7)(a)w,
gilt

a1 (f) -
B, —0 o W(/ —0.
() (7))
Entsprechend erhélt man eine Funktion w € D(Thax), die (2.1b) erfiillt und

fiir die gilt

B2(f)

Der Operator A wire also keine selbstadjungierte Realisierung von 7 mit
gekoppelten Randbedingungen.

Die Ringe von B, und B, miissen daher 2. Setzt man B = B, 'B,, so
folgt aus B,J B} = ByJB;, dass B = J(B~1)*J* gilt und daher | det B| = 1,
also det B = €% fiir ein ¢ € [0, 7). Es gilt dann

(b1 b2 _ v i2e (00 —1 by —bay 0 1
B_<b21 b22>_J(B VI =e10 o ) e o ) o1 o

, b b 4

_ L i2¢ 11 12 ) _ i2¢

=e — = | =e"¥B.
<b21 b22>

Bb(ﬁl(f)>:0 s W(f,w)b) =0.

Setzt man R = e~ B, so ist wegen
R—R=e¢%B—¢¥B=¢%?YB—¢¥B =0
R € R? und
det R = dete B = e *?det B = 1.
Wegen

a (0d) =m (00) = (h) =2 () =e=r (22h)

hat A die geforderte Darstellung.

Ist nun umgekehrt ein Operator A wie in der zweiten Behauptung ge-
geben, so folgt aus Satz 2.4.7, dass A selbstadjungiert ist. Wire A eine
selbstadjungierte Realisierung mit getrennten Randbedingungen, so gibe
es ein f € D(A)\D(Twmin), dass in einer Umgebung von a verschwindet.
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Dann wiirde auch §1(f) = fa2(f) = 0 gelten und daher f € D(Tinin). Also
kann A keine selbstadjungierte Realisierung mit getrennten Randbedingun-
gen sein. O

Mit Proposition 2.4.2 erhalten wir nun unmittelbar, folgende Darstel-
lungen der selbstadjungierten Realisierungen, falls 7 regulér ist.

KOROLLAR 2.4.9. Ist T requldr, so ist ein Operator A genau dann eine
selbstadjungierte Realisierung von T mit getrennten Randbedingungen, wenn
Y, pp € [0,m) existieren, sodass

D(A) = {f € D(Tm)

und Af =1f fir f € D(A).
FEin Operator A ist genau dann eine selbstadjungierte Realisierung von
7 mit gekoppelten Randbedingungen, wenn ein ¢ € [0,7) und ein R € R**?

mit det R = 1 existieren, sodass
b ; a
o = {s e 2 | () === ({15}

und Af = 1f fir f € D(A).

f(a) cos po — f(a)sin s =0
f(b) cospg — f(D)sings =0
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