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Einleitung

In dieser Arbeit befasse ich mich mit Kapitel 9.1 und 9.2 aus Unbounded Self-adjoint Ope-
rators on Hilbert Space von Konrad Schmiidgen im Folgenden als [KS] bezeichnet. Darin
wird die Frage behandelt, wie sich das Spektrum eines selbstadjungierten Operators ver-
andert, wenn ihm eine eindimensionale Storung widerfihrt. Die wesentliche Idee dahinter
ist, das Spektrum in Abhéingigkeit von der Verteilungsfunktion A — E4((—o0, Az, z) in
einen diskreten, absolut stetigen und singuldr stetigen Anteil zu zerlegen. Es lésst sich
zeigen, dass der absolut stetige Anteil unverdndert unter eindimensionalen Stérungen
bleibt, wihrend der diskrete und der singulir stetige Anteil deutlich variieren kénnen.
Im ersten Abschnitt sammle ich ein paar allgemeine Reslutate zu Operatoren auf Hilber-
traumen aus Kapitel 5 aus [KS].

Die Zerlegung des Spektrums wird genauer in Abschnitt 2 behandelt. Darin zitiere ich im
wesentlichen die Ergebnisse aus Kapitel 9.1 aus [KS|. In Anschnitt 3 werden die Werkzeu-
ge entwickelt, die ben6tigt werden um den Satz von Aronszajin-Donoghue zu formulieren
und zu beweisen. Die Resultate aus Abschnitt 3 stammen, so wie auch die aus Abschnitt
4, aus Kapitel 9.2 aus [KS|.

Im Anhang zitiere ich einige wenige Ergebnisse aus der komplexen Analysis ohne Beweis.

Diese Resultate sind aus [KS, Appendix F| entnommen.



1 Allgemeines zu Operatoren auf Hilbertriumen

Im Folgenden werden ein paar Resultate zu Operatoren auf Hilbertdumen gebracht, die
im Beweis des Satzes von Aronszajin-Donoghue eingehen. Teilweise sind dhnliche Ergeb-
nisse fiir beschrinkte Operatoren aus Funktionalanalysis 1 bekannt, da sie aber eine so
wichtige Rolle im Beweis von Satz 4.1 spielen, fiihre ich sie in diesem Kapitel nochmal
an. Wenn nicht anders festgelegt, sei im Folgenden H immer ein Hilbertraum, A ein

selbstadjungierter Operator auf # und D(A) sein Definitionsbereich.

Definition 1.1 Der Unterraum U heifst reduzierender Unterraum des Operators A, wenn
Operatoren A; auf U und A, auf U~ existieren, fiir die gilt: A = A; @ A,.

Fiir beschrankte Operatoren sind invariante Unterrdume immer reduzierende Unter-
rdume. Diese Definition wird also erst interessant fiir unbeschrinkte Operatoren. Aus
Funktionalanalysis 1 ist bereits bekannt, dass ein Unterraum N C H genau dann ein
invarianter Unterraum des beschrinkte Operators A ist, wenn A mit der orthogonalen
Projektion Py auf N kommutiert. Fiir unbeschréinkte Operatoren lisst sich eine dhnliche

Aussage zeigen.

Proposition 1.2 Sei N ein abgeschlossener Unterraum von ‘H und Py die orthogonale
Projektion auf N. Dann ist N ein reduzierender Unterraum fiir A, genau dann wenn
PyAz = APy fiir alle z aus D(A) und Py die Menge D(A) in sich selbst abbildet.

Beweis. Definiere A; := APy auf N ND(A) und Ay := A(I — Py) auf Nt N D(A) und
identifiziere H = NN, Es gilt also D(A) = (D(A)NN)B(D(A)NNL) = D(A,)&D(Ay).
Da A mit Py kommutiert, bildet A; den Raum N ND(A) und A; den Raum N+ ND(A)
in sich selbst ab.

Fir z € D(A) gilt damit Az = A(Pyx & (I — Py)z) = A(Pyx) & A((I — Py)z) =
Ay (x) @ Ay(x). Nach Definition 1.1 ist N ein reduzierender Unterraum.

O

Bemerkung 1.3 Bezeichne B(R) die Borellmengen auf R. Dann ist die Tatsache, dass die
Operatoren A und Py kommutieren, gleichbedeutend zu E4(M)Py = PvEs(M) YM €
B(R). Da die Sigmaalgebra B(R) von den Mengen (—oo, A] erzeugt wird, ist E4(M )Py =
PyEA(M) VM € B(R) dquivalent zu E4((—o0, A])Py = PyEa((—00, A]) YA € R. Statt
E4((—o00, A]) werden wir im Folgenden E4(\) schreiben.

Der Beweis folgt direkt aus der Spektraldarstellung selbstadjungierter Operatoren.
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Beispiel 1.4  Als Beispiel zur Veranschaulichung, dass reduzierende und invariante Un-
terrdaume nicht immer iibereinstimmen miissen, betrachte man den Operator T" = —i%.
Der betrachtete Hilbertraum # sei L?(R) und der Unterraum D(T) sei der Sobolevraum
H'(R). Offensichtlich ist T" selbstadjungiert und N := L*(0, 1) ein invarianter Unterraum
unter 7', da T die Menge N N H'(R) nach N abbildet.

Sei nun f € H'(R) mit f(0) # 0 und Py die Projektion x(1) auf N. Dann gilt

Pn(f) ¢ D(T), woraus folgt, dass N kein reduzierender Unterraum ist.

Lemma 1.5 Fiir jede Teilmenge A von H ist H := span{Es(M)z : M € B(R),z € N'}
der kleinste reduzierende Unterraum fiir A, der N enthélt. Der Raum H,  lisst sich
auch schreiben als span{R,(A)z : x € N/, z € C\R}, wobei R, die Resolvente (A —zI)"!

bezeichnet.

Beweis. Als Abschluss einer lineare Hiille ist H s sicher ein Unterraum. Sei Py die or-
thogonale Projektion auf H,. Offensichtlich bildet fiir M € B(R) die Projektion E4(M)
die Menge H,s in sich selbst ab. Daraus folgt direkt, dass Py und E4(M) kommutieren:
PyvEA(M)y = Pyyo = yo = Ea(M)y = E4(M)Pyy fir y € Hy. Da A auf ganz Hy
definiert ist, ist H ein reduzierender Unterraum.

Sei H ein weiterer reduzierender Unterraum fiir den Operator A, der N enthélt und P, die
orthogonale Projektion auf Hy. Nach Proposition 1.2 muss E4(M)Py = PyEA(M) VM €
B(R).

Da N eine Teilmenge von H, ist, gilt Eo(M)x = Ex(M)Pyx = PyEs(M)x fiir alle x € N
und M € B(R). Also gilt Hx C Hy.

Um die zweite Aussage zu sehen, erinnere man sich daran, dass sich die Resolvente
durch das SpektralmaR ausdriicken ldsst mit R,(A) = [(t — z) 'dE4(t). Damit folgt
R.(A)x € Hy fiir z € C/R und x € N. Durch Stone’s Formel, siche Satz 5.1, erhilt man
auch die Umkehrung, dass sich das Spektralmafs iiber die Resolvente ausdriicken lasst

also

1 A+0
Ex(A\) = lim lim —/ (A—(t+ie)])™ — (A — (t—ie)]) 'dt. (1)

§—0+ e—0+ 2711 J_

Folglich gilt Ea(\)z € span{R.(A)x : © € N,z € C/R}. Somit sind die zwei Schreibwei-
sen fiir H gleich. m

Definition 1.6 Sei A ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum H. Der
Vektor z heifst zyklischer Vektor, wenn die Menge span{E4(M)z : M € B(R)} dicht im
Hilbertraum H ist.



Wenn ein Operator einen zyklischen Vektor besitzt, sagt man auch, dass er ein einfaches
Spektrum hat. Der Grund dafiir ist, dass in diesem Fall jeder Eigenwert Vielfachheit 1 hat.
Aus der Existenz eines zyklischen Vektors lidsst sich aber noch bedeutend mehr herleiten
wie wir in Proposition 1.9 zeigen. Diese wird auch ein essentieller Bestandteil im spéiteren

Beweis des Satzes von Aronszajin Donoghue sein.

Proposition 1.7 Sei p ein positives, regulires Borelmak auf R, H = L*(R, u) und A,
der Multiplikationsoperator definiert durch A, f(t) = ¢f(t) fir alle f € D(A4;) = {f :
|1tf(t)||z2 < oo}. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) A € R ist genau dann ein Eigenwert von A;, wenn p({\}) # 0.
(ii) Jeder Eigenwert hat Vielfachheit 1.

(iii) Der Operator A; hat ein einen zyklischen Vektor.

Beweis. Klarerweise ist der einzige Kandidat fiir einen Eigenvektor zum Eigenwert X\ die
Indikatorfunktion xy;. Diese ist aber genau dann ungleich der Nullfunktion, wenn {\}
keine Nullmenge ist. Daraus ergeben sich (i) und (ii).

Um Punkt (iii) zu sehen, definiere man die Funktion

z(t) = Z 2 W[k, k + 1)>_1/2X[k,k+1)

k=—o00

Die Projektion Ey4, (M) entspricht einer Multiplikation mit der Indikatorfunktion y ;.
Daraus ergibt sich, dass man die Indikatorfunktion jedes endlichen Intervalls [a, b) durch
eine Linearkombination von Funktionen Fy,(M)x darstellen kann. Da diese dicht in

L3(R, 11) liegen, ist x ein zyklischer Vektor.

]

Bemerkung 1.8 Im Fall, dass p endlich ist, kann man obigen Beweis auch leichter fiihren

indem man einfach z(t) = 1 wihlt.

Proposition 1.9 Sei z ein zyklischer Vektor fiir den Operator A und sei pu(-) := (E4()z, z).
Dann ist die Abbildung U von H nach L*(R, ) definiert durch U(f(A)z) = f(t) ein
unitirer Operator mit A = U 'A,U und U(x) = 1. Wobei hier A; der Multiplikations-

operator aus Proposition 1.7 ist.



Beweis. Da der Vektor x zyklisch ist, gibt es zu jedem y € H eine Folge von Vektoren
der Form vy, = >0 cxEa(My)z mit ¢, € C und M, € B(R), die gegen y konvergiert.

Das ist aber gleichbedeutend dazu, dass es eine Funktion f gibt mit

y= / f(OdEA(t)z = f(A) 2)
ol = / FORA(EA(t)z, ) = / F@O)Pdp < oo (3)

Aus (2) erhélt man, dass U auf ganz ‘H definiert ist und aus (3) erhdlt man, dass U nach
L*(R, u1) abbildet und isometrisch ist. Setzt man f(\) = 1 so ergibt sich Uz(t) = 1.

Sei nun g € L*(R,p). Fiir den Definitionsbereich des Operators g(A) gilt D(g(A)) =
{z € H: [|g(t)|?d(Ea(t)z,x) < oo}. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass sich
der Operator A auch schreiben lidsst als Az = [tdE4(t), erhilt man g(A)x € D(A)
genau dann wenn [ [t[2d(E4(t)g(A)z,g(A)z) = [|t]*|g(t)Pd(Ea(t)z,z) < oo. Das ist
aber gleichbedeutend mit Ug(A)x € D(At) Mlt der Spektraldarstellung des Operators
A ergibt sich UAg(A)x = U [tg(t)dE4(t) = tg(t) = A(Ug(A)x) also UA = A,U. Da U
bijektiv ist, folgt A = U1A,U. O



2 Zerlegung des Spektrums

Um die Anderungen des Spektrums genau studieren zu konnen, muss zuerst das Spektrum
selbst genauer charakterisiert werden. Als Beispiel betrachte man den Multiplikationsope-
rator A auf L*(R, u) mit (Af)(z) = xf(x)

Das Spektrum von A ist der Trager von u. Angenommen, p ist das Lebesguemafs, dann
ist supp(p) = R, aber der Operator A hat keine Eigenwerte. Ist umgekehrt 1 ein positives
diskretes Maf auf Q, gilt ebenfalls supp() = R und A hat abzéhlbar viele Eigenwerte.
Das Spektrum alleine ist also eine eher grobe Grofie zur Beschreibung von Operatoren.
Im folgenden Abschnitt werden wir eine genauere Charakterisierung des Spektrums erar-

beiten, die auf einer Zerlegung des Hilbertraumes H in reduzierende Unterrdume basiert.

Definition 2.1 #,(A) = H, sei der Abschluss der linearen Hiille aller Eigenrdume von
A. Wenn A keinen Eigenwert hat, sei H, = {0}. Weiters sei H.(A) = H. die Menge aller
Vektoren x € H, fiir die die Funktion A\ — (E4(\)z, ) stetig auf R ist. Hierbei steht
wieder E4(\) fiir Ea((—o0, A]).

Proposition 2.2

(i) Ein Vektor z € H liegt genau dann in #,, wenn es eine hochstens abzihlbare Menge
N C R gibt, sodass E4(N)z = x.
(ii) Ein Vektor x € H liegt genau dann in H,., wenn fiir jede abz&hlbare Menge N C R
gilt E4(N)z = 0. Das ist gleichbedeutend zu E4({\})z = 0 fiir alle A € R.
(ili) H, und H,. sind abgeschlossene Unterrdume von # und es gilt H = H, & H.

Beweis. (i): Sei x € H,. Dann ist x der Grenzwert einer Folge (yx), wobei sich jedes
yr schreiben lasst als y, = Zanlek Tp,, Wobei Az, = A\, z, mit A\, € R. Sei nun
N =2, USE (b mit Ea({A\n, }) @, = o, folgt

Nk Nk
BaN)o = Ba(N) Jim ye = Jim ) Ba(N)an, = lim ) an, = lim sy =2
n=1 n=1

Sei umgekehrt N eine abzdhlbare Menge paarweise verschiedener Elemente \,, so dass
EA(N)x = z. Setze nun z,, :== E4({\,})z. So folgt mit Az, = \,x, sofort z = E4(N)x =
Yo Ea({A )z =>"7  x, und damit x € H,,.

(ii): Die monoton steigende Funktion (E4(\)x, z) ist genau dann stetig, wenn sie keine
Sprungstellen hat, also wenn (E4({\})x,z) = 0. Das ist gleichbedeutend zu E4({\})x =
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OVA € R, da ja E4({\}) eine orthogonale Projektion ist und somit (E4({\})z,z) =
(EA({\})z, E4({\})z) gilt. Mit der o-Additivitdt des Spektralmafes folgt E4(N)x = 0
fiir alle abzdhlbaren Teilmengen N C R.

(iii): Um den letzten Punkt zu zeigen, zeigt man, dass H, = (H,,)*. Dazu sei z € (H,)
und zy = E4({A\})x. Es gilt 2, € ker(A — M) C H, VA € R und damit 0 = (z),z) =
(EA({\})z, z). Somit gilt E4({\})z =0 VA € R. Mit (ii) folgt = € H,.

Sei nun z € H.. Fiir jedes beliebige y € H, existiert eine hochstens abzdhlbare Menge
Ny, fiir die gilt: E4(N,)y = y und nach (ii) E4(N,)x = 0. Da E4(N,) selbstadjungiert
ist, erhélt man (x,y) = (x, Es(N,)y) = (Ea(Ny)z,y) = 0. Damit ist gezeigt, dass H, der

Orthogonalraum von H, ist und somit selbst ein abgeschlossener Unterraum.

1

]

Als néchstes betrachten wir eine feinere Zerlegung des Hilbertraumes .
Definition 2.3 H,. = H..(A) sei die Menge aller Vektoren = € H, fiir die das Maf
() == (E4(.)z, x) absolut stetig beziiglich dem Lebesguemaf ist. Also genau jene z fiir
die E4(N)z = 0 fiir jede Lebesgue-Nullmenge N.

Definition 2.4 Weiters sei Hsing = Hsing(A) (bzw. Hye = Hse(A)) die Menge aller v € H
(x € H.), fiir die das Mak p, singuldr beziiglich dem Lebesguemals auf R ist. (Das heift,
es existiert eine Lebesgue-Nullmenge N, so dass u,(R\N) = 0. Das ist gleichbedeutend
zu EA(R\N)x = 0 bezichungsweise F4(N)x = z.

Offensichtlich gilt Hs. = He N Hing.

Proposition 2.5 H,., Hsing und H,. sind abgeschlossene Unterrdume von H, wobei H =
Hac b Hsing und Hsing - 7_[p % Hsc-

Beweis. Zuerst wird gezeigt, dass Hgng ein abgeschlossener Unterraum von H ist. Dazu
sei (z,,)nen eine Folge in Hgpgy, die gegen € H konvergiert. Fiir jedes z,, existiert ei-
ne Lebesgue-Nullmenge N, so dass E4(N,)x, = z,. Sei nun N := |, N,,, dann ist N
eine Lebesgue-Nullmenge und es gilt F4(N)x, = z, Vn € N. Mit n — oo erhdlt man
E4(N)x = . Hging ist also abgeschlossen.

Es bleibt zu zeigen, dass Hging ein Unterraum ist. Dazu seien x, 2o € Hging, dann exis-
tieren Lebesgue-Nullmengen Ny, No, so dass E4(N7)z; = x1 und E4(Na)zg = x9. Sei nun
N = N;UN,, dann folgt aus E4(N)zy = x1 und E4(N)zy = 29, dass Ea(N)(z1+ Axg) =
x1 + Azq. Das ist gleichbedeutend zu 1 + Azy € Hyipg.

Als néchstes wird gezeigt, dass H,. = (/Hsmg)L. Sei x € H,e, dann existiert zu jedem

Yy € Hging eine Lebesgue-Nullmenge N, so dass F4(Ny)xr = 0 und E4(N,)y = y. Da

Yy
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E4(N,) selbstadjungiert ist folgt (z,y) = (x, Ea(Ny)y) = (Ea(Ny)z,y) = (0,y) = 0 Also
ist © € (Hsing) ™

Sei nun z € (Hging)®, und N eine Lebesgue-Nullmenge. Da die Projektion E4(N) idem-
potent ist, ist E4(N)x in Hging. Es gilt also 0 = (x, Ea(N)x) = (Ea(N)z, E54(N)z),
wobei das letzte Gleichheitszeichen wieder aus den Eigenschaften der orthogonalen Pro-
jektion E4(N) folgt. Wir sehen, dass E4(N)z = 0 fiir jede Lebesgue-Nullemenge N. Also
ist z in Hae. Damit ist Hoe = (Haing) - gezeigt.

Da jede abzéhlbare Menge eine Lebesgue-Nullmenge ist, gilt H, C Hging. Mit Hye =
He N Hging und H = H, & H, folgt schlieklich Hying = H, © Hse.

]

Satz 2.6 Die Unterrdumen H,(A), Hc(A), Hac(A), Hsing(A) und Hs.(A) sind reduzie-

rende Unterrdume des Operators A.

Beweis. Bezeichne P den Projektionsoperator von H auf Hgng (bzw. H,). Sei € Hing
(bzw. H,), dann existiert eine Lebesgue-Nullmenge (bzw. abzéhlbare Menge) N, so dass
Es(N)x = z. Fiir jedes A € R gilt Ex(N)Es(AN)z = EA(AN)EA(N)x = E4(N)z. Dar-
aus folgt, dass E4(A)x € Hgng (bzw. Hy) und somit PE4(N) = Ea(X) = E4(\)P, also
dass A mit P kommutiert. Sei nun A € p(A), dann gilt ran(A — \) = H, D(R\(A4)) =
H und ranR)(A) = D(A — A\) = D(A). Aus der Spektraldarstellung der Resolven-
te Ry(A) folgt, dass auch R)(A) mit P kommutiert. Wir erhalten fiir alle x € D(A)
Pz = PRy\(A)(A — Nz = Ry(A)P(A — N)x. Daraus folgt Pz € ranR,(A) = D(A) und
somit PD(A) C D(A). Mit Proposition 1.2 folgt, dass H;n, und H, reduzierende Unter-
rdume sind.

Da das Komplement reduzierender Unterrdume reduzierend ist, sind . und H,. redu-
zierend. Mit Hging = Hp © Hse folgt, dass H. ein reduzierender Unterraum ist, da er das

Komplement von H,, im reduzierenden Raum Hy4 ist.

]

Entsprechend der Zerlegung des Hilbertraumes H kénnen nun die Einschrankungen A,,
Ac, Age, Asing und Ay, des Operators A auf die jeweiligen Unterrdume betrachtet werden.
Man spricht auch von dem unstetigen, stetigen, absolut stetigen, singuldren und singuldr
stetigen Teil von A. Dementsprechend definiert man das stetige Spektrum o., das singuldr

stetige Spektrum o, das singuldre Spektrum og,, und das absolut stetige Spektrum o,



als die Spektren der jeweiligen Einschrinkungen von A. Aus Proposition 2.5 folgt:

A=A,P Asc ® Ape, 0(A) =0(Ap) Uog(A)Uau(A), (4)
A= Asing D Aacu O-(A) = Using(A> U O-ac(A) (5)

Bemerkung: 0(A,) ist der Abschluss von o,(A).

Beispiel 2.7 (Multiplikationsoperator) Sei p ein positives regulires Borelmaf auf R. Sei
A der Multiplikationsoperator auf L*(R, x) mit (Af)(x) = xf(x). Das MaR u kann ge-
schrieben werden, als eindeutige Summe aus einem diskreten Maf f,, einem singuldr
stetigen Ma® j1s. und einem absolut stetigen Ma® jio.. Dementsprechend gilt L*(R, u) =
LA(R, ptae) & LA(R, prse) ® L*(R, ). Nun ist Hoe(A) = LA(R, ftae), Hse(A) = LA(R, pise)
und H,(A) = L*(R, pp).



3 Die Funktionen F und ¢

Fiir die nichsten zwei Kapitel sei A ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum
H, u € H fest und a € R. Der Operator A, sei definiert als A, := A + o, u)u.

Definition 3.1 Die Resolventenmenge sei definiert durch p(A,) == {A € C : (4, —
\) ist beschriinkt invertierbar}. Die Resolvente sei definiert durch R,(A,) := (Ay — 2)7!
fiir alle z € p(A,).

Definition 3.2 Sei p, das positives Borel-Mafs auf R definiert durch

pa(D) = (Ea,(D)u,u), A € B(R). (6)

Sei F,, die auf p(A,) definierte Funktion

Fale) = (Rlaun) = [ 220, e pia,) )

Statt pg, Fo und Ag schreibt man auch u, F und A.

Lemma 3.3 Fiir o, f € Rund z € C/R gilt 1 + (o — ) F3(z) # 0 und

ImFjp(2)

ImFy(z) = 1+ (= B)Fs(2)[*

Beweis. Man iiberlegt sich leicht, dass F,(z) # 0, fiir z € C/R, da fiir Im(z) > 0 auch
Im (=) > 0 und umgekehrt fiir Im(z) < 0 auch Im(5) < 0 gilt. Somit hat das Integral
F,(z) in jedem Fall einen nicht verschwindenden Imaginérteil.

Durch einfache Umformungsschritte zeigt man die Gleichung

R.(Aa) = Ro(Ap) = (Ao — 2) H(Ap — 2)(Ag — 2) ' — (Ao — 2) (Ao — 2)(Ag — 2)
R.(Aa)(Ap — Aa) R:(Ag)
R(As)((B = a)(, u)u) R-(Ag)

= (8 = Q) R.(Aa)u(R-(Ap)(-), w)
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Wendet man auf beide Seiten von (9) auf den Vektor u an, erhilt man
R.(Ay)u — R.(Ag)u = (8 — a)F3(2)R.(An)u. (10)
Bildet man auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit u erhélt man schliefslich

Fa(2) = Fi(2) = (8 — a)Fp(2) Fu(2). (11)

Daraus folgt direkt F,,(2)(1+ (o« — B)F3(2)) = Fs(z). Da F,(z) # 0 und Fs(z) # 0 muss
auch 1+ (a— ) Fs(2) # 0 sein. Damit erhilt man die erste Gleichheit von (8). Die zweite
Gleichheit ergibt sich direkt aus der ersten. O]

Sei nun H,, definiert als der Abschluss der Menge D,, := span{R,(A4,)u : z € C\R}.
Aus Lemma 1.5 ergibt sich, dass H, der kleinste reduzierende Unterraum von H ist,
der den Vektor u enthélt. Aus Formel (10) folgt, dass D, = Ds. Also muss auch gelten
Ho = Hp =: Ho. Damit ergibt sich folgendes Lemma:

Lemma 3.4 Fiir jedes o € R ist H der kleinste reduzierende Unterraum fiir A,, der u
enthélt. Der Vektor u ist zyklisch fiir den Operator A, genau dann, wenn er zyklisch fiir

den Operator A, ist.

Da die Operatoren A und A, auf (H)* iibereinstimmen, kann man sich fiir das Studium

des Spektrums der Operatoren auf den Raum H, beschrianken.

Als letzte technische Vorbereitung fiir den Satz von Aronszajn-Donoghue wird ein Lem-
ma iiber die Funktionen F' = Fj, die am Beginn dieses Abschnitts definiert wurde, und
G(t) = [y % gezeigt. Lésst man fiir G(¢) auch oo als Wert zu, so ist G(t) klarer Weise
auf ganz R definiert. Die Funktion F ist auf ganz C\R definiert. F' ldsst sich aber auf R

fortsetzen durch

F(t+10) := lim F(t + ie).

e—+0

Dieser Limes existiert und ist endlich fast iiberall auf R; siche Anhang Satz 5.3.

Lemma 3.5 Sei t € R und G(t) < co. Dann existiert F'(¢) und

F(t) = F(t+i0), iG(t) = lim ¢ (F(t +ie) — F(t)). (12)

e——+0
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Beweis. Betrachte die Funktion f(\) := (A —¢)~!. Da laut Voraussetzung G(t) < oo ist,
ist f eine L*(R, p)-Funktion. Da das Ma® u endlich ist, gilt durch die Hélderungleichung
auch f € LY(R, ), was gleichbedeutend dazu ist, dass F(t) endlich ist.

Um die Gleichheiten zu zeigen seien fiir ¢ > 0 Funktionen f. und g. auf R definiert durch

foA) == (A= (t+ie)) 7, g\ = (A= (t+ie) =t -\, (13)
Es gilt offensichtlich f. — f und g. — if()\)? fast iiberall fiir € — +0. Wir zeigen nun,
dass [f.(\)] < |f(N)] und |ge(N)] < |f(N)]?. Fast iiberall auf R gilt:

IR 1
A —t — i€ A—t2+e

[feN)] = < [fNI

1€ 1

s = = —a - = eronm-a < "

Damit lasst sich der Satz der dominierten Konvergenz anwenden und man erhéalt

GETOF”“ = Jlm, /fe Y

= [ Jim £ = [ FNduN) = et

lim e Y(F(t+ie) — F(t)) = lim [ g.(A)du()) =

e——+0 e—+0

— /R Hm g (A)dp(\) = /R if(A\)?dp(N) = iG(t).

e—+0
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4 Der Satz von Aronszajn-Donoghue

Da A und A, auf Hj iibereinstimmen, geniigt es die Einschriinkung dieser Operatoren

auf Hy zu studieren. Im folgenden Satz wird daher angenommen, dass u zyklisch ist.

Satz 4.1 Sei u ein zyklischer Vektor fiir A und seien «, (3, 51, B2 € R, wobei o # 0.
Dann gilt:

(i) Die Menge aller Eigenwerte von A, ist gegeben durch:

P, ={teR:F(t) = /()\ — )" 'du()\) € R existiert, F(t) = —a™', G(t) < oo}

={tcR:F(t)=—-a',G(t)<oo} ={t € R: F(t+i0) = —a ', G(t) < co}.

Der diskrete Anteil (u,), des Malbes p, hat als Triger P,.
(ii) Ist ¢ € R ein Eigenwert von A, so gilt p.({t}) = (E4, ({t})u,u) = a2G(t)~ .
(iii) Der singuldr stetige Teil (iq)se des Mafes p, hat als Triger

So={teR:F(t+i0)=—a ' G(t) = oo}

(iv) Die singuléren Anteile (1s,)sing und (g, )sing sind zueinander singuldr, wenn (; #

Ba.
(v) Der absolut stetige Teil (iq)q. des Mafes p, hat als Trager

L:={teR:(ImF)(t+1i0) #0} ={t € R: (ImF)(t +i0) > 0)}.

Hier steht (ImF')(¢ +i0) fiir den Limes des Imaginérteils von F'(t + ie) fiir e — +0.
(vi) Die absolut stetigen Teile (A, )q. und A, der Operatoren A, beziehungsweise A

sind unitdr equivalent.

Beweis. (i) : Die Gleichheit der verschiedenen Schreibweisen von P, folgt direkt aus
Lemma 3.5. Da u ein zyklischer Vektor ist, ist A nach Proposition 1.9 unitir dqui-
valent zum Mulitplikationsoperator (Af)A = Af(\) auf dem Raum H = L*(R, u)
mit u(\) = 1.

Sei nun ¢ ein Eigenwert von A, mit zugehoriger Eigenfunktion f. Dann gilt

(Aaf)N) = AN +alfiu) = tf(\)  p-fii aut R. (14)
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(i)

Zuerst zeigt man, dass (f,u) # 0 und p({t}) = 0 durch einen Widerspruch. Ange-
nommen (f,u) = 0, dann folgt aus (14), dass Af(A) = tf(A) also f(A) = xq. Das
impliziert insbesondere p({t}) # 0. Es folgt der Widerspruch:

0= (f,u) = / veoldp = p({t}) = [If] #0.

Also muss (f,u) # 0 gelten. Damit ist aber Gleichung (14) fiir den Singleton {¢}
nicht erfiillt. Da die Gleichheit aber p-fii gelten muss, ergibt sich u({t}) = 0.

Die Funktion f(A) ldsst sich also explizit aus (14) p-fii ausdriicken durch f(\) =
—a(f,uy(A—t)"'. Wendet man auf diese Funktion das L*-Skalarprodukt mit u = 1

bzw. f(\) an, erhélt man:

(f,u) = —a{f,u) / (A — ) (N

R

12 = a2](f, u)? / (A — 1) 2du()) < o0

Da (f, u) # 0 implizieren diese Gleichungen, dass F(t) = [, (A —1t)"'du()\) existiert,
= [o(A—=1)72du(X) < co und F(t) = —a™". Also ist ¢ ein Element der Menge

Pa.

Fiir die Riickrichtung sei t € P, und fi(\) := —a(X —t)~". Aus G(t) < oo folgt,

dass f; eine L*(R, p)-Funktion ist und dass p({t}) = 0. Aus F(t) = —a~! folgt

(fe,u) = —a/()\ —t) M du(\) = 1.
R
Damit ist gezeigt, dass f; eine Eigenfunktion des Operators A, ist, denn

M) + alfiu) = M(N) +a =1\ pefii auf R

also Anfi = tfy in L*(R, p).

Der Triger des diskreten Mafes (u,), ist per Definition die Menge aller Atome von
o, also genau die Menge P, der Eigenwerte des Operators A,.

: Nach Lemma 3.4 ist u auch ein zyklischer Vektor fiir A, und somit hat mit Propo-
sition 1.7 jeder Eigenwert Vielfachheit 1. Deswegen ist E4, ({t}) die eindimensionale
Projektion || fi||72(-, fi) fi- Unter Verwendung von (f;,u) = 1 erhiilt man

pa({t}) = (Ea, ({tHu,w) = [l LI fe )|* = a7?G(6) . (15)

: Wenden wir Punkt (i) aus Satz 5.4 fiir (/14 )sing an, so erhélt man dass (ftq)sing als
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Trager
Sl :={teR: (ImF,)(t+1i0) = 400} (16)

hat, also ist (ftq)sing(R\S),) = 0. Die Elemente der Menge P, sind Eigenwerte des
Operators A, und somit p,-Atome, woraus (i )sc(Pn) = 0 folgt. Der Tréiger von
(1o )sc muss also eine Teilmenge von S’ \ P, sein. Somit reicht es fiir (iii) S, \ P, C S,
7u zeigen.

Aus Gleichung (8) erhélt man

) _ F,(t + ie) B a~ !
F(t I = = I = :
i)t = i 7Y T isamtio

(17)

Sei nun t € S!\P,, dann gilt |F,,(t + i€)| — oo und somit F(t +ie) + o~ — 0 fiir
¢ — 0. Damit ist gezeigt, dass F(t +1ie) = —a~!. Da aber t ¢ P,, muss G(t) = +oo
gelten. Damit ist ¢t € S,. Also gilt S.\P, C S, und (pa)qc hat als Triager S,.

: Das singuldre Mafk (ptq)sing 18sst sich als Summe aus diskretem Maf und singuldr
stetigem Mafs schreiben: (o )sing = (fta)p + (fa)sc- Daher ist der Trager von (i )sing

eine Teilmenge von
P,US,={teR:F(t+i0)=—-a"'}. (18)

Das liefert direkt, dass fiir 51 # (2 und f; # 0 sowie Sy # 0 die Make (g, )sing und
(13, )sing zueinander singuldr sind, da sie disjunkte Tréger haben.

Fiir den Fall, dass 0.B.d.A. §; = 0 liefert Formel (16), dass (jo)sing als Tréger die
Menge Sj := {t € R: (ImF)(t +1i0) = +oo} hat, welche aufgrund von Gleichung
(18) sicherlich disjunkt zum Tréger von (13, )sing it

: Aus Punkt (ii) des Satzes 5.4 aus dem Anhang folgt, dass der absolut stetige Anteil
(148)ac von i3 gegeben ist durch

d(p15)ac(A) = hg(N)dA,  wobei hg(\) := 7~ (ImFs)(\ + i0). (19)

Setze Lg := {\ € R : hg(\) # 0}. Die zweite Gleichung von (8) und Satz 5.3 liefern,
dass Lz und Ly = L p-fii iibereinstimmen. Folglich hat (us),. als Tréger L.

: Aus Lemma 3.4 wissen wir, dass u auch ein zyklischer Vektor fiir Ag ist. Also ist Ag
nach Satz 1.9 unitédr equivalent zum Multiplikationsoperator mit der unabhéngigen
Variable A auf dem Raum L?*(R, u5). Wie in Beispiel 2.7 ist dadurch der absolut
stetige Anteil (Ag)q. unitir equivalent zum Multiplikationsoperator Mg auf dem

Raum L*(R, (115)ac). An dieser Stelle sei daran erinnert, dass diese Ergebnisse auch
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fir 5 = 0 gelten und wir d(pg)a. iiber Gleichung (19) ausdriicken kénnen.
Sei nun die Abbildung U von L*(R, () a.) nach L*(R, p,.) definiert als (U(f))(\) =
(ho ') 2(N) f(N). Zu zeigen bleibt, dass U ein unitirer Isomorphismus ist. Es gilt

U U(9)) gy = /R V()T ho(A)dA =
= [ NG (N)A = (f, 923 0

Offensichtlich ist U bijektiv, wobei (U7'(f))(A) = (hohz')/2(X)f(A) der inverse
Operator zu U ist. Damit gilt fiir die Multiplikationsoperatoren

UMU™" = M. (20)

Sie sind also unitér equivalent und somit sind auch die Operatoren A,. und (Ag)qc

unitir equivalent.

O

Aus dem letzten Punkt von Satz 4.1 ergibt sich direkt folgendes Korollar, wenn man

bedenkt, dass A und A, auf u* iibereinstimmen.

Korollar 4.2 1. Fir beliebiges o € R sind die absolut stetige Anteile von A und A,

unitdr dquivalent. Insbesondere gilt 04.(A) = 04c(Aqs).

Abschliefsend soll noch an zwei Beispielen eine Anwendung der eben erarbeiteten Theorie

gezeigt werden.

Beispiel 4.3 (Rein diskretes Spektrum.) Sei (A,)nen eine monoton wachsende Folge in
R mit A\, — oco. Weiters sei A der Multiplikationsoperator mit (\,) auf dem Raum H =
[*(N) mit Definitionsbereich D(A) = {(z,) € I*(N) : (A\x,) € [*(N)}. Das zugehorige
Spektralmaf E4(M) bildet die Folge (x,,) ab auf (z,xa(n)).

Wiéhlt man einen festen Einheitsvektor u = (u,) mit u, # 0 ¥n € N, so ist offensichtlich
span{ E4(M)u : M € B(N)} dicht in . Damit ist u ein zyklischer Vektor. Sei das Mak
p gegeben durch pu(M) = (Eq(M)u,u) = > _,, u?, so gilt fiir die Funktionen F und G

neM “'n’

F(z) =) An“i - 2€C\R, und G(t) = > m teR. (21)

n=1

n=1

Da A, monoton wichst, ist G(t) = oo genau fiir t = \; fiir ein & aus N. Fir ¢t # A
fiir alle k£ aus N gilt F(t +1i0) = F(t) € R. Fiir t = A gilt ImF(¢ +i0) = +o0, woraus
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folgt, dass L, = {\, : n € N}. Da L, aber offensichtlich eine Lebesgue-Nullemnge ist,
gilt 0,.(Ay) = 0.

Aus Punkt (i) von Satz 4.1 wissen wir, dass ¢ € R genau dann ein Eigenwert ist, wenn
t # X\ Vk € Nund F(t) = —a~!. Da die Funktion F(t) im Intervall (A, Ax41) monoton
von —oo bis 400 geht, gibt es in jedem Intervall genau einen Eigenwert v, (k) von A,. Fiir
a > 0 hat die Gleichung F(t) = —a™! keine Losung in (—o0, \;), withrend die Gleichung

im Fall & < 0 genau ein Losung im Intervall (—oo, A1) hat. Man erhilt also

A < (@) < Apyp fiir a > 0, via)g < A < v(a)gy fira<0.

Beispiel 4.4 (Eingebetteter Eigenwert) Sei H = L*(R, i), wobei p die Summe aus dem
Lebesguemak auf [a,b] und dem Deltamak J. mit a < ¢ < b ist. Weiters sei A der
Multiplikationsoperator (Af)(A) = Af(A) und u = 1. Dann ergibt sich fiir die Funktion
F(z) = 52

A—z
b . )
A—t+1e c—1t+ie
ImE)(t +ie) =1 dt —
(ImF)(t +ie) m(/a (A—1)2+ ¢ +(0—75)2—1—62)
; (b—t> ¢ (a—t)+ € R
= arctan — arctan
€ € (c—1t)2+ €
™ a<t<b, t#c
0 t
. ¢ [a.)
/2 t=a,b
+00 t=c

Daraus ergibt sich L = [a, b], sodass 0,.(As) = [a, ] fiir alle o € R in Ubereinstimmung
mit Korollar 1. Offensichtlich gilt G(t) = +oo genau fiir t € [a,b]. Da aber auf [a,b]
Im(F(t +i0)) # 0 ist sicher F'(t +10) # « und damit sind die Mengen S, und o.(A4,)
leer fiir alle o aus R.

Der Operator A hat genau einen Eigenwert ¢t = c. Da F(t) auf [a, b] nicht existiert, hat A,
keinen Eigenwert in [a, b]. Fiir ¢ ¢ [a,b] gilt G(t) < oo und mit dem Satz der majorisierten

Konvergenz ergibt sich leicht

F(t):F(t+iO):10g( i) +(c—t)7h

a —

Also hat die Gleichung F(t) = —a ! eine eindeutige Losung ¢, auf R\[a,b]. Damit hat
A, auch genau einen Eigenwert ¢,. Fiir a < 0 gilt t, < a und fiir a > 0 gilt ¢, > b.
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5 Anhang

Satz 5.1 [Stone’s Formel| Sei a, b aus RU {—o0} U {co} und ¢ € R. Dann gilt

e—0+ 71

Ea((ab]) + Ea((a,)) = lim i./ (A= (t+i0)]) " — (A — (t— ie)T)~\dt

wobei der Limes beziiglich der starken Operatortopologie gebildet wird.

Definition 5.2 Sei p ein regulires komplexes Borelmaf auf R, dann ist die Stieltjes-

Transformation von p definiert durch

I,(2) ::/R ! du(t), ze C\R.

t— =z

Satz 5.3 (Sokhotski-Plemlj Formel) Die Limiten [, (¢+£i0) := lim._, ¢ [, (t%ie) existieren,
sind endlich und es gilt

. . du 1
I,(t+i0) = :EIWE +CH /]R Ed,u(s)
f.i. auf R. Hierbei bezeichnet CH [ den Cauchyschen Hauptwert.

Satz 5.4 Sei p ein reguldres komplexes Borelmaft auf R und po = figing + ftac die Zerlegung
in einen singuldren Anteil und einen absolut stetigen Anteil beziiglich des Lebesguemafes.
Bezeichne (Im/,)(t 4+ i0) den Limes lim. ,o(Im1,)(¢ + ie). Dann gilt:

1. Die Menge
S, ={teR:(Iml,)(t +i0) = +o0}.

ist Tréger des singuldre Anteils jiging

2. Der absolut stetige Anteil y,. ist gegeben durch dpa.(t) = 7~ (Im1,)(t 4 i0)dt und
hat die Menge

L, ={teR:0< (Iml,)(t+i0) < oo}

als Trager.
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