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1 Einleitung

Das Hauptresultat dieser Arbeit ist der Satz von Cech, der vollstdndig metrisierbare topologische Rdume
charakterisiert. Man nennt einen topologischen Raum (X, 7) metrisierbar, falls eine Metrik auf der
Menge X existiert, die die Topologie induziert. Vollsténdige Metrisierbarkeit bedeutet, dass unter allen
Metriken die die Topologie T induzieren mindestens eine existiert, fiir die der metrische Raum (X, d)
vollstdndig ist. Am Anfang wollen wir die grundlegenden Begriffe prizise definieren.

Definition 1.1. Es sei X eine Menge und dy,ds zwei Metriken auf X. Die beiden Metriken heiffen
aquivalent, falls sie dieselbe Topologie auf X induzieren.

Definition 1.2.

1. Ein topologischer Raum (X, T) heifst metrisierbar, falls eine Metrik d auf X existiert, sodass T =
T (d). Dabei bezeichnet T (d) die von der Metrik d induzierte Topologie.

2. Fin topologischer Raum (X, T) heifst vollstindig metrisierbar, falls der Raum (X,T) metrisierbar
ist und falls eine Metrik d auf X existiert, die die Topologie T induziert und die Eigenschaft besitzt,
dass der metrische Raum (X, d) vollstindig ist.

Beispiel 1.3. Ein einfaches Beispiel eines vollstéindig metrisierbaren topologischen Raums ist eine Menge
X # 0, versehen mit der diskreten Topologie, also der topologische Raum (X, P(X)). Dieser topologische
Raum ist metrisierbar, da die Metrik

0, fallsz =y

d: X xX —>R:(z,y) —
1, falls x # y

die diskrete Topologie induziert. Eine Folge ist genau dann konvergent im metrischen Raum (X, d), falls

sie ab einem Index konstant ist. Das Gleiche gilt auch fiir die Cauchyeigenschaft. Damit ist der metrische

Raum (X, d) vollstdndig und der topologische Raum (X, P (X)) vollstiandig metrisierbar.

Im Allgemeinen ist es bei einem vollstéindig metrisierbaren Raum (X, 7) nicht der Fall, dass fiir jede
Metrik d die 7 induziert der metrische Raum (X, d) vollstindig ist. Wenn d; und dy zwei dquivalente
Metriken sind, dann ist eine Folge genau dann konvergent im Raum (X, d;), falls sie im Raum (X, d2)
konvergiert. Wenn aber eine Folge im Raum (X, d;) eine Cauchyfolge ist, dann muss sie im Raum
(X,ds) keine Cauchyfolge sein. Dass heifit, dass beim Ubergang zu dquivalenten Metriken Konvergenz
und Divergenz erhalten bleiben, nicht aber unbedingt die Cauchyeigenschaft. Man kann den Begriff der
dquivalenten Metrik auch anders einfithren, indem man definiert, dass zwei Metriken di,ds auf einer
Menge X #quivalent sind, falls zwei positive Konstante a,b € R existieren mit

ady(z,y) < da(z,y) < bdi(z,y) Yo,y € X.

Zwei Metriken auf X, die die obige Bedingung erfiillen sind &quivalent im Sinne von Definition 1.1 und
es gilt dann auch noch zusitzlich, dass eine Folge genau dann eine Cauchyfolge in (X, d;) ist, falls sie
eine Cauchyfolge in (X, dy) ist. Geht man hingegen von der Definition 1.1 des Aquivalenzbegriffs aus,
dann miissen fiir zwei dquivalente Metriken keine positiven Konstanten wie oben existieren.

2 Der Satz von Cech

Definition 2.1. Es sei (X, T) ein topologischer Raum.
1. Der Raum erfillt das Trennungsaziom T1, falls jede einpunktige Menge abgeschlossen ist.

2. Der Raum erfillt das Trennungsaxiom T3, falls fir jedes x € X und jede abgeschlossene Teilmenge
AC X mitz ¢ A offene Mengen O, und O4 ezistieren mit © € Oy, A C O4 und O, N Oy = 0.



3. Der Raum erfillt das Trennungsaxiom Ts 5, falls fir jedes v € X und jede abgeschlossene Teilmenge
AC X mitx ¢ A eine stetige Funktion f : (X,T) — ([0,1],€|j0,1]) existiert mit f(x) = 0 und
f(A) ={1}.

4. Der Raum heifit requldr, falls er Ty und T3 erfillt.
5. Der Raum heif$t vollstindig reguldr, falls er Th und T35 erfillt.
Lemma 2.2. Es sei (X, T) ein metrisierbarer topologischer Raum. Dann ist (X, T) vollstindig reguldr.

Beweis: Wir wihlen eine Metrik d auf X, die die Topologie 7 induziert. Dass einpunktige Mengen
abgeschlossen sind ist klar. Wir wollen nun die Trennungseigenschaft 75 5 nachweisen und betrachten
daher ein z € X und eine abgeschlossene Teilmenge A von X mit = ¢ A. Dann ist die Abbildung

d(x,y)
d(z,y) + d(y, A)

stetig und erfiillt f(xz) = 0 und f(A) = {1}. Dabei definieren wir d(y, A) := inf{d(y,a) : a € A}.

[ (XvT) - ([07 1]7€|[0,1]) Y=

Definition 2.3. Es seien (X,T) und (Y, R) zwei topologische Riume. Dann heifit eine bijektive Abbil-
dung f : (X,T) = (Y,R) ein Homdomorphismus, falls f und f~' stetig sind. Die Riume (X, T) und
(Y, R) heiffen homéomorph, falls mindestens ein Homdéomorphismus von (X, T) nach (Y, R) existiert.

Definition 2.4.

1. Es seien (X, T) und (Y, R) zwei topologische Riume. Weiters sei ¢ : (X, T) — (Y, R) eine Ab-
bildung. Das Paar (c,(Y,R)) heifst eine Kompaktifizierung von (X, T), falls (Y, R) ein kompakter
Ts-Raum ist und die Abbildung c ein Homdomorphismus von (X, T) auf (c(X), R|c(x)) mit der

Eigenschaft c(X)R =Y. In disesem Fall schreibt man (¢X,T.) fir den Raum (Y, R).

2. Fin topologischer Raum (X,T) heifit Tychonoffraum, falls er mindestens eine Kompaktifizierung
besitzt.

Wir werden in dieser Arbeit sowohl das Paar (¢, (Y,R)) als auch den Raum (Y, R) selbst als Kompakti-
fizierung von (X, T) bezeichnen.

Satz 2.5. Es sei (X,T) ein vollstindig regulirer topologischer Raum. Dann existiert eine Menge S,
sodass der Raum (X,T) homdomorph zu einem Teilraum des Produktraums ([],c5[0,1], [T,cs(€lo,17)
1st.

Beweis: Der Raum (X, T) sei vollstindig reguldr. Es sei S die Menge aller stetigen Abbildungen f :
(X,T) — ([0,1],&][0,11), dann ist die Menge S punktrennend, das heif}t, zu je zwei verschiedenen Punkten
z,y € X existiert eine Funktion f € S mit der Eigenschaft f(z) # f(y). Dies folgt sofort aus der
Eigenschaft, dass der Raum (X, T) vollstéindig regulér ist. Damit ist die Abbildung

(X, T) = (JT0,10, [[Elpa) s &= (F(2))ses

fes fes
injektiv. Da fiir jedes f € S die Abbildung
mpo®: (X, T)— ([0,1],€lp) : v = f(x)

stetig ist, folgt aufgrund der Konstruktion der Produkttopologie, dass die Abbildung & stetig ist. Damit
folgt insgesamt also, dass die Abbildung

(X, T) = (B(X), (H(5|[0,1]))\¢>(X)) cx = (f(7))fes
fes

bijektiv und stetig ist. Wir werden nun zeigen, dass ®' sogar ein Homdomorphismus ist. Dazu miissen
wir noch zeigen, dass (®')~! ebenfalls stetig ist. Es sei 2/ € ®(X) und # € X mit z = (&)~ (z').



Weiters sei O eine offene Teilmenge von X die z enthilt. Da der Raum (X, 7) das Trennungaxiom T3 5
erfiillt, existiert eine stetige Funktion f : (X,7) — ([0,1],&]j,17) mit f(z) = 0 und f(O°) = {1}. Wir
definieren nun die Menge V := 7r]71([0, 1)), die in der Produkttopologie [];c5(€l0,17) liegt. Aufgrund
der Tatsache 7¢(2') = f(z) = 0 € [0,1) liegt der Punkt 2’ in V. Damit ist die Menge V N ®(X) eine
offene Umgebung des Punktes 2’ im Raum (®(X), ([[ ¢ (€lj0,17))la(x))- Nun betrachten wir einen Punkt
2" € (&)1 (V N ®(X)). Fiir diesen Punkt 2" gilt 7¢(®’'(z”)) = f(z”) € [0,1). Damit gilt 2’ € O. Wir
haben also die Mengeninklusion (®')~1(V N ®(X)) C O nachgewiesen, womit auch die Abbildung (®')~!
stetig ist. Damit existiert eine Menge S, sodass der Raum (X, 7) hom&omorph zu einem Teilraum des

Raums (ers[oa 1]7ers(5‘[0,1])) ist.
[ |

Korollar 2.6. Es sei (X,7T) ein vollstindig regqulirer topologischer Raum. Dann ist (X,T) ein Tycho-
noffraum.

Beweis: Der Raum (X, 7) sei vollstéindig reguliir, dann existiert wegen Satz 2.5 eine Menge S, sodass der
Raum (X,7) hom6omorph zu einem Teilraum des Produktraums (J[,.5[0,1],]T,c5(€lj0,17)) ist. Dieser
Hom&omorphismus sei ¢ : (X, 7) — (e(X), ([T,c5(€lj0,1))]ex))- Wegen dem Produktsatz von Tychonoff
ist der Raum ([[,c 5[0, 1], [[,c5(€lj0,17)) kompakt. Da (X)HSES(S‘[O’”) eine abgeschlossene Teilmenge des
kompakten Raums ([[,.5[0,1], [T,c5(€lj0,17)) ist, ist der Raum
—~~1lees(Elp,) -
(c(X) Fees T 7(Hses(g|[0,1]))|mﬂses@|[o,1]>) kompakt. Damit ist

— £
(c, (C(X)Hses( \[0,1])’ (Mes(€

[0’1]))|ﬁnses(£‘[°’”))) eine Kompaktifizierung von (X, 7).
|

Man kann auch zeigen, dass jeder Tychonoffraum vollstdndig regulér ist. Ein topologischer Raum besitzt
also genau dann eine Kompaktifizierung, falls er vollstindig regulir ist. Aus Lemma 2.2 und Korollar
2.6 folgt unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar 2.7. Es sei (X, T) ein metrisierbarer topologischer Raum. Dann ist (X, T) ein Tychonoffraum.
[ |

Ein wichtiger Begriff bei der Untersuchung der vollstéindigen Metrisierbarkeit von topologischen Rdumen
ist der der Gs-Teilmenge. Die andere wesentliche Begriffsbildung ist die Cech-Vollsténdigkeit von Tycho-
noffraumen

Definition 2.8. Es sei (X, T) ein topologischer Raum.

1. Die Menge G C X heifit eine Gs-Teilmenge von X, falls sie dargestellt werden kann als der
Durchschnitt von abzdhlbar vielen offenen Teilmengen von X.

2. Die Menge F' C X heifst eine F,-Teilmenge von X, falls F¢ eine Gs-Teilmenge von X ist.

Definition 2.9. Ein Tychonoffraum (X,T) heiffit Cech-vollstindig, falls fir jede Kompaktifizierung
(¢, (X, Te)) von (X, T) die Menge ¢(X) eine Gs-Teilmenge des Raums (cX,T.) ist.

Definition 2.10.

1. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann heifit diam(A) := sup{d(x,y) : z,y € A} der
Durchmesser der Menge A.

2. Es sei X eine Menge, A eine Teilmenge von X und U eine Uberdeckung von X. Man sagt, dass
die Menge A einen kleineren Durchmesser als die Uberdeckung U besitzt, diam(A) < U, falls eine
Menge U € U existiert mit A C U.

Satz 2.11. FEs sei (X, T) ein Tychonoffraum. Dann ist der Raum genau dann Cech-vollstindig, falls fir
jede Kompaktifizierung (cX,T.) von (X, T) eine Folge (A;)ien von offenen Uberdeckungen des Raums
(e(X), Tele(x)) existiert, die folgende Eigenschaft besitzt: Fiir jede Familie F = (Fy)ses von abgeschlos-
senen Teilmengen des Raums (c(X),Te|c(x)), die die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt und die
die Eigenschaft besitzt, dass fiir jedes i € N ein s; € S emistiert mit diam(Fs,) < A;, ist der Durchschnitt

tber alle Mengen aus F nicht leer.



Beweis: Wir gehen zunichst davon aus, dass fiir jede Kompaktifizierung (c¢X,7.) des Raums (X, 7T)
eine Folge (A;);en von offenen Uberdeckungen des Raums (¢(X), 7c|q(x)) existiert, die die im obigen
Satz angefiithrte Eigenschaft besitzt. Wir wollen die Cech-Vollstéindigkeit des Raums nachweisen. Fiir
jedes i € N sei A; := {Us,; : s € S;}. Dann existiert zu jedem ¢ € N und zu jedem s € .S; eine offene
Menge V;; des Raums (cX, 7.) mit Us; = ¢(X) NV, ;. Es ist offensichtlich, dass

(X)) U Ves
1EN seS;

gilt. Wir werden nun auch die umgekehrte Mengeninklusion zeigen. Wir betrachten daher ein x €
Mien Uses, Vs,i- Weiters sei t(x) der Umgebungsfilter von x im Raum (cX,7:). Wir betrachten nun
die Familie

Fi={c(X)nV .V e dz)).

Die Familie F besitzt die endliche Durchschnittseigenschaft und besteht aus abgeschlossenen Teilmengen
des Raums (¢(X), Tele(x))- Fiir jedes i € N existiert ein s € S; mit x € V ;. Kompakte T>-Réume sind
reguldr. Damit ist der Raum (cX, 7T;) reguldr. Daher existiert eine Umgebung V von z in (¢X,7;) mit

reV C VT“ C Vs,;. Damit erhalten wir, dass fiir jedes i € Nein s € S; und ein V' € U(x) existiert mit
(X)NV Ce(X)NV C U,

Daraus folgt, dass fiir jedes i € N eine Menge F; € F mit diam(F;) < A; existiert. Damit erhalten wir
—Te
c(X)N(UV'™: Ve Uz)} # 0.

Da der Raum (¢X, 7;) regulir ist gilt weiters

NV v e @)} = (o).

Insgesamt erhalten wir damit, dass x in ¢(X) liegt. Also gilt

c(X) = m U Vs,i-

i€ENseS;

Damit haben wir nachgewiesen, dass der Raum (X, 7) Cech-vollstindig ist.

Nun gehen wir davon aus, dass der Raum (X, 7) Cech-vollsténdig ist. Es sei (c¢X, T.) eine Kompakti-
fizierung von (X, 7). Damit ist die Menge ¢(X) eine Gs-Teilmenge des Raums (¢X, 7;). Damit existiert
eine Folge von offenen Teilmengen (G)ien von (cX,7:) mit ¢(X) = ;o Gi- Da (cX,T¢) reguldr ist
existiert fiir jedes z € ¢(X) und fiir jedes ¢ € N eine offene Teilmenge V,, ; des Raums (cX, 7.) mit

x €V QW@TQ C G;.
Wir definieren nun fiir jedes ¢ € N die Familie
A ={c(X)NV,,; :x € c(X)}.

(Ai)ien ist eine Folge von offenen Uberdeckungen des Raums (c¢(X), Tc|c(x)). Wir werden nun zeigen,
dass diese Folge die im obigen Satz angefiihrte Eigenschaft besitzt. Wir betrachten daher eine Fami-
lie F = (F)ses von abgeschlossenen Teilmengen des Raums (c(X), 7¢|c(x)), die die endliche Durch-
schnittseigenschaft besitzt und die die Eigenschaft besitzt, dass fiir jedes i € N ein s; € S existiert mit
diam(Fy,) < A;. Damit besteht die Familie F := (fsn)ses aus abgeschlossen Teilmengen von (cX, Tz)
und besitzt die endliche Durchschnittseigenschaft, da F die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt.
Da der Raum (cX, 7.) kompakt ist, existiert damit ein z € [, SETC. Fiir alle 7 € N existiert ein s; € S
mit diam(Fs,) < A;. Dies bedeutet, dass fiir alle i € N ein s; € S und ein z; € ¢(X) existiert mit
F,, Cc(X)NV,, ;. Damit gilt fiir jedes ¢ € N

Te Te

$€F75LT( gC(X)ﬂVw“l QV%Z C G;.



Damit gilt z € (;cy Gi und daher x € ¢(X). Damit erhalten wir insgesamt 2 € ﬂSeS(ETS N¢(X)). Da
fiir jedes s € S die Menge F, abgeschlossen in (c(X), T¢|c(x)) ist, existiert fiir jedes s € S eine Menge
As, die abgeschlossen in (¢X,7;) ist und Fy = A, N ¢(X) erfiillt. Damit erhalten wir

ze E neXx) < (AsneX) = () Fo

seS ses ses
Also ist der Durchschnitt iiber alle Mengen aus der Familie F nicht leer.

Lemma 2.12. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist (X, d) genau dann vollstindig, falls fiir jede
monoton fallende Folge (F});en von nicht leeren abgeschlossenen Teilmengen von X mit der Eigenschaft
lim diam(F;) = 0 die Menge ;o Fi nicht leer ist.
71— 00
Beweis: Wir gehen zuniichst davon aus, dass der metrische Raum (X, d) vollstéindig ist. Wir betrachten
eine Folge (F;);en von nicht leeren abgeschlossenen Teilmengen von X mit folgenden zwei Eigenschaften:
lim diam(F;) = 0 und F; D F;14, fiir alle ¢ € N.
1— 00
Da fiir jedes i € N die Menge F; nicht leer ist, wihlen wir aus jeder Menge F; ein Element x;. Wir
betrachten ein € > 0. Dann existiert ein N(e) € N mit

sup{d(z,y) : z,y € F;} = diam(F;) < e Vi > N(e).
Damit erhalten wir
d(z;,z;) <€ Yi,j > N(e).

Damit ist die Folge (x;);en eine Cauchyfolge in (X, d). Da der Raum (X, d) vollstindig ist, existiert nun
ein z € X mit lim z; = 2. Da fiir jedes i € N die Menge F; abgeschlossen ist, ist = in der Menge [,y Fi

enthalten, die (Zizﬁit nicht leer ist.

Es sei nun (X,d) ein metrischer Raum, der die im Lemma angefiihrte Eigenschaft besitzt. Es sei
(xi)ien eine Cauchyfolge in X. Fiir jedes i € N definieren wir nun die Menge F; := {z; : j > i}. Es ist
offensichtlich, dass die Folge (F;);eny monoton fallend ist und aus abgeschlossenen Teilmengen von X
besteht die nicht leer sind. Fiir jede Teilmenge A eines metrischen Raums (X, d) gilt diam(A4)=diam(A4).
Da (z;);en eine Cauchyfolge ist erhalten wir daher insgesamt

lim diam(F;) = lim diam{z; : j > i} = 0.

1— 00 1— 00
Wegen unserer Voraussetzung ist damit die Menge (), oy F; nicht leer. Es sei x € (), oy F;. Damit liegt
insbesondere auch in Fy. Daher existiert eine Teilfolge der Cauchyfolge (x;);cn die gegen x konvergiert.
Daher konvergiert die Folge (z;);en gegen z. Also ist der Raum (X, d) vollstindig.

Lemma 2.13. Fs sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist (X,d) genau dann vollstindig, falls fiir jede
Familie F = (F)ses von abgeschlossenen Teilmengen von X mit der endlichen Durchschnittseigenschaft
und mit der Figenschaft, dass fiir jedes € > 0 eine Menge F. € F existiert mit diam(F,) < €, die Menge
Nscg Fs nicht leer ist.

Beweis: Wir gehen zunichst davon aus, dass die Bedingung des Lemmas erfiillt ist. Dann gilt wegen
Lemma 2.12, dass der Raum (X, d) vollsténdig ist.

Umgekehrt gehen wir nun davon aus, dass (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum ist. Wir betrach-
ten eine Familie F = (Fy)ses von abgeschlossenen Teilmengen von X mit denen im Lemma angefithrten
Eigenschaften. Damit existiert fiir jedes j € N eine Menge Fy, aus der Familie 7 mit diam(F};) < %
Nun definieren wir eine Folge (F;);en durch

Fi:= () F.,, fir alle i € N.

J<i



Wegen Lemma 2.12 folgt damit, dass ein 2 € [, Fj existiert. Man sieht leicht, dass sogar (. F; = {}
gilt. Wir betrachten jetzt ein s € S und definieren fiir jedes ¢ € N die Menge F/ := F, N F;. Nun gilt
wieder wegen Lemma 2.12, dass der Durchschnitt iiber alle Mengen der Folge (F});en nicht leer ist.
Insgesamt erhélt man

0+ (\F/=F.n()F=F.n{z}.

€N €N

Damit erhiilt man z € F,. Da diese Uberlegung fiir ein beliebiges s € S richtig ist, erhiilt man z €
Nscs Fs- Damit ist der Durchschnitt iiber alle Mengen aus F nicht leer.

Lemma 2.14. Es seien (X, T) und (Y, R) zwei topologische Riume, wobei der Raum (X, T) metrisierbar
sei. Weiters sei f: (X, T) — (Y,R) ein Homéomorphismus. Dann ist der Raum (X,T) ebenfalls me-
trisierbar. Ist der Raum (X,T) vollstindig metrisierbar, dann ist der Raum (Y, R) ebenfalls vollstindig
metrisierbar.

Beweis: Da der Raum (X, 7') metrisierbar ist, existiert eine Metrik d auf X mit 7 (d) = 7. Nun definieren
wir eine Metrik d’ auf Y durch

dY XY 5 R: (y1,y0) = d(f (), £ we))

Es ist offensichtlich, dass d’ eine Metrik auf YV ist. Wir zeigen nun 7 (d’) = R. Man sieht leicht, dass fiir
jedes y € Y und fiir jedes € > 0 gilt

F(BYUf M (y).e) = BY (y,0). (1)

Dabei bezeichnet BY (y,€) die Kugel mit Mittelpunkt y und Radius e beziiglich der Metrik d’. Wir
betrachten nun eine Menge O € R und ein y € O. Es existiert genau ein x € X mit f(x) = y. Es
gilt z € f~1O) mit f~1(O) € T(d). Daher existiert ein € > 0 mit B¢(z,¢) C f~1(0). Aufgrund von
(1) erhalten wir damit B? (y,¢) C O. Damit gilt R € T(d’). Nun betrachten wir ein O € 7(d’) und
ein y € O. Es existiert ein € > 0, sodass BY (y,€) € O. Da BA(f~'(y),¢) in T liegt und f eine offene
Abbildung ist, erhalten wir wegen (1) die Aussage B (y,¢) € R. Daher gilt 7(d') C R.

Der Raum (X, 7) sei nun vollstdndig metrisierbar. Es sei d eine Metrik mit 7(d) = 7 und sodass
der metrische Raum (X, d) vollstéindig ist. Wir betrachten eine Cauchyfolge (y;)ien in (Y, d'), wobei d’
genau so wie oben definiert sei. Damit ist (f~!(y;))ien eine Cauchyfolge in (X, d). Da (X, d) vollstéindig
ist, existiert ein z € X mit _lirn f~Yy;) = x. Da f stetig ist, folgt daher _lim y; = f(z). Damit ist (X, d)
vollsténdig.

[ |

Mit den bisherigen Begriffsbildungen und Ergebnissen kénnen wir nun zeigen, dass jeder vollstdndig
metrisierbare Raum ein Cech-vollsténdiger Tychonoffraum ist.

Korollar 2.15. Es sei (X,T) ein vollstindig metrisierbarer topologischer Raum. Dann ist (X, T) ein
Cech-vollstindiger Tychonoffraum.

Beweis: Der Raum (X, 7) sei vollstindig metrisierbar. Da der Raum (X,7) damit natiirlich auch
metrisierbar ist, ist er wegen Korollar 2.7 ein Tychonoffraum. Wir wollen nun mit Satz 2.11 zeigen,
dass der Raum auch Cech-vollstindig ist. Wir betrachten daher eine Kompaktifizierung (¢X,7.) des
Raums (X, 7). Wegen Lemma 2.14 ist der Raum (c¢(X), T¢|c(x)) vollstéindig metrisierbar. Wir wihlen
eine Metrik d’ auf ¢(X) die die Topologie T¢|.(x) induziert und fiir die der metrische Raum (c(X),d’)

vollstéindig ist. Fiir jedes i € N definieren wir die Familie A; := {B? (z, 1) i 2 € ¢(X)}, wobei B® (, 1)
die offene Kugel beziiglich der Metrik d’ mit Mittelpunkt z und Radius % bezeichnet. Weil wir den
Satz 2.11 anwenden wollen, betrachten wir eine Familie F = (F})ses von abgeschlossenen Teilmengen
des Raums (c(X), 7c|o(x)), die die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt und Mengen enthélt, deren
Durchmesser kleiner als jedes A; ist. Dass heifit, dass fiir jedes i € N ein s; € S und ein z; € ¢(X)
existiert mit F,, C BY (x4, %) Damit enthélt diese Familie F Mengen, deren Durchmesser kleiner als
jedes vorgegebene e > 0 ist. Da der metrische Raum (¢(X), d’) vollstéindig ist, folgt nun mit Lemma 2.13,
dass der Durchschnitt iiber alle Mengen aus F nicht leer ist. Also erfiillt die Folge (A;);en genau die
Bedingung des Satzes 2.11, womit der Raum (X, 7) Cech-vollstindig ist.



Lemma 2.16. Es sei (X, T) ein metrisierbarer topologischer Raum und d eine Metrik die T induziert.
Weiters sei Y eine Teilmenge von X.

(i) Dann ezistiert eine zu d dquivalente Metrik d' auf X, die durch 1 beschrinkt ist und die die
Figenschaft besitzt, dass der metrische Raum (X, d) genau dann vollstindig ist, falls der metrische
Raum (X, d") vollstindig ist.

(11) Der Teilraum (Y, T|y) ist metrisierbar und es gilt T (d|yxy) = Ty

Beweis: ad(i): Es ist offensichtlich, dass durch d'(z,y) := min{l,d(z,y)} eine Metrik auf X definiert
wird, die durch 1 beschriinkt ist. Es sei 2 € X und € > 0. Dann gilt B(z,¢) € B (z,¢). Fiir ein
e € (0,1) gilt B¥ (x,€) C B%x,€). Damit gilt T(d) = T(d'). Weiters ist es auch offensichtlich, dass eine
Folge (z;);en genau dann eine Cauchyfolge in (X, d) ist, falls sie eine Cauchyfolge in (X, d’) ist.

ad(ii): Es sei y € Y. Es ist offensichtlich, dass die Familie B(y) := {B%(y,e) NY : € > 0} eine
Umgebungsbasis des Punktes y im Raum (Y, T|y) ist. Da fiir jedes € > 0 gilt B4(y,e)NY = Byx¥ (y, €)
sind die Mengen dieser Familie genau die offenen Kugeln des Raums (Y, T (d|y xy)) mit Mittelpunkt y,
die natiirlich eine Umgebungsbasis von y im Raum (Y, 7 (d|y xy)) bilden.

[ |
Lemma 2.17.

(i) Es sei(X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A eine abgeschlossene Teilmenge von X . Dann
ist der metrische Raum (A,d|axa) vollstindig.

(i) FEs sei (X, d) ein metrischer Raum und der Teilraum (A,d|axa) sei vollstindig. Dann ist A eine
abgeschlossene Teilmenge von X.

Beweis: ad(i): Ist (2;);cn eine Cauchyfolge in (A,d|sx ), dann ist sie auch eine Cauchyfolge in (X, d)
und damit konvergent in (X, d), da (X, d) vollstindig ist. Da A abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert in
A, womit (A, d|axa) vollstindig ist.

ad(ii): Es sei nun (A, d|axa) vollstindig und = € A. Dann existiert eine Folge (7;);en, deren Folgen-
glieder in A liegen und die im Raum (X, d) gegen x konvergiert. Damit ist die Folge eine Cauchyfolge
in (X,d) und daher auch eine Cauchyfolge in (A, d|4x4). Daher ist die Folge konvergent in (A, d|ax4).
Damit gilt x € A, da Grenzwerte von konvergenten Folgen in metrischen Rdumen eindeutig sind.

[ |
Proposition 2.18. Es sei ((X;,7;:))ien eine Folge von topologischen Rdiumen.

(i) Es sei fiir jedes i € N der Raum (X;, T;) metrisierbar. Dann ist auch der der
Produktraum (]T;cn Xi, [L;en Ti) metrisierbar.

(i) Es sei fiir jedes i € N der Raum (X;, T;) vollstindig metrisierbar. Dann ist auch der
Produktraum ([ [;cn Xi, [[;en Ti) vollstindig metrisierbar.

Beweis: ad(i): Wegen dem ersten Punkt von Lemma 2.16 existiert eine Folge von durch 1 beschrinkten

Metriken (d;)ien mit 7(d;) = 7;. Wir definieren nun auf der Menge ],y X; eine Metrik durch

1
d: H Xi % H Xi = Rt ((%4)ien; (¥i)ien) — Z ?dz(xzvyv) (2)
ieN ieN ieN

Es ist offensichtlich, dass d wohldefiniert und eine Metrik ist. Es sei (z;)ien € [[;cn
gebungsbasis von (1;);en im Produktraum ist gegeben durch die Familie B((z;):en) := {B¥((2:)ien, €,n) :
e > 0,n € N}. Die Mengen in dieser Familie sind definiert als

X gegeben. Eine Um-

n

B ((x)ien, €,n) := HBdf‘ (24,€) X H X;.

i=1 i€N\{1,...,n}



Fiir alle e > 0 und n € N gilt
BY((x:)ien, €27") € B ((wi)ien, €,1).

Dies sieht man folgendermaBen ein: Es sei (y;)ien € B((2i)ien, €277), dann gilt d((z;)ien, (¥i)ien) <
€2™™ und daher ist %dz(fr“yl) < €27", fir alle i € N. Fiir ¢ < n folgt damit d;(x;,y;) < €, damit gilt
(yi)ien € B((x;)ien, €, n). Umgekehrt betrachten wir ein € > 0 und wéhlen ein n € N, sodass 27" < &
dann gilt

.n) € BY(@1)iens ).

B((z;)ien, 5

Dies sieht man folgendermaBen ein: Es sei (y;)ien € B%((24)ien, §,n), dann gilt d;(z;,y;) < § fiir alle
i € {1,...,n}. Damit erhalten wir

2ld xl,yz<z Z*< _|_7<€.

€N i=n+1

Also gilt (yi)ien € B*((%i)ien, €). Damit induziert die Metrik d die Produkttopologie.

ad(ii): Wegen dem ersten Punkt von Lemma 2.16 existiert eine Folge von durch 1 beschridnkten
Metriken (d;);eny mit 7(d;) = 7; und mit der Eigenschaft, dass fiir jedes ¢ € N der metrische Raum
(X, d;) vollstéindig ist. Wir werden nun zeigen, dass der metrische Raum (] Xi,d) vollstéindig ist,
wobei d die Metrik aus (2) ist. Es sei ((xi;)ien);jen eine Cauchyfolge aus ] . Damit gilt

ZEN
zEN

Ve>03N(e) € N:d((mij)ien, (zik)ien) < € Vj, k > N(e).
Daher gilt
Ve>03N(e) € N:di(xsj,xin) <eVieNVj k> N(e).

Damit ist fiir jedes ¢ € N die Folge (z;;),en eine Cauchyfolge in (X;, d;). Da fiir jedes i € N der metrische

Raum (X, d;) vollstdndig ist, existiert fiir jedes i € N ein z; € X; mit lim x;; = x;. Damit konvergiert
j—oo

die Folge ((xi;)ien)jen im Produktraum (J[,cy Xi, [[;en 7)) gegen (2;)ien, womit der metrische Raum
(I'Lien Xi, d) vollsténdig ist.

Lemma 2.19. Es sei (X, T) ein metrisierbarer topologischer Raum und G eine Gs-Teilmenge des Raums

(X, T). Dann ist G homdomorph zu einer abgeschlossenen Teilmenge des Raums (X x RN, T x [, ).
Beweis: Es sei G eine Gs-Teilmenge des Raums (X, 7). Damit existiert eine Folge (F});en von abge-
schlossenen Teilmengen von X, sodass G¢ = | J,;cy [ Weiters sei d eine Metrik auf X, die die Topologie
T induziert. Wir definieren die Abbildung

FrXT) = (X xRET < [[8) 20 (2, d(e, Fy),d(x, Fy), ...).
1€N

Es ist offensichtlich, dass die Abbildung f stetig ist, da sie komponentenweise stetig ist. Man sieht sofort,
dass die Abbildung f sogar ein Homéomorphismus auf sein Bild ist. Das Bild f(X) ist eine abgeschlossene
Teilmenge des Raums (X x RN, 7 x [[,.€). Es sei # € G. Da fiir jedes i € N gilt d(z, F;) > 0 erhalten
wir f(G) = f(X)N(X xRY). Damit ist die Menge f(G) abgeschlossen in (X x RY, (T x [T,y 5)|XX]R§).
Nun ist die Abbildung

g: (X xRY (T x [TE)Ixsmy) = (X xRET x []€) ¢ (@, 21,22,..) = (2,In(a1), In(2s), ..
€N €N

ein Homéomorphismus. Damit ist g () (f|c(G)) ein homdomorphes Bild von G und eine abgeschlossene
Teilmenge des Raums (X x RN, T x [[, .y &).
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Korollar 2.20. Es sei (X,T) ein vollstindig metrisierbarer topologischer Raum und G eine Gs-Teilmenge
des Raums (X, T). Dann ist der Teilraum (G, T|g) vollstindig metrisierbar.

Beweis: Wegen Proposition 2.18 ist der Raum (X x RN, 7 x [], . &) vollstéindig metrisierbar und es
sei d eine Metrik, die die Topologie dieses Produktraums induziert und fiir die der metrische Raum
(X x RN, d) vollstindig ist. Wegen Lemma 2.19 ist G homdomorph zu einer abgeschlossenen Teilmenge
des Raums (X x RN, 7 x [T,y €). Wegen dem zweiten Punkt von Lemma 2.16 und dem ersten Punkt
von Lemma 2.17 ist G damit hom6éomorph zu einem vollstdndig metrisierbaren topologischen Raum und
damit wegen Lemma 2.14 vollstdndig metrisierbar.

Definition 2.21. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein Paar bestehend aus einem metrischen Raum
(X*,d*) und einer Abbildung ¢ : (X,d) — (X*,d*) heifst eine Vervollstindigung von (X, d) falls gilt:

(a) (X*,d*) ist ein vollstindiger metrischer Raum.
(b) Die Abbildung ¢ ist eine Isometrie, dass heifit: d*(v(z), (y)) = d(x,y) Vz,y € X.
(c) (X) = X*, wobei der Abschluss beziiglich d* zu verstehen ist.

Im Folgenden werden wir sowohl das Paar (¢, (X*,d*)) als auch den Raum (X*,d*) selbst als Ver-
vollstéindigung von (X, d) bezeichnen.

Satz 2.22. Fs sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann existiert eine Vervollstindigung von (X, d).

Beweis: Aus der Analysis ist bekannt, dass der Raum (B(X,R), ||.||o) aller beschrinkten Abbildungen
von X nach R versehen mit der Supremumsnorm ein Banachraum ist. Wir betrachten nun ein festes
a € X und definieren die Abbildung ¢, die jedem z € X die Funktion

uz) (X, d) = (R, []) sy = d(y, ) — d(y, a)

zuordnet. Es gilt aufgrund der Dreiecksungleichung

[e(2)l|oo = sup{ld(y, z) — d(y,a)| : y € X} < d(z,a).

Damit ist ¢ : (X,d) — (B(X,R),ds) wohldefiniert, wobei do, die von der Supremumsnorm induzierte
Metrik bezeichnet. Wegen

d(z1,22) = |d(z1,21) — d(21,a) — d(21,22) + d(71,0)|
= [u(z1)(21) — e(z2)(21)] < [Je(21) — t(22) 00
= sup{d(y, 1) — d(y,a) — d(y,x2) + d(y,a) : y € X} < d(z1,2)

ist ¢ eine Isometrie. Nun sei X* der Abschluss von ¢(X) in (B(X,R), ds). Ist nun d* die Einschrankung
von do, auf X*, so ist das Paar (¢, (X*,d*)) eine Vervollstindigung von (X, d).

]
Mit den bisherigen Ergebnissen erhalten wir nun die Umkehrung von Korollar 2.15.

Korollar 2.23. Es sei (X, T) ein metrisierbarer Cech-vollstindiger topologischer Raum. Dann ist (X, T)
vollstindig metrisierbar.

Beweis: Es sei d eine Metrik auf X, die die Topologie 7 induziert. Wir betrachten nun fiir den metri-
schen Raum (X, d) eine Vervollstindigung (¢, (X*,d*)) und definieren die Topologie T* := T (d*). Nun
betrachten wir eine Kompaktifizierung (¢, (¢X*, 7)) des Raums (X*,7*). Das Paar (co ¢, (cX*,T}))
ist dann eine Kompaktifizierung von (X, 7). Da der Raum (X,7) Cech-vollsténdig ist, ist (c o ¢)(X)
eine Gs-Teilmenge des Raums (¢X™*, 7). Damit ist ¢(X) eine Gs-Teilmenge des Raums (X*,7*) und
wegen Korollar 2.20 ist damit (¢(X), 7*|,(x)) vollstindig metrisierbar. Damit ist (X,7) wegen Lemma
2.14 vollstédndig metrisierbar.
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Mit Korollar 2.15 und Korollar 2.23 erhalten wir nun den Satz von Cech.

Satz 2.24 (Satz von Cech). FEin topologischer Raum (X,T) ist genau dann vollstindig metrisierbar,
falls er metrisierbar und Cech-vollstindig ist.

Ohne Beweis sei hier erwihnt, dass ein Tychonoffraum (X, 7T), der eine Kompaktifizierung (¢, (¢X, 7))
besitzt, fiir die ¢(X) eine Gs-Teilmenge von ¢X ist, bereits Cech-vollstiindig ist. Daraus erhilt man
folgende Formulierung des Satzes von Cech.

Satz 2.25. Ein topologischer Raum (X, T) ist genau dann vollstindig metrisierbar, falls er metrisierbar
und homdomorph zu einer Gg-Teilmenge eines kompakten Ts-Raums ist.

Aus dem Satz von Cech erhalten wir, dass fiir lokal kompakte Riume die Begriffe Metrisierbarkeit und
vollstédndige Metrisierbarkeit dquivalent sind.

Korollar 2.26. FEs sei (X,T) ein lokal kompakter Raum. Dann ist der Raum (X,T) genau dann me-
trisierbar, falls er vollstindig metrisierbar ist.

Beweis: Wir gehen davon aus, dass (X, T) ein lokal kompakter metrisierbarer Raum ist. Es sei (¢X, 7¢) ei-
ne Kompaktifizierung von (X, 7). Da der Raum (X, 7) lokal kompakt ist, ist auch der Raum (c(X), Telo(x))
lokal kompakt. Es sei z € ¢(X). Dann betrachten wir eine kompakte Umgebung K von x im Raum
(e(X), Tele(x))- Die Menge K ist auch kompakt im Raum (cX, 7). Da in Tp-Raumen kompakte Mengen
abgeschlossen sind erhalten wir

Te

X =d(X) = c(XNK UK"™ = (XN\K " UK.

Damit erhalten wir

eX\e(X) C e(XNE ©

bzw.
X\EXNK) " € ofX).
Da K eine Umgebung von z in (¢(X), Te|c(x)) ist, gilt © ¢ WME(X). Daher gilt auch x ¢ WTC.
Damit erhalten wir insgesamt cX \(c(Xi)\K)TC € 7. und
x € cX\WTE C ¢(X).
Damit erhalten wir, dass zu = € ¢(X) eine offene Menge O, = c¢X \WTG € 7. existiert mit

x € O, C ¢(X). Damit gilt ¢(X) € T. und damit ist ¢(X) natiirlich auch eine Gs-Teilmenge des Raums
(cX,T.). Wegen dem Satz von Cech ist der Raum (X, 7) vollstéindig metrisierbar.

|
Wir wollen nun die Umkehrung von Korollar 2.20 beweisen.

Lemma 2.27. Es seien (X,T) und (Y, R) zwei topologische Raume, wobei der Raum (Y, R) vollstindig
metrisierbar sei. Weiters sei D eine dichte Teilmenge von X und f : (D, T|p) — (Y,R) eine stetige
Funktion. Dann existiert eine Ggs-Teilmenge G zon X mit D C G, sodass die Abbildung f zu einer
stetigen Funktion F : (G, T|a) — (Y, R) fortgesetzt werden kann.

Beweis: Es sei d eine Merik auf Y, die R induziert und fiir die der metrische Raum (Y, d) vollsténdig
ist. Wir definieren nun die Menge

G:={x e X|Ve>03U, € Uz) : diam(f(DNU,)) < €}
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Dabei bezeichnet $4(x) den Umgebungsfilter von 2 im Raum (X, 7). Wir kénnen nun G darstellen als

1
G =z € X| 3U: € d(x) : diam(f(DN 1)) < =}
ieN !
Da fiir jedes i € N die Menge {z € X| U1 € YU(z) : diam(f(D NU1)) < 1} offen ist, ist G eine G

Menge. Aufgrund der Stetigkeit von f ist D eine Teilmenge von G. Nun wollen wir eine Fortsetzung F
von f definieren. Dazu betrachten wir ein € G und definieren fiir dieses x die Familie

Fo = {JDN0)" U € ().

Diese Familie besteht aus abgeschlossenen Teilmengen von Y, besitzt die endliche Durchschnittseigen-
schaft und enthilt Mengen, deren Durchmesser kleiner als jedes vorgegebene € > 0 ist. Damit ist der
Durchschnitt iiber alle Mengen aus dieser Familie wegen Lemma 2.13 nicht leer. Da der Durchmesser des
Durchschnitts kleiner als jedes € > 0 ist, enthélt der Schnitt iiber alle Mengen aus F, genau ein Element.
Nun definieren wir

—R
F(z):= () f(DNU)".
Uesl(x)
Mit dieser Definition ist offensichtlich F' eine Fortsetzung von f. Wir zeigen nun, dass F' sogar eine stetige
Fortsetzung von f ist. Dazu betrachten wir ein « € G und ein € > 0. Damit existiert eine offene Menge
— R
U. € U(z) mit diam(f(DNU,) ) < e. Wir zeigen nun die Mengeninklusion F(G N U,.) C B4(F(z),e).
Dazu betrachten wir ein 2’ € G N U.. Nun gilt U, € #(z') und daher F(z') € f(DN UG)R
—R

F(z) e f(DNU,) gilt, erhalten wir

. Da auch

d(F(z), F(z")) < diam(F(D MU ) < .

Damit ist F eine stetige Fortsetzung von f.

Mit Lemma 2.27 erhalten wir die Umkehrung von Korollar 2.20.

Korollar 2.28. Es sei (X,T) ein metrisierbarer topologischer Raum und (G, T|q) ein vollstindig me-
trisierbarer Teilraum. Dann ist G eine Gs-Teilmenge von X.

Beweis: Es sei d eine Metrik auf X, die die Topologie T induziert. Wir betrachten die stetige Abbildung
idg : (G,Tlg) — (G, T|g). Wegen Lemma 2.27 existiert eine stetige Fortsetzung F : (G',T|g/) —

(G, Tlg), wobei G’ eine Gs-Teilmenge von (éT, Tlg7) ist, die G C G C G’ erfiillt. Da F stetig ist, gilt
G = G’'. Damit ist G eine Gs-Teilmenge von (éT, Tlg7). Da man G’ darstellen kann als

. 1
G = : -
ﬂ{z € X :d(z,G) < 2}
€N
ist G eine Gs-Teilmenge von (X, T). Insgesamt ist damit G eine Gs-Teilmenge von (X, T).
|

Mit Korollar 2.20 und Korollar 2.28 kénnen wir nun diejenigen Teilrdume eines vollstdndig metrisierbaren
Raums bestimmen, die ebenfalls vollstindig metrisierbar sind.

Korollar 2.29. Es sei (X, T) ein vollstindig metrisierbarer topologischer Raum. Dann ist ein Teilraum
(G, T|a) genau dann vollstindig metrisierbar, falls G eine G- Teilmenge von (X, T) ist.
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Beispiel 2.30. Die irrationalen Zahlen sind eine Ggs-Teilmenge der rellen Zahlen, da sie dargestellt
werden konnen als

R\Q = [ {q}".

q€Q

Damit ist der Raum (R\Q, £|g\q) wegen Korollar 2.29 vollstéindig metrisierbar. Der Raum (Q, £|g) ist
nicht vollstdndig metrisierbar. Wire (Q, £|g) vollstindig metrisierbar, gibe es eine Darstellung der Form
Q = N;en Os, wobei die O; offene Teilmengen der rellen Zahlen sind. Es ist klar, dass fiir jedes ¢ € Q
die Menge {q}¢ dicht in R liegt. Da Q dicht in R liegt, miisste dann jede Menge O; dicht in R liegen.
Wegen dem Satz von Baire (der Satz von Baire besagt, dass der Durchschnitt iiber abzihlbar viele offene
Teilmengen eines vollstdndig metrisierbaren topologischen Raums, die alle dicht im Raum liegen, auch
dicht im Raum liegt) miisste dann die Menge

0=®R\QNQ={g*n[) 0

qeQ €N

auch dicht in R liegen. Da die leere Menge aber offensichtlich keine dichte Teilmenge ist, ist (Q, &)
wegen Korollar 2.29 nicht vollstdndig metrisierbar.
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