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1 Induktiver Limes von Mengen

Definition 1.1. Sei (I, <) eine gerichtete Indexmenge, (X;);c; eine Familie von Mengen und
fiir ¢ < j seien Abbildungen fj;: X; — X, gegeben, die folgende Eigenschaften haben:

(i) fi =idx,

(i) fji = fiwo fri fir i <k <j

Thi A

Dann heif3t <(Xi)i€la (fji)igj), oder kurz <(XZ), (fﬂ», ein direktes System.

Definition 1.2. Sei ((X;)ier, (fji)i<;) ein direktes System. Sei X eine Menge und f;: X; —
X,i € I, Abbildungen, sodass Folgendes gilt:

(i) Die f;,i € I, sind kompatibel mit den f;;,7 < 7, d.h. f; = fjo fj; fir i <j.

(ii) Die Menge X besitzt folgende universelle Eigenschaft:
Fiir jede weitere Menge Y mit Abbildungen ¢; : X; — Y,i € I, die mit den fj;,7 < 7,
kompatibel sind, d.h. g; = g;o f;; fiir ¢ < j, existiert eine eindeutige Abbildung g: X — Y,
sodass fiir alle ¢ € I gilt g; = g o f;.
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Dann wird (X, (fi)ier) als ein induktiver Limes oder direkter Limes des direkten Systems
((X3)ier, (fji)i<j) bezeichnet und als lim;cr (X5, fj;) oder kurz lim;er X; geschrieben.

(1.1)

Satz 1.3. Sei ((Xi)ier, (fji)i<j) ein direktes System. Dann existiert ein induktiver Limes.

Beweis. Konstruktion von X:
Sei [[,c; Xi = Ujer{(i,2): © € X} die disjunkte Vereinigung der Xj,i € I.

Zur Vereinfachung der Notation wird im Folgenden fiir z € X; statt (¢,z) € ]_LEI X, auch = € ]_L.el X; geschrie-

ben.
Nun definieren wir auf der disjunkten Vereinigung eine Relation ~ als © ~ y & Im >
Diese Relation ist tatséchlich eine Aquivalenzrelation. Die Reflexivitdt und Symmetrie sind aus



der Definition klar. Die Transitivitat rechnen wir nun nach:
Sei x € X,y € X,z € Xj, und gelte x ~ y,y ~ 2.

e~y >0 fur) = fi(x)
y~zeIm> gk fni(y) = fmr(2)

Weil I gerichtet ist, existiert n € I,n > m, {:

fm(l') = fnﬁ(f&(l‘)) = fn((fﬁj(y)) = fn](y) = fnm(fmj(y)) = fnm(fmk(z)) = fnk(z)

Daher gilt auch = ~ y.

Definiere nun X :=[[..; X;/~.

i€l

Definition von f;:

Fiir i € I definiere f;: X; — X,z — [2]~.

Nun zeigen wir, dass die f; mit den f;; kompatibel sind:

Seii € I,j>iund x € X;. Definiere y := f;;(x), dann ist « ~ y.

filw) = [z~ = [y~ = fi(y) = fj o fii(=)
Also fz = fj o fﬂ

Universelle Eigenschaft von X:
Sei Y eine Menge und g;,7 € I, Abbildungen, die mit den f;; kompatibel sind.

Dann definiere g: X — Y, [z]~ — gi(z), falls z € X;.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, da fiir zwei Représentanten « € X;,y € X; von [z]. wegen
z ~yeink >4, j existiert, sodass fi;() = fi;(y). Also gi(2) = g;(g5i(2)) = gg(g]k(y) = gr(y)-
Klarerweise macht g das Diagramm 1.1 kommutativ.

Es bleibt noch zu zeigen, dass g eindeutig ist. Dazu bemerken wir, dass X = (J;c; fi(X;). Sei
also k: X — Y eine weitere Funktion mit ko f; = ¢;,4 € I. Dann folgt ko f; = h o f; fiir alle
i €I, d.h. k und h stimmen fiir alle i € I auf f(X;) iiberein, also auf (J;c; f(X;) = X. Somit
ist k= h. O

SATZ 1.4. Ein induktiver Limes eines direkten Systems ist mit seiner universellen Eigenschaft
(bis auf Bijektionen) eindeutig.

Genauer: Wenn (X, (fi)ier) und (Y, (g:)icr) beide die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition
1.2 haben, dann existiert eine Bijektion p: X =Y mit gjop = f;,i € I.

Beweis. Wegen der universellen Eigenschaft von X existiert f: X — Y mit fo f; = ¢g;,7 € I.
Wegen der universellen Eigenschaft von Y existiert g: Y — X mit gog; = f;,i € 1.

/\

idx, gof

(1.2)

Wegen idx of; = fiund (go f)o fi = go(fo fi) = gogi = fi kommutiert das Diagramm 1.2 mit
idx und auch mit go f. Aus der universellen Eigenschaft von X folgt aber das diese Abbildung
eindeutig ist, d.h. idx = go f.

Analog zeigt man mit der universellen Eigenschaft von Y, dass idy = f o g und damit ist f
bijektiv. O

Bemerkung 1.5.



e Wenn alle f;;,7 < j injektiv sind, so sind es auch die f;,7 € 1.
Fir z,y € X; mit f;(z) = fi(y) gilt © ~ y. Daher existiert m > ¢ mit fp,;(z) = fii(y) und
aus der Injektivitdt von f,,; folgt = = y.

e Falls die fj;,7 < j nicht injektiv sind, kénnen zwei Elemente aus dem selben Raum X;
dquivalent sein.

Beispiel 1.6. Sei X eine Menge und (X;);cr eine Familie von Teilmengen von X, sodass X =
Uier Xi ist. Zusétzlich soll fiir je zwei Indizes 7, j € I ein Index k € I mit X, X; ein X3, O X, X
existieren. Die Relation <, die durch 7 < j :& X; C Xj,4,j € I definiert ist, macht I zu einer
gerichteten Menge. Die fj;: X; — Xj,i < j seien die kanonischen Einbettungen. Dann ist
(Xi, fji) ein direktes System.

Seien f;: X; — X die kanonischen Einbettungen dann ist (X, (f;)icr) ein induktiver Limes
des direkten Systems. Die f; sind mit den f;; kompatibel. Aulerdem hat X die universelle
Eigenschaft:

Fiir eine Menge Y und ¢;: X; — Y mit g; = g;o fji, d.h. g; = gj|x,, ist die eindeutige Abbildung
g: X — Y gegeben durch g(z) = g;(x) fir x € X;. Wegen X; C X, und g; = g|x, ist diese
Abbildung unabhéngig von der Menge X;, in der = liegt. Also ist g tatséchlich wohldefiniert.

2 Induktiver Limes von Vektorriaumen

Definition 2.1. Sei ((Ej)icr, (fji)i<;j) ein direktes System einer Familie von Vektorrdumen
(Ei)icr und linearen Abbildungen fj;,7 < j. Sei E ein Vektorraum und f;: E; — E,i € I,
lineare Abbildungen, sodass Folgendes gilt:

(i) Die f;,7 € I, sind kompatibel mit den fj;,7 < j, d.h. f; = fjo f;; fur i < j.

(ii) Der Vektorraum E besitzt folgende universelle Eigenschaft:
Fiir jeden weiteren Vektorraum G mit linearen Abbildungen g;: F; — G,i € I, die mit
den fj;,¢ < j, kompatibel sind, d.h. g; = g; o fj; fiir 7 < j, existiert eine eindeutige lineare
Abbildung g: E — G, sodass fiir alle i € [ gilt g; = g o f;.
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Dann wird (E, (fi)icr) als induktiver Limes oder direkter Limes des direkten Systems
((Eb)ier, (fji)i<j) bezeichnet und als lim;e(E;, fj;) oder kurz lim;e; E; geschrieben.

Definition 2.2. Seien (Ej;);cr eine Familie von Vektorrdumen, dann bezeichnet

EB E; :={(zi)ier € H E;: x; = 0 fiir alle bis auf endlich viele i € I'}
iel iel

die direkte Summe der Vektorrdume FE;.

Bemerkung 2.3.



e Fiir j € I bezeichne mit g;: E; — @, Ei, x — (20;)ics die kanonische Einbettung von

Ej n @ie[ El
e Fiir jedes i € I wihle eine Basis B; von Ej;, dann ist (J;c;{g:(bi): b; € B;} eine Basis von

®iel E;.

SATZ 2.4. Sei ((Ei)ier, (fji)i<j) ein direktes System mit einer Familie von Vektorrdumen (E;)icr
und linearen Abbildungen fj;,i < j. Dann existiert ein induktiver Limes.

Beweis. Bezeichne P

tung von E; nach @

ser Bi die direkte Summe der Vektorrdume Fj, 7 € I, und sei g; die Einbet-

ier P fiir i € I. Wir definieren den Unterraum M := span {Uigj ran (g; — gj © fﬂ)}
Wenn wir nun die geforderten Eigenschaften fiir den Faktorraum E := [P,c; Ei]/n mit f; :=
7 o g; iiberpriifen, ist die Existenz gesichert. Dabei sei 7 die Projektion von €, ; E; auf

(Dicr Eil/ -

Kompatibilitdt von f; mit fj;:
Sei z € E; und i < j. Dann gilt wegen ran(g; — gj o fj;) € M:

(fi = fio fii)(x) = 7((9: — gj o fi)(x)) =0

eM

Also insgesamt f; = fj o fj;.

Universelle Eigenschaft von F:

Sei V' ein Vektorraum mit linearen Abbildungen h;: E; — V,i¢ € I, die mit den fj;,i < j,
vertraglich sind. Da g; injektiv fiir alle ¢ € I ist, kann man eine eindeutige lineare Abbildung
g: @,c; Ei — V definieren, sodass g o g; = h; fiir alle ¢ € I. Dazu wihlt man sich eine Basis
B; in Ej; fiir jedes i € I, dann ist (J;c; 9i(B;) eine Basis von €, ; E;. Definiert man g auf
dieser Basis durch g(gi(b;)) := hi(b;) fir b; € B;,i € I, dann ist damit die lineare Abbildung g
eindeutig bestimmt und erfiillt die gewiinschte Eigenschaft.

I\ A
/

Wir zeigen nun, dass eine lineare Abbildung h: [@;.; Ei]/m — V existiert, fiir die gilt g = ho.

hi

v



Ei ______ ‘————>Ej (23)

Da 7 die Projektion auf den Faktorraum [, ; Ei]/ar ist, gilt kerm = M. Die h;,i € I sind
kompatibel mit den f;;,7 < j, daraus folgt fiir ¢ < j:

9(gi — gj o fji)(x) = (hi — hjo fj;)(z) =0

Damit liegt ran(g; — g; o fj;) fur alle ¢ € I und somit jede Linearkombination solcher Elemente
im ker g, d.h. kerm = M C ker g. Da 7 surjektiv ist, existiert aus der Linearen Algebra bekannt-
licherweise eine eindeutige lineare Abbildung h.

Fiir ¢ € I gilt nun ho f; = hy:

hofi=homogi=gogi=h;
O

Bemerkung 2.5. Die f;;,7 < j, sind nicht kompatibel mit den g;,7 € I, auf E, weshalb man
die Faktorisierung nach M vornehmen muss. Wenn 7 die Projektion auf den Faktorraum mit
Kern M bezeichnet, kann aber die gewiinschte Kompatibilitat fiir f; = m o g;,¢ € I, erreicht
werden.

P

i€l

e
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i€l

SATZ 2.6. Der Vektorraum E ist mit seiner universellen Figenschaft (bis auf Isomorphie)

eindeutig.
Genauer: Wenn (E, (fi)icr) und (F,(gi)icr) beide die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition
2.1 haben, dann existiert eine lineare Bijektion ¢: E — F mit g;op = f;,1 € 1.

Beweis. Analog zu Satz 1.4 (Eindeutigkeit des direkten Limes von Mengen). U



3 Lokalkonvexe topologische Vektorrdumen

Definition 3.1. Sei E ein Vektorraum iiber C, T eine Topologie auf F.
Dann bezeichnen wir (F,7T) als topologischen Vektorraum, wenn die Abbildungen
(i)
i ExE —FE
(z,y) —ax+y

(i)
| CxE —=FE
- { (ANx) =M\

stetig sind.
Dabei ist E x E mit der Produkttopologie 7 x 7 und C x E mit der Produkttopologie £ x T
versehen, wobei £ die euklidische Topologie auf C ist.

Bemerkung 3.2. In unserer Definition des topologischen Vektorraums fordern wir fiir die To-
pologie nicht das Hausdorffsche Trennungsaxiom (73), das in vielen Funktionalanalysisbiichern
noch zusétzlich gefordert wird.

PROPOSITION 3.3. Sei (E,T) ein topologischer Vektorraum. K, C seien disjunkte Teilmengen
von E, wobet K kompakt und C abgeschlossen.
Dann ezistiert eine Nullumgebung V', sodass (K + V)N (C+V) = 0.

Beweis. Den Beweis findet man im Skriptum [F]. O

Bemerkung 3.4. Einpunktige Mengen sind kompakt. Wenn man von der Topologie (77) for-
dert, d.h. einpunktige Mengen sind abgeschlossen, dann folgt aus der Proposition, dass sich
x,y € E,x # y trennen lassen, also ist die Topologie Hausdorff (7).

Da (T3)-Rdume immer auch (T}) erfiillen, gilt in topologischen Vektorrdumen die Aquivalenz
von (Ty) und (71).

Definition 3.5. Ein topologischer Vektorraum (F, T ) heifit lokalkonvex, wenn eine 0-Umgebungsbasis
aus konvexen Mengen existiert. Dabei heifit 7 lokalkonvexe Topologie.

Bemerkung 3.6. Fiir einen lokalkonvexen topologischen Vektorraum kann man sogar eine 0-
Umgebungsbasis aus absorbierenden, konvexen und kreisformigen Mengen wihlen, siehe [F].

Definition 3.7. Sei E ein Vektorraum und (E;);c; eine Familie topologischer Vektorrdume.
Fiir jedes i € I sei f;: F; — E eine lineare Abbildung.

Eine Topologie T auf E heifit lokalkonvexe finale Topologie bzgl. der Abbildungen f;,i € I,
wenn sie lokalkonvex ist, f; fiir alle ¢ € I stetig macht und jede weitere Topologie mit diesen
Eigenschaften grober ist.

Bemerkung 3.8. Offensichtlich gibt es hichstens eine lokalkonvexe finale Topologie bzgl. einer

Familie von Abbildungen f;,7 € I.

SATz 3.9. Sei E ein Vektorraum, (E;, T;)icr eine Familie von lokalkonvezen topologischen Vek-
torrdumen und f;: E; — E i € I linear. Dann gilt:



(i) Die Menge B ={V C E:V konvex, kreisformig, f;* (V') € Ug,(0)} ist eine 0-Umgebungsbasis
in E einer Topologie T, die (E,T) zu einem topologischen Vektorraum macht.

(ii) Die Topologie T ist lokalkonveze finale Topologie auf E.

(iii) Sei (G,V) ein beliebiger lokalkonvexer topologischer Vektorraum. Dann ist eine Abbildung
f+ E— G genau dann T -V-stetig, wenn fir alle i € I die Abbildungen f o f; stetig sind.

(iv) Hat eine lokalkonvexe Topologie T' auf E die in (iii) formulierte Eigenschaft, dann ist
T =T.

Beweis.

(i) Die Menge B hat die Basiseigenschaft, d.h. fiir je zwei B, Bs € B existiert ein Bs € B,
sodass Bs C BN By gilt. Damit erzeugt B eine Topologie 7. Offensichtlich ist die erzeugte
Topologie gerade 7 = {U C E:Vx € U 3V € B: 2+ V C U} und man erkennt sofort,
dass B eine 0-Umgebungsbasis von 7 ist.

Um zu zeigen, dass (E,7) die Addition stetig macht, wihlt man sich fir z,y € E eine
Umgebung von z + y, diese sei (x +y) + V mit V € B. Da V konvex, gilt %V + %V cVv
und damit (z+ V) + (y+iV) C (z+y) + V.

Um die Stetigkeit der Skalarmultiplikation zu zeigen, wéhlt man ag € C und zg € E. Sei
W € B eine 0-Umgebung, dann existiert ein § > 0, sodass dx € %W Nun wahle ¢ > 0 so,
dass (Jag| + 6)c = %. Fiir |o — ap| < 6 und 2 — 29 € W =: V gilt

1 1 1
axr — aprg = a(x — xg) + (@ — ap) xo € (|ag| + )W + =W = W + W C W.
&) 2 27" T Y

|.|<d
Damit ist oV C agzg + W fiir alle |a — o] < 6.

(ii) Sei T eine lokalkonvexe Topologie auf F, sodass alle f; stetig sind. Nun sei W eine 0-
Umgebungsbasis von 7' aus konvexen, kreisformigen Mengen. Fiir O € W gilt wegen der
Stetigkeit der f;, dass f;1(O) € Ug,(0) fiir alle i € I. Daher gilt W C B. Da F ein
topologischer Vektorraum ist, folgt schon 77 C T.

(iii) Sei f: E — G stetig, dann sind f o f; fiir alle ¢ € I stetig als Zusammensetzung stetiger
Funktionen.
Seien nun alle f o f; stetig. Wihle eine 0-Umgebungsbasis W von G aus konvexen,
kreisformigen Mengen. Dann gilt

[TV = (o fi)TH(V) €Up (0) WV €W
Somit ist f~1(V) € B fiir alle V€ W. Daher ist f stetig bei 0 und damit iiberall stetig.

(iv) Sei nun 7 eine lokalkonvexe Topologie auf E mit Eigenschaft (7).
Die Abbildung idx: (E,T’) — (E,T’) ist stetig und daher auch f; = idx of; stetig von
(E;,T;) = (E,T"). Da T die feinste lokalkonvexe Topologie ist, die f; stetig macht, folgt
T CT.
Andererseits ist f; = idx of;: (E;, T;) EIN (E, T dx, (E,T) stetig, daher auch
idy: (E,T") — (E,T). Das bedeutet aber T C T".
Insgesamt also 7 = 7.



O

Beispiel 3.10. Sei E ein lokalkonvexer topologischer Raum, M ein linearer Unterraum von
E und 7: E — E/j die kanonische Projektion auf den Faktorraum. Dann macht die finale
Topologie T bzgl. m, im Sinne der allgemeinen Topologie, den Faktorraum FE/j; zu einen lokal-
konvexen topologischen Vektorraum, siche [F].

Die Topologie T ist die feinste Topologie, die alle f;,i € I, stetig macht und sie ist zusétzlich
lokalkonvex. Daher ist sie auch die lokalkonvexe finale Topologie nach Definition 3.7.

Bemerkung 3.11. Ist E ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum, dann ist E/j; genau
dann Hausdorff, wenn M abgeschlossen in F ist.

M abgeschlossen < 7 1(m(M)) = M abgeschlossen
< (M) ={0+ M} abgeschlossen
& Tp(m(M)) = {xz + M} abgeschlossen Vz € M

Dabei ist 7, die Translation eines Vektors um =z, die bekanntlich in einem topologischen Vek-
torraum ein Homoéomorphismus ist.

M ist also genau dann abgeschlossen, wenn einpunktige Mengen in E/j; abgeschlossen sind,
d.h. (T1). Wegen Bemerkung 3.4 ist (71) in topologischen Vektorrdumen dquivalent zu (7%).

Definition 3.12. Seien (F;);c; eine Familie von lokalkonvexen topologischen Vektorrdumen.
Die direkte Summe €, ; E; versehen mit der lokalkonvexen finalen Topologie bezeichnet man
auch als lokalkonvexe direkte Summe.

SATZ 3.13. Ist (E;, Ti)ier eine Familie lokalkonvezer Hausdorffscher topologischer Vektorrdume,
so ist die lokalkonveze direkte Summe (@,c; Ei, T) ein lokalkonverer Hausdorffscher topologi-
scher Vektorraum.

Beweis.

Da alle E; lokalkonvexe Hausdorffsche topologische Vektorrdume sind, ist die Produkttopologie
auf [[,.; E; auch lokalkonvex und Hausdorff. Bezeichne nun mit 7" die Spurtopologie der Pro-
duktopologie auf @, ; E;. Damit ist auch 7' lokalkonvex und Hausdorff.
Wir zeigen nun, dass die lokalkonvexe finale Topologie 7T feiner ist als 7’ und daher auch Haus-
dorff sein muss.
Die Topologie 7" auf @, ; E; kann auch als initiale Topologie bzgl. der Abbildungen p;o¢,i € T
aufgefasst werden. ES gilt
idg, firi=j

(pio‘)ogj:{ 0  fiiri#j
Die Abbildungen 0 und idg, sind beide stetig und wegen der Eigenschaft der initialen Topologie
sind damit die g;,j € I stetig bzgl. 7'. Da T die feinste lokalkonvexe Topologie ist, die alle
gj,J € I stetig macht, folgt 7" C T. O



4 Induktiver Limes von lokalkonvexen topologischen Vektorrdumen

Definition 4.1. Sei ((E;)icr, (fji)i<j) ein direktes System einer Familie von lokalkonvexen Haus-
dorffschen topologischen Vektorrdumen (E;);er und stetigen linearen Abbildungen fj;,4 < j. Sei
FE ein lokalkonvexer, Hausdorffscher topologischer Vektorraum und f;: F; — E,i € I, stetige
lineare Abbildungen, sodass Folgendes gilt:

(i) Die f;,1 € I, sind kompatibel mit den fj;,7 < j, d.h. f; = fj o fj; fir i <j.

(ii) F besitzt folgende universelle Eigenschaft:
Fiir jeden weiteren lokalkonvexen Hausdorffschen topologischen Vektorraum G mit steti-
gen linearen Abbildungen g;: F; — G,i € I, die mit den fj;,7 < j, kompatibel sind, d.h.
gi = gjo fj fir ¢ < j, existiert eine eindeutige stetige lineare Abbildung g: F — G, sodass
fiur alle ¢ € I gilt g; = go f;.

f
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Dann wird (E, (fi)icr) als induktiver Limes oder direkter Limes des direkten Systems
((Es)ier, (fji)i<;) bezeichnet und als lim;e(E;, fj;) oder kurz lim;e; E; geschrieben.

LEMMA 4.2. Sei ((E;)icr, (fji)i<j) ein direktes System einer Familie von lokalkonvezen Haus-
dorffschen topologischen Vektorrdumen (E;);cr und stetigen linearen Abbildungen fj;,i < j.
Auflerdem sei £ = @,;c; E; die lokalkonveze direkte Summe, g;: E — E;,i € I die entspre-

chenden FEinbettungen, M := span {Uigj ran (¢; — gj © fﬂ)} und w: E — E/y die kanonische

Projektion.
Ist M in E abgeschlossen, dann ist (E/yr, (T0g;)ier) ein induktiver Limes des direkten Systems

((Ei)ier, (fii)i<j)-

Beweis. Die lokalkonvexe direkte Summe E der lokalkonvexen Hausdorffschen topologischen
Vektorrdumen Fj;,i € I, ist wegen Satz 3.13 ein lokalkonvexer Hausdorffscher topologischer
Vektorraum. Der Faktorraum E/j; trigt die finale Topologie bzgl. 7. Aus Beispiel 3.10 und Be-
merkung 3.11 folgt, dass E/j; auch ein lokalkonvexer Hausdorffscher topologischer Vektorraum
ist.

Die linearen Abbildungen f; := mo g;,i € I, sind als Zusammensetzungen stetiger Abbildungen
wieder stetig.

Da die Fj;,i € I, Vektorrdume und die fj;,% < j, lineare Abbildungen sind, sind die Vorausset-
zungen von Satz 2.4 erfiillt. Der Beweis dieses Satzes liefert, dass die f;,4 € I mit den fj;,7 < 7,
kompatibel sind und dass die lokalkonvexe direkte Summe E die universelle Eigenschaft (ii) aus
Definition 2.1 hat. Wahlt man speziell einen lokalkonvexen Hausdorffschen topologischen Vek-
torraum G' mit stetigen linearen Abbildungen g;,7 € I, die mit den fj;,7 < j, kompatibel sind,
dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung g: E — G, sodass fiir alle 1 € I gilt g; = g o f;,
vgl. Diagramm 1.2. Da alle Abbildungen g;,i € I, stetig sind, folgt aus Satz 3.9 (¢i7), dass auch

10



g stetig ist.
Damit erfiillt £/j; auch die universelle Eigenschaft aus Definition 4.1.
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E
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SATz 4.3. Sei (E;)ier eine Familie von lokalkonvexen Hausdorffschen topologischen Vektorrdumen
und seien fj;,1 < j, stetige lineare Abbildungen.

Falls der induktive Limes eines direkten Systems ((E;)icr, (fji)i<j) existiert, dann ist er ein-
deutig.

Genauer: Wenn (E, (fi)icr) und (F,(gi)icr) beide die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition
4.1 haben, dann existiert ein linearer Homdomorphismus p: E — F mit g;op = fj,i € I.

Beweis. Analog zu Satz 1.4 (Eindeutigkeit des direkten Limes von Mengen). O

Beispiel 4.4. Sei F ein Vektorraum und (F;);cs eine Familie von linearen Unterrdumen von
E, sodass E = |J;c; Bi. Zusétzlich soll fiir je zwei Indizes 4,5 € I ein Index k € I mit E;, E; ein
Ey O E;, E; existieren. Dann ist I gerichtet durch ¢ < j:& FE; C Ej.

Die fj;: E; — Ej,1 < j, und f;: B — E,i € I, seien die mengentheoretischen Inklusionsabbil-
dungen. Dann enthélt der Unterraum M von E, nach dem im Lemma 4.2 faktorisiert wird, nur
den Nullvektor, da ran (f; — fj o fj;) = {0} fiir alle i < j.

Auf E;,i € I, seien lokalkonvexe Hausdorffsche Topologien gegeben, mit der Eigenschaft 7;|g, C
7; fiir i < j, d.h. die Abbildungen f;;,7 < j, seien stetig.

Wenn die lokalkonvexe finale Topologie 7 auf E bzgl. der f;,i € I, Hausdorff ist, dann ist
(E, (fi)icr) induktiver Limes des direkten Systems ((Ej)icr, (fij)i<;). Denn die Eigenschaften
aus Definition 4.1 sind erfiillt:
(i) Die f;,i € I, sind mit fj;,4 < j, kompatibel.
(ii) E hat die universelle Eigenschaft:
Sei G ist ein lokalkonvexer Hausdorffscher topologischer Vektorraum mit stetigen linearen
Abbildungen ¢;: F; — G,i € I, die mit den f;;,7 < j, kompatibel sind, also g; = g; o fj; =
gl g, fiiri <j.
Die gewiinschte eindeutige Abbildung ¢g: E — G ist dann definiert als g(z) = g;(x) fiir
x € E;. Wegen dem oben Gezeigten ist g wohldefiniert.

Bemerkung 4.5. Als weitere Spezialisierung des Beispiels 4.4 sei nun die gerichtete Menge
I = N. Dann ist £ = |J,,cy En. Zusitzlich seien die Unterrdume von E geschachtelt, d.h. es
gilt £, C E,41 fiir n € N. Auf den E,,n € N, seien lokalkonvexe Hausdorffsche Topologien
gegeben, mit der Eigenschaft 7,41|g, C 7T, fir n € N. Dann sind die Inklusionsabbildungen
fn: En — Epi1,n € N stetig und ((Eyp)nen, (fn)nen) ist ein direktes System. Wir bezeichnen
einen induktiven Limes dieses direkten Systems als induktiven Limes der (E,)nen.

Man beachte jedoch, dass es im allgemeinen keinen induktiven Limes geben muss: Sei T die
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lokalkonvexe finale Topologie auf E bzgl. der Inklusionsabbildungen ¢,: E, — E,n € N. Es
kann vorkommen, dass alle 7,, Hausdorff sind, aber 7 nicht. Genauso kann es vorkommen, dass
E,, abgeschlossen ist in E,, fiir m < n, aber E, nicht abgeschlossen in F ist.

Wir wollen nun zeigen, dass dies nicht auftreten kann, wenn man von den Topologien 7,,n € N,
fordert, dass sogar Tp+1|g, = Tn gilt.

SATZ 4.6. Sei (En, Tn)nen eine Folge von lokalkonvexen topologischen Vektorrdumen, sodass
E, C Eny1 und Tpy1|g, = Ta fir allen € N gilt. Sei E = J,,cny En und T die lokalkonvere
finale Topologie auf E bzgl. der Inklusionsabbildungen t,,n € N. Dann gilt:

(i) Die Spurtopologie von T auf E,, ist genau Ty, fir allen € N, also T|g, = Tn.
(ii) T ist Hausdorff genau dann, wenn alle Tp,n € N, Hausdorff sind.

(iii) Ist E, abgeschlossen in E,y1 bzgl. Tpt1 fir alle n € N, dann sind alle E,, abgeschlossen
in E bzgl. T.

Wir verwenden fiir den Beweis folgendes Lemma:

LEMMA 4.7. Sei E ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum, M ein linearer Unterraum und
V eine konvexe Nullumgebung von M bzgl. der Spurtopologie von E. Dann existiert eine konvexe
Nullumgebung W in E, so dass WNM =V.

Beweis. Da V eine konvexe Nullumgebung von M bzgl. der Spurtopologie ist und E lo-
kalkonvex ist, existiert eine konvexe Nullumgebung U von E, sodass U N M C V. Es sei
W :=T(UUV), wobei I' die konvexe Hiille in E bezeichne, d.h. die kleinste konvexe Menge,
die U UV enthélt. Somit ist W eine konvexe Nullumgebung in F. Jedes z € W ist darstellbar
alsz=Xx+(1-Ny,zeV,yeUXe|[0,1].

Trivialerweise gilt V' C W N M. Es muss also nur mehr W N M C V gezeigt werden.

Seize WNM,alsoze M,z=Xx+(1—-ANyfirz e VCM, ycUund A € [0,1]. Fir A\ =1
gilt z=xz € V. Fir A # 1list y = ﬁ()\x—z) € M, alsoist y e UNM C V. Somit sind
z,y € V und da V konvex ist, folgt z € V.

Daher folgt die Behauptung fiir W. (]

Beweis (von Satz 4.6).

(i) Sei n € N festgehalten und sei 7, die Spurtopologie von T auf E,,.
Da die Inklusionsabbildungen ¢, : E, — E stetig sind gilt 7,) = 1. }(T) C Ty.
Es ist noch 7, C 7, zu zeigen. Sei V,, € T, eine konvexe Nullumgebung in FE,. Wir
konstruieren nun konvexe Nullumgebungen in E,, 1 fiir £ > 1, die wir mit V,,; bezeichnen,
sodass Vi k41 N Epqr = Viyg. Die Vereinigung V' = ;> Vipr ist wieder konvex.
Fiir k > n ist Lgl(V) = V N E; = Vi eine konvexe Nullumgebung in Ej. Fiir k < n gilt
L,;l(V) =V NE, =V,NE), und da die Topologie auf E; genau die Spurtopologie von 7,
ist, ist V,,NE} eine konvexe Nullumgebung von Fj. Somit ist V' eine konvexe Nullumgebung
in F bzgl. T mit VN E, = V,. Also ist V,, € 7,/ und somit die Nullumgebungsbasis von
T, feiner als die von 7T, daher 7, C 7,..
Insgesamt folgt 7,) = Tp,.
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(ii) Sei 7, Hausdorff fiir alle n € N. Fiir 0 # € E existiert ein n € N, mit = € E,. Da
T, Hausdorff ist, existiert eine konvexe Nullumgebung V,, bzgl. 7,, sodass x & V,,. Aus
(i) und Lemma 4.7 folgt die Existenz einer Nullumgebung V € 7 mit V N E,, = V,,. Da
&€ Vy,x € B, muss ¢ &€ V gelten. Damit ist 7 Hausdorff.
Ist nun 7 Hausdorff, so existiert fiir 0 # z € E, C E,n € N eine Nullumgebung V € T
mit x &€ V. Wegen (i) ist VN E, € T, mit x ¢ V N E,, also ist 7, Hausdorff.

(iii) Wir zeigen, dass fiir n € N gilt, £\ E,, offen in E bzgl. T ist.
Sei © € E\ E,. Es existiert ein m > n mit x € E,,. Da E,, abgeschlossen in E,, ist,
d.h. E,, \ E, ist offen in E,,, existiert eine konvexe Nullumgebung V;,, bzgl. T,,, sodass
(x+ V)N E, = 0. Nach (i) und Lemma 4.7 lisst sich eine konvexe Nullumgebung V € T
konstruieren mit V N E,, = V,,. Daher gilt (zt+V)NE, = (x+V)NE,NE, =
(x+ V) NE, =0.

O

KOROLLAR 4.8. Sei (Eyn, Tn)nen eine Folge von lokalkonvexen Hausdorffschen topologischen
Vektorrdumen mit Tny1|g, = Tn. Dann existiert ein induktiver Limes der (Ey)nen-
Insbesondere ist (E, (tp)nen) €in induktiver Limes der (Ep)nen, wobei vy: E, — E,n € N, die
Inklusionsabbildungen sind.

Bemerkung 4.9. In diesem Fall, dass ¢,,n € N, die Inklusionsabbildungen sind, sagen wir
einfach (F,7T) ist der induktive Limes der (E,, Tn)neny bzw. E ist der induktive Limes der
(En)nen, und schreiben E = limpenE,,.

Beweis. E = |J,cy En versehen mit der lokalkonvexen finalen Topologie 7 bzgl. der Inklusi-
onsabbildungen ¢,,n € N, ist ein lokalkonvexer topologischer Vekktorraum. Wegen Beispiel 4.4
ist (F, (tn)nen) ein induktiver Limes, falls 7 Hausdorff ist. Da alle 7,,n € N, Hausdorff sind,
liefert Satz 4.6 (ii), dass T ebenfalls Hausdorff ist. O

Definition 4.10. Sei (E,)nen eine Folge von lokalkonvexen Hausdorffschen topologischen Vek-
torrdumen, sodass E, C FE,.1 fiir n € N gilt.

Wenn die Spurtopologie von 7,41 auf E,, genau 7Ty, ist, d.h. T,4+1|g, = Tn, fir alle n € N, dann
bezeichnet man den induktiven Limes der (Ey,),en auch als strikten induktiven Limes der
(En)nEN :

Definition 4.11. Sei X ein topologischer Vektorraum.

(i) Eine Menge B C X heifit beschrinkt, wenn fiir jede Nullumgebung U von X, ein k > 0
gibt, sodass B C kU gilt.

(ii) X heifit vollstindig, wenn es mindestens eine vollstindige Metrik auf X gibt, die die
Topologie erzeugt.

Bemerkung 4.12. Fiir den strikten induktiven Limes einer Folge (E,),en von lokalkonvexen
Hausdorffschen topologischen Vektorrdumen gilt:

e Eine Menge A C E ist beschrinkt in E < Es existiert ein n € N, sodass A C E, und A
ist beschrankt in E,
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e Eine Menge K C E ist kompakt in E bzgl. T < Es existiert ein n € N, sodass K C E,
und K ist kompakt in E, bzgl. T,

e Ist F, vollstdndig fiir alle n € N, dann ist auch E vollstdndig.

Die Beweise dazu findet man in [B].

5 Anwendungsbeispiele fiir induktive Limiten

5.1 Der Raum der Testfunktionen D((2)

Definition 5.1. Sei (2 C R” eine offene, nichtleere Menge.

Der Raum D(Q) := C*(Q2) = {f € C>°(2): 3K C Q kompakt: supp f C K} wird als Raum
der Testfunktionen bezeichnet.

Fiir eine kompakte Menge K C 2 definieren wir D(K) := {f € C*(Q): supp f C K}.

Bemerkung 5.2. Offensichtlich ist D(2) ein Vektorraum und D(K) ein linearer Unterraum
von D(2). AuBlerdem bemerkt man sofort, dass D(2) = |Jxex P(K), wobei K die Menge der
kompakten Mengen von R".

Definition 5.3. Sei X ein Vektorraum und p: X — [0, 00), dann heiit p eine Seminorm, wenn
gilt:

(i) p(z +y) <p(z) +ply), zyecX
(i) plaz) = |a|p(z), € X,acC

Dabei definieren wir N(p) := {x € X: p(z) = 0}.
Sei M eine Familie von Seminormen auf X, dann heifit M separierend, wenn ﬂpe uN(p) =

{0}.

Im Folgenden werden wir die Aussage aus Satz 5.5 verwenden. Die Beweise zum folgenden
Lemma und zum folgenden Satz findet man in [F].

LEMMA 5.4. Sei X ein Vektorraum und p eine Seminorm auf X.
Dann ist die Funktion p: X/n) — [0,00), die der Restklasse x + N(p) die Zahl p(x) zuweist,
wohldefiniert und eine Norm.

SaTz 5.5. Sei X ein Vektorraum und M eine Familie von Seminormen auf X .

Fiirp € M seien N(p) und p: X/n(p) — [0,00) definiert wie im vorigen Lemma, d.h. (X/n(p), D)
ist ein normierter Raum. Weiters bezeichne mit wy: X — X/ () die kanonische Projektion und
mit Tyr die initiale Topologie auf X bzgl. der Abbildungen m,p € M.

Dann ist (X, Tar) ein lokalkonvezer topologischer Vektorraum und alle Seminormen p € M sind
stetig bzgl. Ty.

FEine Nullumgebungsbasis von (X, Tyr) bestehend aus konvexen Mengen ist zum Beispiel gegeben

durch
W(0) := {ﬂ V(pi,ei): m € N,p; € M, e; > 0} , (5.5)

i=1
wobei V(p,e) :={x € X: p(x) < €}.
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Bemerkung 5.6. Wir wollen nun mit Hilfe der induktiven Limiten eine Topologie auf dem
Raum der Testfunktionen konstruieren.
Fir a = (a1, ...,an) € NJ \ {(0,...,0)} (o heiBt auch Multiindex) bezeichnen wir mit D* die

partielle Ableitung P o]
1

1.“81,;3{77,7

Dann definieren wir fiir i € Ny die (Semi-)Norm pX auf D(K) durch:

wobei |a| := aj +...+a,. Auflerdem definieren wir D©0::0) .— iq.

pi(f)i= suwp |D*f(z)], feDK) (5.6)
zeQ,|a|<i
Die Familie der Seminormen My = (pX);en, ist separierend, denn plf = ||.|| ist genau die

Supremumsnorm auf D(K), d.h. N(pk) = {0}.
Nach Satz 5.5 wird dann D(K) versehen mit der von der Familie von Seminormen M induzier-
ten Topologie Tx := T, zu einem lokalkonvexen Hausdorffschen topologischen Vektorraum.

LEMMA 5.7. Sei K C K' C R™ mit kompakten Mengen K und K' und seien (D(K), Tx) und
(D(K"), T) die lokalkonvezen Hausdorffschen topologischen Vektorriume, wie in der vorigen
Bemerkung konstruiert. Weiters seien Mg = (pX)ien, und My = (piK,)z‘eNo die Mengen der
Seminormen, die zur Konstruktion der lokalkonvexen Topologien Ty und Tg: verwendet wurden.
Dann gilt

(i) Tr'lp(xy = T und
(i) D(K) ist abgeschlossen in D(K') bzgl. Tk

Beweis.

(i) Sei W die 0-Umgebungsbasis von Tx und W’ jene von Tk, so wie sie in (5.5) definiert

wurde. Bezeichne nun mit W’|p(gy die 0-Umgebungsbasis der Spurtopologie von Tg auf
D(K).
Eine Menge W € W ist genau der Durchschnitt von endlich vielen Mengen der Form
VEpK €)= {f € D(K): p¥(x) < €}, wobei p® € My eine Seminorm und ¢ > 0. Wie
man sofort aus der Definition erkennen kann, stimmen pX und p/" auf D(K) fiir alle i € Ny
itberein. Daher gilt fiir ¢ € Ny:

VE K e)nD(K) = {f e D(K): pI'(f) < ¢}
={f €D(K): p{(f) <e} =VE(pf,e)

Somit stimmen auch die endlichen Durchschnitte solcher Mengen {iiberein, folglich auch
die 0-Umgebungsbasen W’ |D( k) und W. Da D(K) ein topologischer Raum ist, gilt dann
bereits Tr|px) = Tk

(ii) Sei f € K'\ K, dann existiert ein xy € K', sodass f(z) # 0. Da [0, @) eine offene Menge

in [0,00) ist, folgt aus der Stetigkeit der Seminorm p := péc, dass V := p_l([O, @))

eine offene Nullumgebung in 7 ist. Daher ist f + V eine offene Umgebung von f, die
ganz in D(K') \ D(K) liegt, denn fiir alle g € f + V gilt bei g, dass |g(xo)| > @

O
Bemerkung 5.8. Wir wihlen nun eine aufsteigende Folge von kompakten Mengen (K, ),en,
sodass K, C K, fir allen € N und |J,cy Kn = Q. Da es eine aufsteigende Folge von Mengen

ist, existiert somit fiir jedes kompakte K C Q2 ein n € N, fiir das K C K, gilt.
Damit gilt
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e D(Q) = U,,en D(K;,) und
e D(K,) C D(Ky41) fur alle n € N.

Fiir alle n € N sei auf D(K,) die lokalkonvexe Hausdorffsche Topologie T, := Tk, aus Bemer-
kung 5.6 gegeben. Dann folgt aus Lemma 5.7, dass Tn+1lp(x,) = Tn-

Wegen Satz 4.6 und Korollar 4.8 existiert der strikte induktive Limes lim,cn D(K,) und ist ein
lokalkonvexer Hausdorffscher topologischer Vektorraum. Weiters kann dieser, als Vektorraum,
mit D(Q) identifieziert werden. Wir haben also D(£2) mit der Topologie T des induktiven Limes
zu einen lokalkonvexen Hausdorffschen topologischen Vektorraum gemacht, der die konstruierten
Topologien 7, auf D(K,,) induziert. Auflerdem sind alle D(K,,),n € N, abgeschlossen in D()
bzgl. T.

Bemerkung 5.9. Der Unterraum D(K,) ist vollstindig fiir jedes n € N, d.h. es existiert eine
vollstdndige Metrik auf D(K,,), die T, erzeugt, sieche [C]. Eine solche Metrik auf D(K,,) wére
beispielsweise

— i pi(f —9)
d(f,g) =S 2 i PN =9 ¢ DK, 5.7
o)=Y (K) (5.7)
wobeil p; = pZK”,i € N, die Seminormen aus (5.6) sind. Aus Bemerkung 4.12 folgt daher die
Vollstiandigkeit von D(£2).

Bemerkung 5.10. Aus Satz 3.9 (i) erhalten wir, dass
B:={V CD(K): V konvex, kreisformig, D(K,) NV € Up g, (0)}

eine 0-Umgebungsbasis von 7 in D(Q2) ist. In vielen Funktionalanalysisbiichern wird durch
Angabe dieser 0-Umgebungsbasis die lokalkonvexe Topologie T auf D(2) eingefiihrt, ohne dabei
genauer auf induktive Limiten einzugehen, zum Beispiel [R].

In Partiellen Differentialgleichungen wird hingegen meistens statt einer expliziten Definition der
Topologie auf D() einfach nur der Konvergenzbegriff fiir eine Folge (¢, )nen in D(Q2) eingefiihrt.

SaTz 5.11. Sei (D(RQ),T) der induktive Limes der (D(Ky), Tn)nenN-

Dann konvergiert eine Folge (¢n)nen aus D genau dann gegen 0, in Zeichen ¢y, SR 0, wenn es
eine kompakte Menge K C § mit supp ¢, C K fiir alle n € N existiert und fir alle i € Ny gilt,
dass limy,_s oo piK(gbn) =0.

Beweis. Sei (¢, )nen eine konvergente Folge gegen 0. Die Menge B := {¢,: n € N} ist be-
schrinkt im Sinne von Definition 4.11, da fiir jede Nullumgebung U in D(€2) nur endlich viele
Folgenglieder nicht in U liegen. Jede Nullumgebung ist absorbierend, daher kann die Menge U
durch Skalierung mit k > 1 so vergroflert werden, dass B C kU.

Wegen Bemerkung 4.12 (ii) existiert ein n € N, sodass B C D(K,) und B ist beschrinkt in
D(K,), d.h. alle ¢,,,n € N, liegen in D(K,,). Daher gilt supp ¢, C K,,. Da die Topologie 7, auf
D(K,,) gerade die Spurtopologie von T ist, konvergiert die Folge (¢, )nen auch in D(K,,) gegen
0.

Die Folge (¢n)nen konvergiert somit in D(2) genau dann gegen 0, wenn es ein K, gibt, sodass
supp ¢, C K, fiir alle n € N und (¢, )nen in D(K,,) konvergiert.

Wegen Bemerkung 5.9 ist D(K,) vollstdandig und wird von der Metrik (5.7) erzeugt. Konver-
genz einer Folge bzgl. der Topologie ist bekanntlich &quivalent zur Konvergenz der Folge bzgl.
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der Metrik. Daher konvergiert (¢, )nen in der Metrik gegen 0. Offensichtlich bedeutet das aber
genau, dass (¢ )nen fiir jede Norm pi" gegen 0 konvergiert. O

5.2 Keime holomorpher Funktionen

Weiters betrachten wir noch ein Beispiel fiir einen induktiven Limes, der kein strikter induktiver
Limes ist.

Definition 5.12. Seien X,Y topologische Riéume, f,g: X — Y Abbildungen und z € X.
Dann sagen wir, dass f und g dem selben Keim von Funktionen beziiglich x entstammen,
wenn eine Umgebung U von x existiert, fiir die gilt, dass f|y = g|u.

Dies definiert die Aquivalenzrelation: f ~, g :< 3U € U(z): flu = glu.

Sei K C C eine nichtleere, kompakte Menge. Bezeichne mit ~g die Aquivalenzrelation, die
durch f ~g ¢g:< 33U DO K offen: f|y = g|y definiert ist.

Definition 5.13. Sei nun X = C und K C C eine nichtleere, kompakte Menge. Dann bezeichnen
wir mit

H(K):={f: C— C: 3U D K offen, f|y ist holomorph}/.

den Raum aller Keime holomorpher Funktionen um K.
Bemerkung 5.14. Definieren wir auf H(K) die Addition durch
ok + 9ok =1 +9lies [flks 9]y € H(K)
und die Skalarmultiplikation durch
Aflie = M flage, [flag € HIK), A€ C,

dann sind sie wohldefiniert. Denn fiir zwei Funktionen f, g, die auf offenen Mengen U; 2 K
bzw. Us O K holomorph sind, ist f + g auf dem der offenen Menge U; N Uy O K holomorph.
Fiir A € C und eine Funktion f, die auf der offenen Menge U O K holomorph ist, ist Af wieder
holomorph auf U D K. Damit wird H(K) zu einem Vektorraum.

Bemerkung 5.15. Wir konstruieren nun ein direktes System von lokalkonvexen Hausdorffschen
topologischen Vektorrdumen.

Sei K C C eine nichtleere, kompakte Menge. Nun wihlen wir eine fallende Folge (U, ),en offener
Mengen mit U,, D U, 41 und ﬂneN U, = K. Zusitzlich wihlen wir fir jedes n € N die offene
Menge U, so, dass sie keine Gebiete! enthiilt, die mit K nichtleeren Schnitt haben. Diese Wahl
ist moglich, siehe [R2].

Definieren wir nun A,, := {f € C(U,): f holomorph auf U, }, dann ist dieser Raum versehen
mit der Supremumsnorm

/14, = sup |f(z)

IGUn

, feA,

ein Banachraum, insbesondere ein lokalkonvexer Hausdorffscher topologischer Vektorraum. Die
Einschrinkungsabbildung g, : A, — A,+1 ist linear und stetig fiir n € N, da fiir f, h € A, gilt,
dass

19n(f) = g 4nia = If oy = Plollane: < 17— hlla,

'Ein Gebiet ist eine nichtleere, offene und zusammenhingende Menge.
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Auflerdem ldsst sich durch die Abbildung

F F {f auf U (5.8)

tn: Ay = H(K), f = [fl~, wobel f= 0 aufC\T,

A, offensichtlich in H(K) einbetten.

LEMMA 5.16. Seien A, und v, fiir alle n € N wie in Bemerkung 5.15 definiert.
Dann gilt fiir allen € N

(1) i ist injektiv

(11) tn(An) C tn(Any1) fiir allen € N

(ii1) Upeny tn(An) = H(E).

Beweis.

(i)

(iii)

Fiir n € N seien f,g € A, mit t,(f) = tn(g). Bezeichne mit f und § die auf C mit 0
fortgesetzten Abbildungen von f bzw. g. Dann stimmen f und § auf einer offenen Menge
U DO K iiberein, insbesondere auf der offenen Menge U, N U. Jede offene Menge lisst
sich als Vereinigung von hochstens abzdhlbar vielen disjunkten Gebieten darstellen. Da
wir Uy, so konstruiert haben, dass sie keine Gebiete enthilt, die mit K nichtleeren Schnitt
haben, stimmen f und ¢ auf jedem Gebiet von U, auf einer offenen Teilmenge iiberein.
Der Identititssatz fiir holomorphe Funktionen, siehe [R2], liefert nun, dass f und § auf
jedem dieser Gebiete iibereinstimmen, daher auf ganz U,. Wegen der Eindeutigkeit der
stetigen Fortsetzung auf U,, gilt daher f|ﬂ =glg, dh. f=g.

Sei f € Ap und f die auf C durch 0 fortgesetzte Abbildung von f. Dann ist nach Definition
[flek € tn(An). Wegen Upy1 C Uy, bzw. Upyr C U, ist flu,,, = flu,., holomorph und

n+1

flo— = [l stetig. Damit ist [f]~ € tn(An).

n+1

Sei nun F' € H(K) und g ein Représentant aus der Restklasse F'. Dann existiert ein U O K
offen, sodass f|y holomorph ist. Da (U, )nen eine fallende Mengenfolge offener Mengen mit
Mhen Un = K ist, existiert ein n € Nmit U, C U. Wegen U,,41 C U, C U ist f|ﬁ+1 stetig
und auf U, 11 holomorph, also f]m € Apt.

Wegen tny1(flg7) = F erhalten wir H(K) € U,entn(4n), insgesamt also H(K) =

UnGN Ln(ATL)
U

Bemerkung 5.17. Da fiir n € N die Abbildung ¢,: 4, — Hy, := t,(Ay) bijektiv ist, kann A4,
mit H,, identifiziert werden. Durch die Bijektion ¢,, kann auf H(K) eine Norm bzw. Topologie
definiert werden. Wenn 7!, die von der Supremumsnorm induzierte Topologie auf A,, ist, dann
ist T, := tn(7,)) eine lokalkonvexe Hausdorffsche Topologie auf H,,. Damit ist ¢,, ein linearer
Homd&omorphismus von A,, nach H,,. Definiere nun g, := tp41 0 gn 0 ¢, ! fiir n € N, dann ist g,
stetig und linear.

Nun ist ((Hp)neN, (Gn)nen) ein direktes System. Betrachtet man dieses direkte System nun als
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direktes System von Vektorrdumen, so kann der induktive Limes mit H (K) identifiziert werden.
Im Allgemeinen erfiillt dieses direkte System jedoch die Eigenschaft 7,11|m, = 7, nicht. Die
Existenz eines induktiven Limes muss also eigens nachgerechnet werden, zu zeigen ist, dass die
lokalkonvexe finale Topologie auf H(K) Hausdorff ist.

Da der Beweis der Hausdorffeigenschaft von H(K) einige Vorkenntnisse iiber holomorphe Funk-
tionen benotigt, wird an dieser Stelle auf das Skriptum [BS] verwiesen, wo der genau Beweis zu
finden ist.
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