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1 Einleitung

In der vorliegenden Seminararbeit werden die Axiome der Zermelo-Frinkel-Mengenlehre voraus-
gesetzt. Ziel dieser Arbeit ist, die mathematische Gleichwertigkeit einiger bekannter Resultate
zum Auswahlaxiom herauszuarbeiten, darunter das Lemma von Zorn, der Wohlordnungssatz
und der Satz von Tychonoff. Zuletzt werden als interessante Konsequenzen aus dem Auswahl-
axiom die Unlosbarkeit des Mafiproblems und das Banach-Tarski-Paradoxon vorgestellt. Wir
verwenden dabei die folgende Formulierung des Auswahlaxioms: Sei (A;);ecr eine beliebige Fa-
milie nichtleerer Mengen, dann gilt

[TAi={f:1—={JA|fi)eAViel}£0

il el

Wir bezeichnen eine Funktion f € [],.; A; auch als Auswahlfunktion. Wir setzen insbesondere
voraus, dass die folgenden beiden Aussagen aus dem Zermelo-Friankel-System ohne Verwendung
des Auswahlaxioms ableitbar sind:

A. Jedes endliche Produkt nichtleerer Mengen ist nichtleer

B. Ist (4;)ies eine Familie nichtleerer Mengen, sodass wir fiir jedes ¢ € I ein eindeutiges Element
a; € A; angeben konnen, dann ist die durch (i) = a; definierte Funktion eine Auswahlfunk-
tion.

Beispiel 1.1. Sei A, := R\ {z}. Es fillt leicht, fiir die Familie (A;),cr eine Auswahlfunktion
anzugeben: Sei dazu z.B. einfach f(x) = x — 1. Wir brauchen hier wegen Punkt B nicht das
Auswahlaxiom um einzusehen, dass [[,cp Az # 0 gilt.

Beispiel 1.2. Indem wir die Familie aller nichtleeren Teilmengen von R betrachten, erhalten
wir mit dem Auswahlaxiom die Existenz einer Funktion f : P(R)\ # — R. Es fillt schwer, sich
eine explizite Funktionsvorschrift fiir eine solche Funktion auszudenken, da man dazu wohl die
Potenzmenge von R bestimmen miisste.



2 Ordnungstheoretische Grundlagen

Dieses Kapitel beruht auf [4]. Um zu zeigen, dass das Lemma von Zorn und der Wohlord-
nungssatz aus dem Auswahlaxiom folgen, werden wir zunéchst einen ordnungstheoretischen
Fixpunktsatz beweisen. Dazu benétigen wir einige Definitionen:

Definition 2.1. Sei T eine Menge, sei < eine Relation auf T" die die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

e Transitivitit: (a <bund b<c¢) =a<c Va,b,ceT
e Asymmetrie: a <b=b<a Va,beT

dann nennen wir (7, <) eine strikte Halbordnung. Wir werden im Folgenden einfach von
einer Halbordnung sprechen, durch die Verwendung des <-Symbols wird angedeutet, dass eine
strikte Halbordnung gemeint ist. Weiters gehen wir davon aus, dass die Festlegung von >, <, >
klar ist.

Definition 2.2. Sei (T, <) eine Halbordnung. Wir nennen (7, <) Totalordnung, falls zwei be-
liebige Elemente a,b € T vergleichbar sind, d.h.

Va,beT :(a<b)V(b<a)
Wir bezeichnen eine totalgeordnete Teilmenge einer Halbordnung auch als Kette.

Definition 2.3. Sei (T, <) eine Halbordnung. Dann nennen wir (7', <) Wohlordnung, falls
jede nichtleere Teilmenge von T ein kleinstes Element besitzt, d.h.

VS#(, SCTIspeS: sp<s VseS

Definition 2.4. Sei (T, <) eine Halbordnung. Eine Teilmenge S von T heifit initiales Segment
von T, falls S die Bedingung

VseSreT :r<s=ref
erfiillt. Fiir t € T' definieren wir die Sektion von ¢ als
Ty :={seT|s<t}
Lemma 2.5. Sei (T, <) eine Halbordnung. Dann gilt:

i) Jede Sektion ist initiales Segment
ii) T ist initiales Segment, aber keine Sektion
iit) Ist jedes S; fiir i € I initales Segment, dann ist auch U;c1S; initales Segment

Lemma 2.6. Sei (T, <) eine Wohlordnung, S C T. Dann ist S initiales Segment genau dann,
wenn S =T, fir eint €T ist.

Beweis. Wir nehmen an, S sei initiales Segment. Es ist S¢ # (), und da T wohlgeordnet ist, hat
S¢ ein kleinstes Element sg. Da jede Wohlordnung eine Totalordnung ist, folgt S = T,. Die
Umkehrung ist offensichtlich. O



Satz 2.7 (Fixpunktsatz). Sei (T, <) eine Halbordnung mit der Eigenschaft, dass jede Kette in
T ein Supremum (=kleinste obere Schranke) hat. Ist eine Abbildung f

f:T—->T

gegeben, die die Bedingung
VieT: f(t) >t

erfillt, dann hat f einen Fixpunkt in T, d.h. es existiert ein to € T mit f(ty) = to.

Beweis. Da jede Kette in T' ein Supremum hat, ist die Funktion

g:{Kettenin T} - T, C+ sup(C)

wohldefiniert. Jede Sektion C einer Kette C' ist wiederum eine Kette, also ist g(Cy) fiir alle
t € T wohldefiniert. Wir bezeichnen eine Kette C', die wohlgeordnet ist und

flg(Cy)) =t vteC

erfiillt, als f-Kette.

Behauptung: Jedes initiale Segment einer f-Kette ist wiederum eine f-Kette: Sei B initiales
Segment von C, und sei C eine f-Kette. Der Fall B = C ist trivial, sei also B # C. Da C
wohlgeordnet ist, konnen wir Lemma 2.6 anwenden, daher gibt es ein s € C' mit B = Cs. Fiir
t € B folgt B = (Cs)r = Cy, womit f(g(Bt)) = f(g(Cy)) =t fiir alle t € B gezeigt ist.

Behauptung: Sei C eine f-Kette, S die Menge aller initialen Segmente von C, dann ist (S, C)
eine Wohlordnung: Sei (S;);cs eine nichtleere Familie initialer Segmente von C' mit O.B.d.A.
S; # C. Nach Lemma 2.6 gibt es fiir jedes i € [ ein t; € C mit S; = Cy,. Ist t; (j € I) kleins-
tes Element der Menge {t; | i € I}, dann ist S; = C;, beziiglich C kleinstes Element von (S;)icr.

Die folgende Tatsache ist ein zentraler Punkt im Beweis dieses Satzes:

Behauptung: Seien C, D jeweils f-Ketten. Dann ist entweder C initiales Segment von D oder D
initiales Segment von C: Nehmen wir an, D sei kein initiales Segment von C. Definieren wir S
als die Menge aller initialen Segmente von D, so wissen wir aufgrund der vorigen Behauptung,
dass (S, C) eine Wohlordnung ist. Die Menge aller initialen Segmente von D, die keine initialen
Segmente von C sind, enthélt nach Voraussetzung D, ist somit nichtleer und hat deshalb ein
(beziiglich C) kleinstes Element A.
Die Menge A hat ein grotes Element: Hatte A kein groites Element, so wire die Menge A,U{a}
fiir jedes a € A echte Teilmenge von A und somit nach Definition von A initiales Segment von
C. Damit wére aber auch

U AsU{a}=A

acA
initiales Segment von C, Widerspruch. Sei also ¢ das grofite Element von A.
A; ist sowohl initiales Segment von C als auch von D. Gilt A; = C, so sind wir fertig. Wir
wollen also die Annahme A; # C auf einen Widerspruch fithren: Im Fall A; # C besitzt die
Menge C'\ A; als nichtleere Teilmenge einer Wohlordnung ein kleinstes Element u. Wir zeigen

Dt:At:Cu

Um die erste Gleichheit einzusehen, erinnern wir uns daran dass A = A; U{t} initiales Segment
von D ist und daher fiir d € D mit d < ¢ schon d € A, folgt. Fiir die zweite Gleichheit wenden



wir Lemma 2.6 auf A; aufgefasst als initiales Segment von C' an und erhalten A; = C, fiir ein
z € C. Die Annahme u < z fithrt auf u € Ay, Widerspruch. Es muss also A; = C, C C,, gelten.
Die jeweiligen anderen Inklusionen sind offensichtlich.

Unter Ausniitzung der Tatsache, dass C' und D jeweils f-Ketten sind, erhalten wir

t=f(g9(Dr) = f(9(Cu)) =u

Woraus folgt, dass A = A, U {t} = C, U {u} initiales Segment von C ist, im Widerspruch zur
Definition von A. Damit muss also C' initiales Segment von D sein.

Sei S die Vereinigung aller f-Ketten in 7. Um den Beweis abzuschlieflen, zeigen wir

S#0
S ist wohlgeordnet

f(g(Sy)) fur alle t € S, S ist also f-Kette
Keine echte Obermenge von S ist f-Kette

1
2
3

)
)
)t
4)
1) Trivialerweise ist die leere Menge eine Kette, also konnen wir ¢ := g(0)) und C := {f(¢)}
setzen. Damit folgt f(g(Cy))) = f(g(0)) = f(¢) und somit ist C eine f-Kette.
2) Sei W C S, W # (. Fiir z € W gibt es eine f-Kette C mit z € C. Sei V := W N C, dann
gibt es da C' wohlgeordnet ist ein r € V' sodass r < v fiir alle v € V erfiillt ist. Fiir w € W gibt
es eine f-Kette D mit w € D. Ist D initiales Segment von C, so folgt D C C und somit r < w.
Ist C initiales Segment von D mit O.B.d.A. C # D, dann gilt C = D; nach Lemma 2.6 fiir ein
t € D und es folgt r < w.
3) Sei t € 5, sei A eine f-Kette die ¢t € A erfiillt. Dann gilt Sy = Ay: Ist y € Sy, so gibt es eine
f-Kette B mit y € B. Ist A initiales Segment von B, folgt wegen y < t und ¢t € A unmittelbar
y € Ay. Ist B initiales Segment von A, so folgt direkt B C A und damit ebenfalls y € A;. Damit
ergibt sich

t=f(g(Ar)) = f(g(5)) VieS

Es ist daher S wiederum eine f-Kette, und offenbar kann es keine echte Obermenge von S
geben, die ebenfalls f-Kette ist.

Das niitzen wir aus, um einen Fixpunkt ¢y der Abbildung f zu finden. Wir setzen

to == f(g(5)) = g(9)

to ist damit eine obere Schranke von S. Wére ¢y ¢ S, so wire S U {to} eine f-Kette, die eine
echte Obermenge von S wiire, ein Widerspruch zu 4). Daher ist ty € S und ¢ty < g(.9), es folgt
to = g(5). Wir erhalten insgesamt

to = f(9(5)) = f(to)



3 Das Lemma von Zorn

Das folgende Kapitel beruht auf [1].

Definition 3.1. Es sei daran erinnert, dass wir ein Element m € T genau dann maximal

nennen, wenn
m<t VteT

erfiillt ist, d.h. es gibt in T kein mit m vergleichbares Element, das echt grofler als m ist.
Maximale Elemente brauchen keine grofiten Elemente zu sein. Wir formulieren nun das Lemma
von Zorn:

Satz 3.2 (Lemma von Zorn). Sei (T, <) eine Halbordnung mit der Figenschaft, dass jede Kette
in T eine obere Schranke in T hat. Dann gibt es in T ein mazimales Element.

Satz 3.3. Das Auswahlaxiom ist dquivalent zum Lemma von Zorn.

Beweis. [=]: Es gelte das Auswahlaxiom. Wir fithren den Beweis indirekt: Hat (7, <) kein
maximales Element, so ist fiir jedes x € T die Menge

T :={teT:x <t}
nichtleer, und nach dem Auswahlaxiom gibt es eine Funktion ¢ mit
po: T — UTw x> p(r) e T”
zeT

Die Funktion ¢ erfiillt also insbesondere

p(z) >z

Sei C die Menge aller Ketten in (7, <). Dann ist (C, C) eine Halbordnung. Nach Voraussetzung
hat jedes C € C eine (beziiglich <) obere Schranke in T, unter Verwendung des Auswahlaxioms
konnen wir deshalb eine Funktion g definieren, sodass g(C') obere Schranke von C' ist. Wir
definieren eine Funktion f

f:C—=C C—CU{p(g(C))}
Offenbar gilt fiir ¢ € C stets ¢(g(C)) > ¢, damit folgt

¢ < f(o) (1)

Die Elemente einer Kette in (C, C) sind Ketten in (7', <). Fiir eine solche Kette (C;);er in C gilt
(sup beziiglich Q)

sup((Ci)ier) = | JCi e
icl
Wir kénnen daher Satz 2.7 auf (C,C) (bzw. (C,<)) zusammen mit der Funktion f anwenden,
und erhalten die Existenz einer Kette Cy € C mit f(Cp) = Cp, ein Widerspruch zu (1).

[«<]: Es gelte das Lemma von Zorn. Sei (A;);ecr eine Familie nichtleerer Mengen. Wir definieren

A= UT4

JCIieJ

Im Folgenden wird es niitzlich sein, die Elemente von A als Relationen aufzufassen.



Eine Relation f C I x |J;c; A; liegt genau dann in A, wenn f die Bedingungen
1. (lbe)e f = xz€ A;

2. (i,z),(l,y) € f = z=uy.

erfiillt. Damit wird (A, C) zu einer Halbordnung, in der offenbar f C g genau dann gilt wenn g
eine Fortsetzung von f ist.

Wir wollen nun zeigen, dass jede Kette in A eine obere Schranke hat. Sei dazu C eine Kette in
(A, C) und sei fy die Vereinigung iiber alle f in C. Wir iiberzeugen uns davon, dass fy in A
liegt:

1. Sei (i,x) € fo. Dann gibt es ein g € C' mit (i,2) € g und es folgt = € A;.

2. Sei (i,x), (i,y) € fo. Dann gibt es f,g € C' mit (i,z) € f, (i,y) € g. Da C eine Kette ist,
koénnen wir O.B.d.A annehmen, dass f C g, woraus (i, z), (i,y) € g folgt und wegen g € A
weiter T = y.

Offenbar ist fp das Supremum von C. Nach dem Lemma von Zorn hat (A, C) ein maximales
Element F. Sei M der Definitionsbereich von F'. Wir wollen nun die Annahme M C I auf einen
Widerspruch fithren: Fiir ig € I\ M sei y € A;, (das Auswahlaxiom wird hier nicht gebraucht,
sieche Punkt A, Kapitel 1). Sei

g:=FU{(io,y)}

Dann gilt g € A und F' C g im Widerspruch zur Definition von F. Also muss M = I gelten und
es folgt

Fel]A

il



4 Der Wohlordnungssatz

Das folgende Kapitel beruht auf der Darstellung in [3].

Satz 4.1 (Wohlordnungssatz). Sei T eine beliebige Menge. Dann kann auf T eine Relation <
definiert werden, sodass (T, <) eine Wohlordnung ist.

Satz 4.2. Der Wohlordnungssatz ist dquivalent zum Auswahlaziom.

Beweis. [«<]: Nach Satz 3.2 kénnen wir annehmen, dass das Lemma von Zorn gilt. O.B.d.A. sei
T # (. An dieser Stelle sei daran erinnert, dass eine Relation < auf einer Menge A als Teilmenge
von A x A definiert ist. Die folgende Menge besteht daher aus geordneten Paaren von Mengen:

P :={(B,<p): B CT und (B, <p) ist Wohlordnung}

Diese Menge ist nichtleer, da fiir jedes t € T' die Menge ({t},0) in P liegt.Wir versehen P mit
einer Ordnungsstruktur:

(B,<)<(C,<)< BCC und Va,beB:la<b<a<b und Vbe B,Vee C\B:[b< (|

Damit wird (P, <) zu einer Halbordnung. Sei C eine Kette in (P, <). Dann ist mit den Defini-

tionen

S = U B <g:= U <B

(B,<p)eC (B,<p)eC

(S, <s) wohlgeordnet: Sei A eine nichtleere Teilmenge von S. Sei a € A beliebig, dann kénnen
wir (B, <) € C mit x € B wihlen. Damit ist A N B eine nichtleere Teilmenge von B und hat
daher ein beziiglich < kleinstes Element x. Wir zeigen, dass es kein y € A mit y <p « gibt:
Gibt es ein solches y, so kann man (C, <) € C mit z,y € C und y < x wéhlen. Da C eine Kette
ist, muss einer der beiden folgenden Fille eintreten:

1. (C,<) <X (B,<): Esfolgt y € C C B und damit y € AN B, aus y < z folgt weiters y < x
im Widerspruch zur Definition von z.

2. (B,<) < (C,<): Wie in Fall 1) iiberlegt fiihrt die Annahme y € B auf einen Widerspruch,
es muss also y € C'\ B gelten. Es folgt z < y im Widerspruch zur Wahl von C.

Damit hat A ein kleinstes Element und somit ist (S, <g) eine Wohlordnung. Offenbar ist (.5, <g)

eine obere Schranke von C. Wir haben daher gezeigt, dass jede Kette in (P, <) eine obere

Schranke hat.

Aus dem Lemma von Zorn folgt nun die Existenz eines maximalen Elements (M, <) € P.

Angenommen, es wire M # T, dann kénnen wir ein ¢ € T'\ M wéhlen und setzen
C:=MU{t} <c=<U{(m,t):meM}

Damit haben wir ein Element (C,<¢) € P gefunden, sodass (M, <) < (C,<¢) gilt, Wider-
spruch. Es muss daher M = T gelten, was zu zeigen war.
[=]: Sei (4;)icr eine Familie nichtleerer Mengen. Nach dem Wohlordnungssatz kénnen wir auf

T := U, Ai eine Relation < definieren, sodass (7', <) wohlgeordnet ist. Setzen wir fiir i € I

©(i) := kleinstes Element von A;

@GHAi

il



5 Satz von Tychonoff

Dieses Kapitel beruht auf [7].

Satz 5.1 (Satz von Tychonoff). Seien (X;, T;) kompakte topologische Raume. Dann ist [ [;c; X;
versehen mit der Produkttopologie kompakt.

Satz 5.2. Das Auswahlaxiom ist dquivalent zum Satz von Tychonoff

Beweis. Fir die Implikation [=] verweisen wir auf [8].
[<]: Sei (A;)ier eine Familie nichtleerer Mengen. Wir setzen

Damit ist (X;,7;) kompakt. Nach dem Satz von Tychonoff ist auch X := [[,.; X; mit der
Produkttopologie 7" kompakt. Betrachten wir nun in X die Familie (Oj);cr in T offener Mengen,

die durch

Xi i F ]

{43 i=y
definiert ist. Wir zeigen, dass es keine endliche Teiliiberdeckung Oj,,...,0;, von X geben
kann: Sei ¢ € [[;_; 4j, (wegen der Endlichkeit des Produkts wird hier das Auswahlaxiom nicht
gebraucht, sieche Punkt A, Kapitel 1). Indem wir ¢(i) = A; fiir alle i # j1,...J, festlegen,
kénnen wir ¢ zu einer Funktion auf X fortsetzen, die aber nicht in [ J;_; Oj;, liegt. Es kann also
Ujes O keine Uberdeckung von X sein. Daraus folgt, dass es eine Funktion f € X \ U;c; O;
gibt. Das bedeutet genau, dass fiir kein j € I die Bedingung f(j) = A; erfiillt sein kann, also
folgt

Oj = HBZ‘J' wobei Bi,j =
el

fGyed; viel = fe]]4

icl



6 UnlGsbarkeit des Mafiproblems

Dieses Kapitel beruht auf der Darstellung in [2]. Unter dem Mafiproblem verstehen wir die
folgende Fragestellung: Existiert eine Abbildung p : P(R™) — [0, 00|, die die Eigenschaften

e Kongruenz: u(A) = p(B) falls A kongruent zu B ist

e Normiertheit: p([0,1]") =1

o o-Additwitit: p(Un—y An) = > oy u(Ay) falls A;NA; =0 fiir i # j
erfiillt? Der Titel dieses Abschnitts nimmt die Antwort vorweg.

Satz 6.1. Das Mafproblem ist fiir alle n € N unldsbar.

Beweis. Wir betrachten zunédchst den Fall n = 1. Wir wollen einen indirekten Beweis fiithren.
Definiere

r~y & z—yeQ
Sei (z; + Q)ier mit z; € R die Familie aller Nebenklassen dieser Aquivalenzrelation. Die Menge
{x; : i € I} sei also ein vollstédndiges Reprisentantensystem. Wegen x; — |x;| € [0, 1] sehen wir
ein, dass fiir alle ¢ € I stets (x; + Q) N [0,1] # 0 gilt. Nach dem Auswahlaxiom gibt es deshalb
eine Funktion ¢ mit

pe H(xz +Q) N [Oa 1]

el
Wir setzen
Vi=e()

Diese Menge V' hat nun die folgenden beiden Eigenschaften:

1. Sind p,q € Q und p # g dann ist (p+ V)N (¢+ V) = 0: Definitionsgemif enthiilt V' genau
ein Element aus jeder Nebenklasse. Gébe es vi,vo € V mit p + v1 = ¢ + ve, so wiirde
v1 ~ vo und vy # vy folgen, ein Widerspruch.

2. Sei (gn)nen eine Abzéhlung der rationalen Zahlen im Intervall [—1,1]. Dann gilt [0,1] C
Un21(gn+V): Da die Nebenklassen einer Aquivalenzrelation eine Partition bilden, gibt es
fir x € [0,1] ein i € I, sodass z in (z; + Q) liegt. Fiir ¢(i) = v € V gilt dann = ~ v, daher
gibteseinge Qmit g=2—ve[-1,1],esfolgt z =qg+v e (¢g+V)CU 2 (gn + V).

Wegen dem zweiten Punkt gilt daher
(o9}
U g+ V) C[-1,2]

Nehmen wir nun an, wir hitten ein Mafl u gefunden, das das Mafiproblem 16st. Wegen der
o-Additivitiat wiirde aus A C B dann p(A) < u(B) folgen, und wir erhalten unter Ausniitzung

der Normiertheitseigenschaft
o0
1§u<U(qn+V)> <3

n=1
Wobei u([—1,2]) = 3 aus [—1,2] = [-1,0] U [0,1] U [1,2] und der sich aus der Kongruenzeigen-
schaft ergebenden Translationsinvarianz von p folgt. Wegen Figenschaft 1 sind nun die Mengen
gn + V paarweise disjunkt, und wir erhalten

1<) plgn+V) <3

n=1



Wegen der Translationsinvarianz von p gilt aber p(g; + V) = pu(g; + V) fiir alle 4,5 € N, wir
konnen also ¢ := u(q1 + V') > 0 setzen und erhalten den gewiinschten Widerspruch

o0
1§Zc§3
n=1

Damit erhélt man auch sofort die Unlosbarkeit fiir beliebiges n € N: Wéare néamlich u, eine
Losung des n-dimensionalen Mafiproblems, so kénnte man durch

u(A) = (A x [0,1]71)
eine Losung des eindimensionalen Problems erhalten. O

Bemerkung 6.2. Da das Lebesgue-Maf} auf der o—Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen
die Axiome einer Losung des Mafiproblems erfiillt, folgt unmittelbar, dass die im obigen Be-
weis konstruierte Menge V nicht Lebesgue-messbar sein kann. Dabei ging das Auswahlaxiom
wesentlich ein, es gilt sogar, dass die Existenz von nicht Lebesgue-messbaren Teilmengen der
reellen Zahlen in ZF ohne Verwendung des Auswahlaxioms nicht bewiesen werden kann, siehe
dazu [5].

7 Das Banach-Tarski-Paradoxon

Wir wollen zuletzt noch ein bizarr anmutendes Ergebnis anfithren (jedoch nicht beweisen), das
unter Verwendung des Auswahlaxioms hergeleitet werden kann:

Satz 7.1 (Banach-Tarski-Paradoxon). Es sein > 3 und A, B C R" seien beschrdankte Mengen
mit nichtleerem Inneren. Dann gibt es eine Partition von A = Ule A; mit paarweise disjunkten
Mengen A; und eine Partition von B = Ule B; mit paarweise disjunkten Mengen B;, sodass
fir alle i € {1,...,k} die Menge A; kongruent zu B; ist.

Ein Beweis kann etwa in [6] nachgelesen werden. Zur Illustration, was die paradoxen Konsequen-
zen dieses Satzes sind: Aus diesem Resultat ldsst sich beispielsweise folgern, dass es moglich ist,
eine Kugel im R? zu partitionieren und die dabei entstehenden Mengen auf eine solche Weise
Translationen, Drehungen und Spiegelungen zu unterziechen sodass die Bilder dieser Mengen
danach eine Partition zweier Kugeln mit gleichem Durchmesser bilden (oder von 10° Kugeln
mit tausendfachem Durchmesser...).

Bemerkung 7.2. Indem man z.B. das oben angefiihrte Beispiel mit der Kugel im R3 betrachtet,
sieht man sofort ein, dass die Partitionen in Satz 7.1 im Allgemeinen nicht Lebesgue-messbar
sind.

10
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