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1 FEinleitung

1 Einleitung

In dieser Arbeit wollen wir einen Beweis des Primzahlsatzes préisentieren und diskutie-
ren. Die Darstellung orientiert sich an [S| und [W]; detaillierte Referenzen werden als
Fufnoten angefiihrt.

Der Primzahlsatz gibt eine asymtotische Aussage iiber die Anzahl der Primzahlen. Be-
zeichne mit P die Menge aller Primzahlen, und

m(z)=HpeP:p <z}

f(z)

Wir schreiben f ~ g, wenn lim, ,,, —= = 1.
g(x)
Satz 1.1. []] (Primzahlsatz)

FEs gilt m(z) ~ Iog(2)

Der Beweis des Primzahlsatzes verwendet analytische Figenschaften der Riemann-Zeta

1 2
Funktion ((s) := 37,y n™*, wobei fiir y € Ry y* == exp(s - log(y) = 3 ey, & (;gg;—(y»

definiert ist. Als gleichméfiger Grenzwert analytischer Funktionen stellt ((s) cine auf
zumindest {s € C: R(s) > 1} analytische Funktion dar.

L[S, S. 61]



2 Grundlegendes

2 Grundlegendes

Diese Arbeit gliedert sich in mehrere Abschnitte. Zunichst zeigen wir einige zum Prim-
zahlsatz dquivalente Aussagen.

Hierzu definiern wir 0(z) :== 3 p <, log(p) und ¥(z) := 3y <, A(n), mit

A= { los) Jatton =5+

0, sonst

Satz 2.1. []| Es sind dquivalent:
x

log(z)
2. 0(z) ~x

1. m(z) ~

3. Y(x) ~ =z, firz — oo .
Beweis. Es gilt 0(x) < 7(z)log(x). Sei r(x) definiert durch 6(x) = z(1 + r(x)). Dann

gilt m(x) > 77 (1 +r(2)). Fiir ¢ € (0,1) gilt 7(27) < 27 und damit:

O(x)> Y log(p) > log(x?)(m(x) — (%)) > qlog(x)(m(z) — ),

peP, xi<p<lzx

also 7(x) < qlog(x)(l +r(z)) + 2.

) x
Wenn wir ¢ =1 — \/@ setzen, erhalten wir 7(z) < o (7) (1+ R(x)), mit
1 _ 1
R(z) = 1+ (L4 r(m)) (1 — ———) " + log(a)a Vo

log()

1
Dalim, 0 (1— ) = 1lund lim, , log(z)x vs@® = 0ist, folgt daraus lim sup,_, . r(z) =

A\ /log(x

limsup,_,., R(z) und liminf, ,,, r(z) = liminf, ., R(z).

2. = 1. Dalim, . r(z) = 0 gilt , folgt lim, o, R(z) = 0, und damit folgt m(x) ~ e
1. = 2.: Nun gilt limsup,_,. 7(z) < 0 und liminf, ,. R(x) > 0, also lim,_,,, r(z) = 0.
2. & 3.: Es ist zu zeigen, dass ¢(z) = 0(z) + O(log(z)+/x) ist. Nun ist

U(a) = 0(x) <log(x) - [{(k,p): k > 2,p" < a}].
Also geniigt es zu zeigen, dass
{(k,p): k> 2,p" <a}| = O(Vz).

Aus p* < 2 folgt p < ¥z und k < igig; < l?ng Und damit folgt die Abschéitzung:

{kp)ikz2p" <a}l< 3 Vo=vat+ ) \/_<\/_+10g()\/_ O(/x).

2<k<loele) 3<k<lEly)
og 2 log 2

[]

2[W, S. 2 £]



2 Grundlegendes

Lemma 2.2. [| (Euler Produkt)
Das Produkt [[,cp(1 — p~°)~" konvergiert auf der Halbebene {s € C: R(s) > 1} lokal
gleichmdfig, hat dort keine Nullstellen und stellt ((s) dar. Es gilt

%(—Mg(as)) =S A

¢(s)

Beweis. Da

_s = ZkeNO (pis)k = ZkeNO (pk)is fOlgt Hpep(l_pis)il = HpeIP’ ZkENo (pk)is'

Nun hat jedes n € N eine eindeutige Primfaktorenzerlegung. Daraus folgt
II > o) =1+ 2. n.
pEP, po<p<p1 kENp n>1, n hat nur Prim faktoren p€[po,p1]
Man beachte, dass die hier auftretenden Reihen absolut konvergieren. Fiir s = o 4t gilt
| H (1—-p ) t—1< Z n=? < Z n’.
pEP, pE€[po,p1] n>1, n hat nur Prim faktoren p€[po,p1] n>po

Daraus folgt, dass das FEuler-Produkt lokal gleichméfig konvergiert. Mit py = 2 und
pr— oo gilt [ p(1 — pE) Tt =0 ewn

Mit
d d —s\—1\ __ d —s\ __ d -5\ __
3 loa(C(s) = (o [ Ja=p™)7") = (D _log(1-p™) = 3 _ -log(1-p™) =
peP peP peP
log kyos _
=D =D s Y () =) Al
peP peP keN neN
folgt das Gewdiinschte. O]

Lemma 2.3. [/] Sei ¢ > 0, dann gilt

L[ o Ly, fallsy>1
57 - Yi(s(s+1)) " ds= { 0 sonst )

Fiir den Beweis siehe Anhang.

Lemma 2.4. [| Sei ¢ > 1 und z > 1, dann gilt:

x—le(n)@—n):i/c RSOl

270 Jo_joo S(s+1)

Beweis. Fiir ¢ > 0 gilt nach Lemma 1.3:

n cte x., ds
DAL =)= A, | s
S[W., S. 4 £]
IS, S. 77, 206f.]
58, S. 77 £]



3 Die Riemann-Zeta Funktion

Um nun die Summe mit dem Ingral vertauschen zu kdnnen, stiitzen wir uns auf Le-
besgues Satz von der dominierenden Konvergenz. Dazu miissen wir eine konvergen-

te Majorante finden. Fiir ¢ > 1 gilt wegen der Konvergenz von ) . A(n)n~¢, dass

f_mzneN n)m—c m < 00, womit der Satz angewandt werden kann, und gibt
1 c+i00 Is
A(n — — ) A(n)n"*ds.
; " 2 e—ino S(s4+1) n%
Mit Lemma 1.2 folgt daher die Behauptung. O

3 Die Riemann-Zeta Funktion

Nun wollen wir die fiir den Primzahlsatz relevanten Eigenschaften der Riemann-Zeta
Funktionen zeigen. Der folgende Satz wird in den nachfolgenden Lemmata bewiesen
werden:

Satz 3.1. /| Die Riemann-Zeta Funktion hat folgende Eigenschaften:

1. ((s) ist analytisch im Gebiet R(s) > 0 und hat einen einfachen Pol bei s = 1 mit
Residuum 1.
!/

2. —= ist analytisch im Gebiet R(s) > 0 mit Ausnahme der Nullstelen der Riemann-

Zeta Funktion und s =1, bei s = 1 liegt ein einfacher Pol mit Residuum 1.

3. ((s) hat keine Nullstellen auf R(s) > 1

4. Es gibt Konstanten vy > 1 und 6,0 < § < %, sodass fir alle s mit R(s) >
1, |s = 1| > 1 und der Abkiirzung T = |t| + 2 folgende Abschitzungen gelten:
o [((o+it) <70
o [((o+it) <07
o [((o+it)| Tt <7’

Im folgenden Lemma wird die analytische Fortsetzung der Riemann-Zeta Funktion
bewiesen:

Lemma 3.2. [|((s) hat eine analytische Fortsetzung im Gebiet R(s) > 0, bis auf einen
einfachen Pol ber s =1 mit Residuum 1.

Um dieses Lemma zu beweisen, benotigen wir noch ein niitzliches Werkzeug, die Par-
tielle Summation:

Lemma 3.3. |—_g] Seien komplexe Zahlen a, und eine paarweise verschiede reelle Folge
An 00 gegeben. Weiters sei g : [\, x] — C stetig und stiickweise stetig differenzierbar.

Dann gilt:
> g =90 = [ (3w
A<z A<z A1 An<u

IS, S. 78 £]
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3 Die Riemann-Zeta Funktion

Fiir den Beweis siehe Anhang.

Beweis. (von Lemma 3.2)
Mit a, =1, A, = n und g(u) = u~* gilt fiir ¥(s) > 1 mit Partieller Summation

N
Zl n*=|N|]-N~*° +3/ lu] -G du =
1

n<N

N N
= O(N'9) 4 S/ u du + s/ (lu) —u) - w6 du.
1 1

Mit s [[“u=*du = (s —1)~' +1 folgt nun mit dem Grenziibergang N — oo

C(s)—(s—=1) =1+ S/IOO(LUJ — ) - u” Gt du.

Das Inegral auf der rechten Seite konvergiert absolut und lokal gleichmifig fiir R(s) > 0
und stellt somit die Analytische Fortsetzung der linken Seite dar. Der einfache Pol bei
s = 1 und dessen Residuum 1 folgt sofort aus der Darstellung. O

Folgendes Lemma beweist den 2. Punkt des Satzes 2.1:
¢'(s)
¢(s)

Lemma 3.4. || In einer gewissen Umgebung von s = 1 ist die Funktion g(s) := —
(s — 1)1 analytisch.
Beweis.

()= (s— 1) 4145 / () —w) - w D du,

woraus folgt
oo d o0
((s) = —(s—1)72 +/ (lu] —u) - du+ s - d—(/ (lu] —u) - u= Y du).
1 s
Hieraus folgt, dass

—(s=1D)72+ [[(lu) —w) - D du+ s - P f1 ) - u~ (D du) )
g(s) = — (s—1)'+1+ SfloO(L — ) -Gt du —(s—1)

= )7 = D) ) s () - ) LA
— I+ G-){1+ Sfloo(LuJ — ) - u~ (D) du} s )

Nun sieht man leicht, dass
g(s) = (s = 1)7(

ist, wobei H(s) im Punkt = 1 analytisch ist. Der Term
! 1
1+ (s—1)+s(s—1) [T(lu] —u) - u D du

hat eine Nullstelle bei s = 1. Da man bei analytischen Funktionen Nullstellen durchkiir-
zen darf, folgt, dass g(s) analytisch im Punkt s = 1 ist. O

1
1+ (s—1)+s(s —1) [T(lu] —u) - w6 du

— 1)+ H(s)

9[S| S. 89]



3 Die Riemann-Zeta Funktion

Etwas schwieriger ist Nichtexistenz von Nullstellen zu beweisen:
Satz 3.5. [ ((s) # 0 fir alle s, R(s) > 1

Beweis. Dass in dem Gebiet R(s) > 1 keine Nullstellen der Riemann-Zeta Funktion
existieren, folgt unmittelbar aus der Produktdarstellung. Also ist nur der Fall R(s) =1
interessant. Fiir den Beweis betrachten wir das nichtnegative trigonometrische Polynom

3+ 4cos(¢) + cos(2¢) = 2(1 + cos(¢))* > 0.

Fiir o > 1 gilt

C/ (3) ZA n e itloen) — ZA n)n~7 cos(tlogn).
C S neN neN
Daraus folgt
¢lo) | Slo+it) (o4 2it),
o) T o T o) T
- — Z A(n)n=7(3 + 4 cos(tlogn) + cos(2tlogn)) < 0. (3.1)
neN

Annahme: Sei t; derart, dass bei 1 + it; eine k-fache Nullstelle ist. ¢; # 0, da dort
!

ein Pol liegt. Daraus folgt, dass die Funktion = einen einfachen Pol an dieser Stelle

. . q. . CI(O- +Zt1> —1 = . . .
mit Residiuum k hat. Also gilt 2=>——— ~ k- (¢ — 1)7" fiir 0 N\, 1. Weiterhin gilt
<(O' + Ztl)
('(o) ¢'(o + 2ity)

o) ~ —(0 —1)"! und REESTA ~ kK (0 —1)7! fiir ¢ \, 1, mit einer k’-fachen

Nullstelle der ¢ Funktion an der Stelle 1 + 2it;. Also folgt

C’(O’) CI(O' + Ztl) CI(O' + 2lt1) —3 4k5 ]{7/
(o) T e T Cor i) R

fiir o \( 1. Der rechte Ausdruck strebt gegen oo, was ein Widerspruch zu (2.1) ist. [

R(3

Die folgenden Sitze beweisen die Abschitzungen des Satzes 2.1:

Satz 3.6. [
Es gilt:

a) Sei 0 < & < 1 gegeben. Dann gilt: |((o + it) — (o + it — 1) < 4o7° - log(7) fiir
c>1-9 undallet

b) Zu jeder Konstanten A > 0 gibt es ein von A abhdingiges o, sodass gilt:
IC(o +it) — (o +it — 1) < 7o(A) - 7° - log(7)

fir alle t und alle o > max{%,1— Alog™"()}.

10[9] S. 89 £
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3 Die Riemann-Zeta Funktion

Um den folgenden Satz zu beweisen, bendtigen wir aber noch ein kleines Werkzeug:

Lemma 3.7. [ (Eulersche Summenformel)
Die Funktion g : [a,z] — C sei stetig und stickweise stetig differenzierbar. Zur Ab-

kiirzung bezeichne By(z) == = — |z| — 5 die angegebene periodische Funktion. Dann
qgilt
> g = [ aw)du [ Botwlg/(w)du— g(z) - Bala) + gla) - B
a<n<z
Fiir den Beweis siche Anhang.

Beweis. (von Satz 2.6)
Fiir R(s) > 1 und N > 2 gilt nach der Eulerschen Summenformel

C(s)—(s—1)" Zns Zns (s—1)"

n<N n>N

= / u ¥ du — 5/ Bo(u) - u " du+ By(N) - N~ — (s —1)"' =

N N
= (N —1)(s— 1)~ 3/ Bo(u) - u~ " du + By(N) - N~*.
N
Da auf beiden Seiten analytischen Funktionen in s stehen, folgt, dass die Gleichheit
auch fiir R(s) > 0 gelten muss. Um den Satz zu beweisen, geniigt es nun, die rechte Seite
abzuschitzen. Zunéchst gilt:

(N'™5 = 1)(s — 1) <3(14+ N'77) - log(N).

Diese Ungleichung ist fiir |s — 1| - log(N) > 1 klar, fiir den anderen Fall folgt durch
=1 TV _

Reihenentwicklung: [(N'75 —1)] < 37, " — 1< 3-log(N).
Nun gilt fiir 1 — ¢ < 0 < /2 unter Beachtung von .\Bo(u)] < %
1
C(s) = (s = D)7 <> n O L 3(N'7 4 1) - log(N) + 5\8\0*1N*" + 5N

n<N

Danun Y,y n 479 durch 1+ f 0= dy =14 §'N° — 6§71 < 67N abgeschitzt
werden kann, folgt:

1 1
IC(o +it) — (o +it —1)7H < 67N 4+ 6N° - log(N) + éTN‘H 24 5]\[‘H
5
< OIN® 46N -log(N) + ZTN(S_I. (3.2)

Wihlt man nun N giinstig, etwa N = 7 so folgt die erste Behauptung mit ), = 8 +-2§*
fiir 1 — 6 < o < /2; fiir R(s) > /2 ist offenbar

Clo+it)— (o +it— 1) <> n V2425 <6,5< (8+20 )7’ - log(7).

neN

12[S] S. 195 £.]



3 Die Riemann-Zeta Funktion

Fiir die zweite Behauptung setzt man § = §(7) = min{2, A -log™"(7)}. Hiermit erhllt
man aus (2.2) fiir 7 > exp(24):

A -log(N)

|C(0 +it) — (o +it — 1) < exp( Tog()

) (A7 - log(7) + 6log(N) + 27N ).
Setzt man wieder N = 7 so erhat man:

|C(o +it) — (o +it — 1) < log(7) - exp(A) - (A~ +6+ %)

Fiir 7 < exp(2A) ist [((o + it) — (0 4+ it — 1)7!| durch eine von A abhingige Konstante
beschriankt, und die Behauptung folgt. O]

Satz 3.8. |"’| Sei A > 0 gegeben. Fir o > max{3,1— A-log™"(7)} gilt mit einer von A
abhdngigen Konstanten v3:

I (0 +it) + (o +it — 1)72| < v3(A) - log?(7).

Beweis. Nach der Cauchyschen Integralformel gilt:

C(s) + (s — 1)°2 = (2mi) ! / (2= )2 (((2) — (= 1) V) ds,

R

wobei R := {s+ A -log '(r)e;0 < t < 27} ist. Da nach Satz 2.6 b) im Bereich
o >1—2A log(r) fiir 7 > e die Abschiitzung |((o +it) — (o + it — 1)7!| < 4, log(7)
gilt, folgt:

Yo log(7)
(A-log™'(r))?

Fiir 7 < e ist |('(0 +it) + (0 + it — 1)72| beschrénkt, somit folgt die Behauptung. [

I’ (o +it) + (o + it — 1)’2| < (2%)’1 C2mA - log_l(T) < A1y, log2(7').

Satz 3.9. |Y| Mit positiven Konstanten cs,cy gzlt fir alle |t| > % und alle 0 > 1 —

cslog™ (1 ) die Abschitzung |((o+it)| > cylog™" (7). Insbesondere hat die Riemann-Zeta
Funktion dort keine Nullstellen.

Beweis. Wir beginnen mit dem bewé#hrten, trigonometrischen Polynom 3 + 4 cos(¢) +
cos(2¢) > 0. Fiir R(s) > 1 gilt die Produktdarstellung

() = [T -9 = exp(X Y™

peP peP neN

also fiir o > 1:

s)| = exp{ZZn p~ "7 cos(tlog(p))}.

peP neN
Hieraus folgt aus der Produktdarstellung: |¢(o)|®-[¢(o +it)[*- |C(o +2it)| > 1. Also folgt
fiir o > 1 und [t| > 3: [C(o +it)| > [((o )73 - |¢(o + 2it)| "3, und wegen Satz 2.6 b) und
des einfachen Pols be1 s = 1 folgt mit einem 1 > ¢; > 0: |C(a—|—zt)| > ¢1(o—1)1(log(7)) "1

1315 S. 94 £]
48] S. 95 £
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3 Die Riemann-Zeta Funktion

fir 2>0 > 1, [t| > 1.
Nun Wollen wir auch eine Abschitzung fiir o < 1 finden. Da 1 — 3 log™ Yr) > & fiir
|t] > 1 gilt, folgt nun aus Satz 2.8 fiir [t| > 3

|ap+m—<w+wn:y/2mwmwm4§w—pw@mﬁw>

fiir min(p, o) > 1—1log™'(7) mit einem ¢, > 1. Nun folgt fiir [t| > 1, p > 1—11log™'(7),
2>0>1:

Clp +it)] > [C(o + it)| — ealo — p| -log*(1) > e1(o — 1)1 (log(1))T — calo — pl - log?(7).

Mit der Konstanten ¢z = (36—1)4 < L und 0 =1+ c3log™®(7), [p — 1| < czlog™"(7)
Co

(< 1log™'(7)) folgt die untere Abschitzung

. 3 _ 1 _ _ _
IC(p+it)| > cic5 log 7(7) — ¢y - 2¢3log 7(7) = gC%(?)CQ) 3log 7(7) = cye3log 7(7).
Fiir 2 > p > 1 + c3log™?(7) folgt:
3
C(p+it)| > cred log ™" () = ¢1(3c2) * log ™" (7).

Damit ist der Satz bewiesen. O]

Satz 3. 10 ] Fir 2 <a< 0t < 3 gilt [C(o +it)| > 2
Fiir o > 3 gilt |C(0+1t)| L <((3)-

OJ

Beweis. Es gilt
-1 1 = 1 —(s+1)
)= (=07 =I5+ [ (lu] —ut5) w @ dyl
1

1 1 1 1
< 5T \s\/l §u_("+l) du < 5t 5\8\0_1 <o t-ls,

fir R(s) > 0, s # 1, also folgt: [((s)] > [s — 1|7t =o' |s|. Fiir 2 <o <3, |t] < 3,
s # 1 ist nun

t
s =1 =0t fs| = ((0 = D2+ 2)72 — (14 (=)?)% >
o
1 1 1 3 L 6v 13 5 2
1 1
S+ )i (14 (=52 =""_5>166—1,25> .
Gt - 0+(E3)) 13 4 ) 5

Fiir die zweite Behauptung, erkennen wir aus der Produktdarstellung der Riemann-Zeta
Funktion, dass

|C(o +it)| ™t = exp{— ZZTL p "7 cos(tlog(p))}

gilt. Also folgt
4\ | — -1, _—no 4
Ko +it) ! <exp{d > n'p }=C3)

peP neN
fiir o > %. Das zeigt das Gewdiinschte. O
15[9, S. 96 £

11



4 Beweis des Primzahlsatzes

4 Beweis des Primzahlsatzes

_Qg((j; —(s) , die auf R(s) > 1 analytisch

ist, da sich die einfachen Pole an der Stelle s = 1 wegheben. Wegen Satz 2.1 gilt die
Abschitzung

Wir betrachten nun die Funktion g(s) :=

lg(o +it)| <max(27,  sup  [g(s)]) - 7.
ls—1|<1, R(s)>1

Analog zu Lemma 1.4 zeigt man fiir ¢ > 1 die Gleichung

c+ico
! Z(x —n) = 2%” / 2°¢(s)(s(s + 1)) ds.

Also folgt

c+ioco s

_1 1 x
xwamwm_%[ $Hﬂm&

n<z —100

Die folgende Identitét bringt uns sehr nahe ans Ziel:
1
Satz 4.1. |"| Es gilt Y, _ . A(n)(z —n) = §x2 + o(z?).
Beweis. Im Beweis werden wir iiber folgenden geschlossenen Weg integrieren:

L:={c+it;, -T<t<T}UL:={o+iT;c>0>1}U

L={14it;T>t>-TUl:={oc—iT; 1 <0 <c}

mit ¢ > 1. Nach Cauchys Integralsatz gilt - Z?:l f[js(sx——is—l) -g(s)ds = 0. Nun wollen
wir die Integrale iiber I, und I; abschiitzen. Wegen |s(s + 1)| > T? fiir s € I, gilt
folgende Abschitzung: | [, | < T2z (T + 2)* (¢ — 1). Wegen § < % gilt, dass die
Integrale iiber I, und fiir T — oo verschwinden. Da [g(s)| < C' - 7% ist, folgt, dass

, T
lime oo [y s(s+1)

c+100 8 14+i00 s o) g(1+lt) '
. ds = : ds=x-i -eftloeT q
N R CLIE e SUOT SRR oo exan

- g(s) ds existiert, und dass weiters gilt:

g(1 +1it)
(1 + it)(2 + it)

h € Li(R) gilt, folgt: limxﬁoo/f\z(m) =0, also lim,_, ffooo

Da die Funktion A(t) := stetig und damit Borel-messbar ist, und weiters

g(1+it)
(1+it)(2 4+ it)
(A(n) —1) - (x —n) = o(1) fiir x — oo. Nun folgt aus der

- eithogT 4 = 0,

Also gilt insgesamt: x72 Y

nlx
i 1

Eulerschen Summenformel mit g(u) = u — z leicht: } _ (z —n) = §I2 + O(z), und

somit das Gewiinschte. O

165 S. 79]
17[S, S. 79 f£]
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4 Beweis des Primzahlsatzes

Durch Partielle Summation mit a,, = A(n), A, = n und g(u) = x—u sieht man schnell,

dass Y3, A(n) - (x —n) = [, -, A(n) du gilt.
Die Briicke zu ), A(n) liefert uns folgendes Lemma, das unter gewissen Umstanden
das Differenzieren von asymtotischen Formeln rechtfertig:

Lemma 4.2. EI Seia>0,5>0,7v>0und A: [a,00) = R eine nicht nichtnegative,
monoton wachsene Funktion, und das Integral Ay(z) = [T A(u) du erfillt Ay(z) ~ B - a7
fiir * — oo. Dann gilt A(z) ~ By - 277t fiir v — oo.

1
Beweis. Sei 0 < € < min(§, ). Wegen der Monotonie von A(.) folgt nun:

Az) < 1 /(1+€) A(u) du = i(Al(m + ex) — Ay (x)).

() €T

Fiir geniigend grokes x folgt aus den Vorraussetzungen: |A; — fx7| < €227, Also gilt
weiters

1+¢)7—1
(DI

Aw) S (L€ (B4 )~ 17 (8- ) <a774(8 (27 +1)e).

1
Aus dem Satz von Taylor folgt, da 0 < e < 3 mit |0 < 1:

1
(14€)"=14~ve+ 562’)/(’)/ —1)(1 + )72

Somit gilt
1
limsupz~ Y A(z) < By + 6572 e+ (27 + 1),

T—00

und da e beliebig war: limsup, .. 2~ 07" . A(z) < Bv. Analog siecht man mit der Un-
gleichung: A(z) > L f(ﬁ_e)xA(u) du, dass liminf, o 2=~ - A(x) > By gilt. O

Es folgt:

Beweis. (von Satz 1.1)

Mit A(x) = 37, -, A(n) folgt aus dem vorigen Lemma und der Vorkenntniss [">", _, A(n) du ~

n<u

1
§x2 fiir x — oo, dass ¢¥(z) ~ x flir + — oco. Nach Lemma 2.1 ist dies dquivalent zu

’/T(l’)NLfﬁr$—>OO. O

log(x)

18[9] S. 82 £
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5 Zusammenhang zur Riemannschen Vermutung

Durch trickreichere Integrationswege und Abschitzungen der Riemann-Zeta Funktion
kann eine Abschitzung fiir das Restglied hergeleitet werden. Wir wollen eine Aussage in
diese Richtung - ohne Beweis - erwahnen.

Satz 5.1. @ Es qgilt:

o () =3, 1= [Ylog™ udu+ Oz - exp(—Clog™ x)) fiir x — oo
bzw. noch besser:

o m(x) = [Jlog™ udu+ O(xlog™ ), ¢ > 0 beliebig, fir x — co.

Der folgende Satz zeigt den Zusammenhang zwischen der Asymptotik des Restgliedes
und den Nullstellen der Riemann-Zeta Funktion:

1
Satz 5.2. Ist p = oo +1ityg mit 3 < 0g < 1 eine Nullstelle der Riemann-Zeta Funktion,
dann ist die Abschitzung ¥(x) =3 ., A(n) =z + o(x?) fiir x — oo falsch.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Widerspruch: Seie > 0, € < 5 und gelte - _ (A(n)—

1) <e- 2% fiir > x¢(€) . Durch Partielle Summation erhdlt man fiir ®(s) > oy:

¢'(s) .
— —((s lim A(n)—1)-n7% =
| o) (s)] = [ Jlim_ n§<N( (n) =1)-n7"|
us 1 —5—1
= |]\}1£r})0{ g )-N~ +S/ g du+/ du}
n<N n<u Zo n<u
op—0 og—o—1 26‘5’
< lim e N9°77 + |s| - C(xg) + |s] - e-u 7 du < ———
N—o0 1 g — 0g

wenn o nahe genug bei gy ist. Wenn nun bei p eine k-fache Nullstelle ist, dann gilt

¢'(o +ito) . : (o + ito) :
— ~ — f . Al t ———— — + ity) =
(o +ito) e ir o \y 09 SO insgesam (o +ity) C(o + ito)

+ O(1) fiir 0\, 0¢. Dies ist ein Widerspruch zur vorigen Abschétzung. O
O — 0y

19[5] S. 97, 102]
20[S] S. 103 £
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6 Anhang

6 Anhang

Beweis. von Lemma 1.3
Sei zunéchst y < 1. Wir integrieren iiber den geschlossenen Weg:

- 1 1
L:={c+it; - T<t<T}UR:={c+Te™ —5T <t< 5}
Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt: [, y°(s(s +1))"'ds = 0. Fiir s € R gilt
|s(s+1)] > T% und [y°| < 1, somit folgt limy_,o | [y*(s(s + 1))~ ' ds| = 0, und damit
die erste Behauptung.
Fiir den Fall y > 1 integrieren wir iiber:

L:={c+it;, - T<t<T}UR :={c+Te" —m<t<

2

Fir T > ¢ + 1 umschlieftt der Weg die Pole bei 0 und —1. Somit gilt nach dem
Residuensatz: 5= [, ~4°(s(s +1))'ds = 1 — y~'. Die zweite Behauptung folgt, da
limy,e0 | [y (s(s + 1))~ ds| = 0 ist. O

N —
| W

Beweis. von Lemma 2.3
Sei j so gewahlt, dass \; < < Aj4;. Dann gilt:

/Zan. u——g{/AjMZan- w)du} — /Zan- =

= (> ar) - (g) — ghip)) + Y ar(g(Ny) — glx)) =
= —g(z) Z an + g(A)) Z ay + Z( Z ar) - (9(Ai) — g(Aiv1)) =
An<a A <A i=1 A<\
= —g() Y an+ Z{ Z ar - g(Ae) — Z ar - g( M)} + a1 - g(h) =
= —g Z a, + Z Ay, n .
An<a An<z

]

Beweis. von Lemma 2.7

Wir wollen dieses Lemma mit Hilfe der Partiellen Summation beweisen. O.B.d.A. kann
vorrausgesetzt werden, dass a > 1 und g auf das Intervall [1,a) stetig und stiickweise
stetig differenzierbar fortgesetzt werden kann. Mit a,, = 1 und A\, = n folgt:

S o) =S o) — 3 g(n) = Lelg(x) — Lalgla) - /Tng%u)du:

a<n<z n<lx n<a

~ [ B gdu= [Cw-g@aus g [ g@du+ lslgl) - lalgla)

15
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