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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Diese Arbeit behandelt den Holomorphiebegriff verallgemeinert für Funktionen
von normierten Vektorräumen in normierte Vektorräume. Dabei werden nur
Vektorräume über dem Skalarkörper C betrachtet. Das Ziel ist die Holomorphie-
Eigenschaft einer Funktion von irgendeinem normierten Raum auf Holomorphie
von Funktionen von Cn nach C herunterzubrechen

Als ersten werden Polynome von normierten Vektorräumen in normierte
Vektorräume vorgestellt, damit später Potenzreihen eingeführt werden können
und somit eine Verallgemeinerung für analytische Funktionen formuliert werden
kann. Für Funktionen auf C ist bekanntlich holomorph äquivalent zu analytisch.
Daher wird eine Verallgemeinerung für analytisch eingeführt und holomorph als
analytisch definiert.

2 Polynome

2.1 Multilineare Abbildungen

2.1. Definition. Seien E1, E2, . . . , Em, F m ∈ N normierte Räume, dann nennt
man eine Abbildung A :

∏m
i=1Ei → F m-linear, falls die Abbildung

A(a)i :Ei → F

x 7→ A(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , am)

für alle a ∈
∏m
i=1Ei und für alle i ∈ {1, . . . ,m} linear ist.

2.2. Definition. Für m ∈ N seien E1, E2, . . . , Em, F normierte Räume. Dann
bezeichnet La(E1, . . . , Em;F ) den Vektorraum, der m-linearen Abbildungen von∏m
i=1Ei nach F .

Der Unterraum der beschränkten m-linearen Abbildungen wird durch
L(E1, . . . , Em;F ) beschrieben, wobei A ∈ La(E1, . . . , Em;F ) genau dann be-
schränkt ist, wenn

‖A‖ := sup
x1 6=0,...,xm 6=0

‖A(x1, . . . , xm)‖F
‖x1‖E1

· · · ‖xm‖Em

= sup
‖x1‖≤1,...,‖xm‖≤1

‖A(x1, . . . , xm)‖F

endlich ist.

2.3. Bemerkung. Wie es das Symbol schon erahnen lässt, beschreibt ‖A‖ tat-
sächlich eine Norm auf L(E1, . . . , Em;F ). Wie für lineare Abbildungen ist A
genau dann stetig, wenn ‖A‖ endlich ist.

Beweis ‖0‖ = 0 folgt unmittelbar aus der Definition. Wenn A 6= 0, dann folgt
auch ‖A‖ 6= 0, nachdem es ein (x1, . . . , xm) gibt, sodass A(x1, . . . , xm) 6= 0. Für
λ ∈ C gilt

‖λA‖ = sup
‖x1‖≤1,...,‖xm‖≤1

‖λA(x1, . . . , xm)‖F

= |λ| · sup
‖x1‖≤1,...,‖xm‖≤1

‖A(x1, . . . , xm)‖F = |λ| ‖A‖
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Für A,B ∈ L(E1, . . . , Em;F ) gilt wegen der Dreiecksungleichung für ‖.‖F

‖A+B‖ = sup
‖x1‖≤1,...,‖xm‖≤1

‖A(x1, . . . , xm) +B(x1, . . . , xm)‖F

≤ sup
‖x1‖≤1,...,‖xm‖≤1

‖A(x1, . . . , xm)‖F +

sup
‖x1‖≤1,...,‖xm‖≤1

‖B(x1, . . . , xm)‖F

= ‖A‖ + ‖B‖

Sei ‖A‖ beschränkt: Für (x1, . . . , xm) ∈
∏m
i=1Ei und eine Folge (yn1 , . . . , y

n
m)n∈N,

(yn1 , . . . , y
n
m) ∈

∏m
i=1Ei für jedes n ∈ N, die gegen (0, . . . , 0) konvergiert bezüglich

der Produktopologie (bzw. Maxiumumsnorm), gilt

‖A(x1, . . . , xm)−A(x1 + yn1 , . . . , xm + ynm)‖F
= ‖A(x1, . . . , xm)−A(x1, . . . , xm)−A(yn1 , x2 + yn2 , . . . , xm + ynm)

−A(x1, y
n
2 , x3 + yn3 , . . . , xm + ynm)− · · · −A(x1, . . . , xm−1, y

n
m)‖F

≤ ‖A(yn1 , x2 + yn2 , . . . , xm + ynm)‖F + ‖A(x1, y
n
2 , x3 + yn3 , . . . , xm + ynm)‖F

+ · · ·+ ‖A(x1, . . . , xm−1, y
n
m)‖F

≤ ‖A‖ ‖yn1 ‖E ‖x2 + yn2 ‖E · · · ‖xm + ynm‖E
+ ‖A‖ ‖x1‖E ‖y

n
2 ‖E ‖x3 + yn3 ‖E · · · ‖xm + ynm‖E

+ · · ·+ ‖A‖ ‖x1‖E · · · ‖xm−1‖E ‖y
n
m‖E

Für ein geeignet großes C > 0 erhält man

≤ C ‖A‖
m∑
i=1

‖yni ‖E
n∈N−−−→ 0.

Also ist A stetig bei (x1, . . . , xm)
Ist umgekehrt A stetig, dann existiert zu ε = 1 ein δ > 0, sodass

‖A(x1, . . . , xm)‖ ≤ 1 für alle (x1, . . . , xm) mit maxi=1...m ‖xi‖Ei
≤ δ. Diese

Bedingung ist sicherlich für (δ x1

‖x1‖ , . . . , δ
xm

‖xm‖ ) erfüllt. Also gilt∥∥∥∥∥A(δ x1
‖x1‖E1

, . . . , δ
xm

‖xm‖Em

)∥∥∥∥∥
F

≤ 1

bzw.

∥∥∥∥∥A( x1
‖x1‖E1

, . . . ,
xm

‖xm‖Em

)∥∥∥∥∥
F

≤ 1

δm
,

womit ‖A‖ beschränkt ist.
q

2.4. Definition. Für E1 = E2 = · · · = Em wird der Raum der m-linearen
Abbildungen von Em nach F als La(mE;F ) geschrieben.

Weiters bezeichen wir den Unterraum, der symmetrischen m-linearen Abbil-
dungen als Las(mE;F ), d.h.

Las(mE;F ) =
{
A ∈ La(mE;F ) : A(x1, . . . , xm) = A(xσ(1), . . . , xσ(m))∀σ ∈ Sm

}
,

wobei Sm für die Menge aller Permutationen von {1, . . . ,m} steht.
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2.5. Bemerkung. Jedes A ∈ La(mE;F ) steht in Beziehung zu einem As ∈
Las(mE;F ). Die symmetrische Abbildung As wird Symmetrisierung von A ge-
nannt und hat folgende Gestalt

As(x1, . . . , xm) =
1

m!

∑
σ∈Sm

A(xσ(1), . . . , xσ(m)).

Mit A ist klarerweise auch As beschränkt. Falls A bereits symmetrisch war,
stimmt A mit As überein.

2.2 m-homogene Polynome

2.6. Definition. Für m ∈ N wird eine Abbildung P : E → F m-homogenes
Polynom von E nach F genannt, wenn es ein A ∈ La(mE;F ) gibt, sodass
P (x) = Axm (= A(x, . . . , x)) für alle x ∈ E. Für diese Beziehung schreibt man
P = Â.

2.7. Bemerkung. Als Pa(mE;F ) bezeichnen wir die Menge aller m-homogenen
Polynome. Diese Menge bildet mit punktweiser Addition und punktweiser Ska-
larmultiplikation einen Vektorraum.

2.8. Bemerkung. Wenn A ∈ La(mE;F ) und As ist die Symmetriesierung von
A, dann gilt Â = Âs

Beweis

Âs(x) = As(x, . . . , x) =
1

m!

∑
σ∈Sm

A(x, . . . , x) =
1

m!
m!A(x, . . . , x) = Â(x)

q

2.9. Proposition. Für m ∈ N, m ≥ 1, A ∈ Las(mE;F ) und P = Â gilt die
Polarformel

A(x1, . . . , xm) :=
1

2mm!

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 · ε2 · · · εmP (ε1x1 + · · ·+ εmxm).

Den Beweis findet man in [5, Theorem 1.10]

2.10. Bemerkung. Insbesondere stellt A 7→ Â eine lineare Bijektion zwischen
Las(mE;F ) und Pa(mE;F ) her.

2.11. Definition. Für m ∈ N wird eine Abbildung P : E → F stetiges m-
homogenes Polynom von E nach F genannt, wenn es ein A ∈ L(mE;F ) gibt,
sodass P = Â.

Zusätzlich lässt sich eine Norm auf P(mE;F ) definieren durch

‖P‖ := sup
x∈E,x6=0

‖P (x)‖
‖x‖

= sup
x∈E,‖x‖≤1

‖P (x)‖

2.12. Proposition.



3 HOLOMORPHE ABBILDUNGEN 4

(i) Die Abbildung

ˆ : L(mE;F )→ P(mE;F )

A 7→ Â

ist linear, surjektiv und stetig

(ii) Die Abbildung

ˆ : Ls(mE;F )→ P(mE;F )

A 7→ Â

ist ein Vektorraumisomorphismus und ein Homöomorphismus, wobei

‖Â‖ ≤ ‖A‖ ≤ mm

m!
‖Â‖

Den Beweis findet man in [1, Proposition 1.3]

3 Holomorphe Abbildungen

3.1 Potenzreihen

3.1. Definition. Eine Potenzreihe von E nach F (beides normierte Vek-
torräume) um einen Punkt ξ ist eine Reihe in x ∈ E der Gestalt

∞∑
m=0

Am(x− ξ)m,

wobei Am ∈ Ls(mE;F ) für alle m ∈ N. Äquivalent lässt sich das auch durch
Polynome formulieren. Für Pm = Âm ∈ P(mE;F ) erhalten wir die selbe Po-
tenzreihe in der Form

∞∑
m=0

Pm(x− ξ).

Die Am bzw. Pm werden in Bezug auf die Potenzreihe als Koeffizienten bezeich-
net.

3.2. Definition. Als Konvergenzradius einer Potenzreihe um ξ bezeichnet man
die größte reelle Zahl r, sodass die Reihe in Bρ(ξ) gleichmäßig konvergiert für
alle ρ, 0 ≤ ρ < r.

Ist der Konvergenzradius größer als 0, dann sagt man, dass die Reihe gleich-
mäßig konvergiert.

3.3. Satz. Seien (Am)m∈N und (Bm)m∈N Koeffizienten von Potenzreihen mit
positiven Konvergenzradien R1 und R2 – also Am, Bm ∈ Ls(mE;F ) – und gilt

∞∑
m=0

Am(x− ξ)m =

∞∑
m=0

Bm(x− ξ)m



3 HOLOMORPHE ABBILDUNGEN 5

für jedes x ∈ Bρ(ξ) für ein ρ > 0, dann folgt Am = Bm für alle m ∈ N.

Beweis Angenommen es wäre nicht so, dann existiert ein m0 ∈ N und ein
(z1, . . . , zm0) ∈ Em0 , sodass Am0(z1, . . . , zm0) 6= Bm0(z1, . . . , zm0). Wegen der
Symmetrie und der Polarformel folgt, dass es auch ein x0 ∈ E gibt, sodass
Am0

(x0)m0 6= Bm0
(x0)m0 . Dieses x0 kann wegen der m0-Linearität normiert

gewählt werden. Nun betrachten wir die Gleichheit

∞∑
m=0

Am(λx0)m =

∞∑
m=0

Bm(λx0)m,

welche für alle λ ∈ Br(0) ⊆ C, mit r = min{ρ,R1, R2} gilt. Aus der m-Linearität
erhalten wir

∞∑
m=0

λmAm(x0)m =

∞∑
m=0

λmBm(x0)m.

Aus Am0
(x0)m0 6= Bm0

(x0)m0 erhalten wir einen Widerspruch zur Eindeutigkeit
der Potenzreihen mit komplexen Variablen (siehe [3, Korollar 6.7.9]).

q

3.4. Proposition. Sei E ein normierter Vektorraum und F ein Banachraum,
dann lässt sich der Konvergenzradius r einer Potenzreihe

∑∞
m=0 Pm(x−ξ) durch

r =
1

lim supm→∞ ‖Pm‖
1
m

bestimmen.

Den Beweis findet man in [1, Proposition 2.1]

3.5. Korollar. Für die Potenzreihe
∑∞
m=0Am(x− ξ)m =

∑∞
m=0 Pm(x− ξ) um

ξ sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Die Reihe konvergiert gleichmäßig.

(ii) Die Folge (‖Pm‖
1
m )m∈N ist beschränkt.

(iii) Die Folge (‖Am‖
1
m )m∈N ist beschränkt.

3.2 Holomorphie

3.6. Definition. Seien E, F normierte Vektorräume und U ⊆ E offen. Eine
Funktion f : U → F wird holomorph genannt, wenn es für jedes ξ ∈ U eine
Folge (Am)m∈N, Am ∈ Ls(mE;F ),m ∈ N und eine reelle Zahl ρ > 0 gibt, sodass
Bρ(ξ) ⊆ U und die Reihe

∑∞
m=0Am(x − ξ)m gleichmäßig für x ∈ Bρ(ξ) gegen

f(x) konvergiert.
Der Raum aller holomorphen Funktionen von U nach F wird als H(U,F )

geschrieben.

3.7. Bemerkung. Äquivalent kann man auch eine Folge (Pm)m∈N mit Pm ∈
P(mE;F ) wählen, sodass f(x) =

∑∞
m=0 Pm(x−ξ) gleichmäßig auf einer kleinen
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Kugel um ξ. Die Reihe wird auch Taylorreihe von f um den Punkt ξ genannt.
Klarerweise erhält man Pm durch Âm und umgekehrt Am durch die Polarformel
angewandt auf Pm.

3.8. Definition. Für f ∈ H(U,F ), ξ ∈ U sei
∑∞
m=0Am(x−ξ)m =

∑∞
m=0 Pm(x−

ξ) die Taylorreihe von f um ξ. Dann definieren wir

dmf(ξ) = m! ·Am ∈ Ls(mE;F )

d̂mf(ξ) = m! · Âm = m! · Pm ∈ P(mE;F )

als Differential der Ordnung m von f bei ξ. Diese Zuordnung ist wegen Satz 3.3
eindeutig. Die Taylorreihe kann jetzt geschrieben werden als

f(x) =

∞∑
m=0

1

m!
dmf(ξ)(x− ξ)m,

bzw. f(x) =

∞∑
m=0

1

m!
d̂mf(ξ)(x− ξ).

3.9. Proposition. Seien E,F normierte Vektorräume und U ⊆ E offen. H(U,F )
ist ein Unterraum von den stetigen Funktionen von U nach F , also von C(U ;F ).

Beweis Für f ∈ H(U,F ) wähle ξ ∈ U beliebig und ρ > 0, sodass die Taylorreihe
von f bei ξ gleichmäßig auf Bρ(ξ) konvergiert. Weil die Taylorreihe gleichmäßig

konvergiert, folgt
∥∥∥ 1
m! d̂

mf(ξ)
∥∥∥1/m ≤ C für alle m ∈ N,m ≥ 1. Für m = 0 gilt

1
0! d̂

0f(ξ) = f(ξ) Also erhalten wir

‖f(x)− f(ξ)‖ ≤
∞∑
m=1

Cm ‖x− ξ‖m =
C ‖x− ξ‖

1− C ‖x− ξ‖

für ‖x− ξ‖ < ρ und ρC < 1. Wähle man ρ nötigenfalls noch kleiner, so erhält
man die Stetigkeit von f bei ξ.

q

3.10. Proposition. Seien E, F and G normierte Vektorräume, U ⊆ F offen,
f ∈ H(U,G), µ ∈ L(E;F ) und a ∈ F . Dann schreiben wir µa für die stetige
affine Abbildung von E nach F mit µa(x) = µ(x) + a. Falls V = µ−1a (U) nicht
leer ist, so gilt f ◦ µa ∈ H(V,G) und für jedes ζ ∈ V

dm(f ◦ µa)(η) = dmf [µa(η)] ◦ µm,

d̂m(f ◦ µa)(η) = d̂mf [µa(η)] ◦ µ,

wobei µm : Em → Fm folgendermaßen definiert ist

µm(x1, . . . , xm) = (µ(x1), . . . , µ(xm)), (x1, . . . , xm) ∈ Em.
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Beweis Man sieht einfach ein, dass für A ∈ Ls(mF ;G) die Komposition A ◦µm

in Ls(mE;G) liegt und Â ◦ µm = Â ◦ µ ∈ P(mE;G) gilt. Daher folgt die zweite
Gleichung aus der ersten.

Für ξ = µa(ζ), ζ ∈ V wissen wir, dass
∑∞
m=1Am(t− ξ)m gleichmäßig gegen

f(t) konvergiert und zwar in einer Umgebungen von ξ = µa(ζ), wobei Am =
1
m!d

mf(ξ).

f [µa(z)] =

∞∑
m=1

Am[µa(z)− µa(ζ)]m =

∞∑
m=1

Am[µ(z)− µ(ζ)]m

=

∞∑
m=1

Am[µ(z − ζ)]m =

∞∑
m=1

Am ◦ µm(z − ζ)m

konvergiert gleichmäßig in einer Umgebung Uζ ⊆ V . Daher folgt f◦µa ∈ H(V,G)
und

1

m!
dm(f ◦ µa)(η) =

1

m!
dmf [µa(η)] ◦ µm.

q

4 Cauchysche Integralformeln

4.1. Satz. Seien E, F normierte Vektorräume, U ⊆ E offen, f ∈ H(U,F ),
x, ξ ∈ U und ρ > 1, sodass (1− λ)ξ + λx ∈ U für alle λ ∈ C, |λ| ≤ ρ. Dann gilt

f(x) =
1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λ− 1
dλ.

Beweis Aus [4, Satz 11.5.13] wissen wir:
Für ein nicht leeres offenes V ⊆ C, ein z ∈ V und ein δ > 0, sodass B̄δ(z) ⊆

V , gilt für jedes g ∈ H(V, F ) und τ ∈ Bδ(z)

g(τ) =
1

2πi

∫
|λ−z|=δ

g(λ)

λ− τ
dλ.

Erfüllen nun ξ, x, ρ die Vorraussetzungen, so ist V := {λ ∈ C : (1− λ)ξ + λx ∈
U} ⊆ C offen, B̄ρ(0) ⊆ V und 1 ∈ Bρ(0). Weiters setzen wir g : V → F ,
g(λ) = f [(1−λ)ξ+λx]. Laut 3.10 (mit µξ(λ) = ξ+µ(λ) und µ(λ) = λ · (x− ξ))
gilt g = f ◦ µξ ∈ H(V, F ). Für g an der Stelle 1 erhalten wir

f(x) = g(1) =
1

2πi

∫
|λ|=ρ

g(λ)

λ− 1
dλ =

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λ− 1
dλ.

q

4.2. Bemerkung. Zu jedem ξ findet man ein x bzw. zu jedem x ein ξ, sodass die
Voraussetzungen aus dem Satz erfüllt sind, indem man diese in einer ausreichend
kleinen Kugel um ξ bzw. x wählt.
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4.3. Satz. Seien E,F normierte Vektorräume, U ⊆ E offen, f ∈ H(U,F ),
ξ ∈ U , x ∈ E und ρ > 0, sodass ξ + λx ∈ U für jedes λ ∈ C, |λ| < ρ. Dann gilt

1

m!
d̂mf(ξ)(x) =

1

m!
dmf(ξ)xm =

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f(ξ + λx)

λm+1
dλ.

Beweis Für ein nicht leeres offenes V ⊆ C, ein g ∈ H(V, F ), 0 < r1 < r2, a ∈ V ,
sodass {λ ∈ C : r1 ≤ |λ− a| ≤ r2|} ⊆ V , gilt bekanntlich immer∫

|λ−a|=r1
g(λ) dλ =

∫
|λ−a|=r2

g(λ) dλ .

Nun ist V := {λ ∈ C : λ 6= 0, ξ + λx ∈ U} eine offene Teilmenge von C und

B̄ρ(0)\{0} ⊆ V . Die Funktion g : V → F definieren wir als g(λ) = f(ξ+λx)
λm+1 .

Wegen Proposition 3.10 gilt g ∈ H(V, F ). Für 0 < ε < ρ folgt {λ ∈ C : ε ≤ |λ| ≤
ρ} ⊆ V , womit für alle m ∈ N∫

|λ|=ε

f(ξ + λx)

λm+1
dλ =

∫
|λ|=ρ

f(ξ + λx)

λm+1
dλ .

Die Taylorreihe von f bei ξ,
∑∞
l=0 Pl(z − ξ), konvergiert gleichmäßig gegen

f(z) in Bσ(ξ), für ein σ > 0. Für x 6= 0, wähle ε, 0 < ε < ρ, so klein, dass
die Taylorreihe

∑∞
l=0 Pl(z − ξ) in der abgeschlossenen Kugel B̄ε‖x‖ gleichmäßig

gegen f(z) konvergiert. Wenn wir z = ξ + λx, λ ∈ C, |λ| ≤ ε setzen, so folgt
‖z − ξ‖ = |λ| ‖x‖ ≤ ε ‖x‖ und weiters∫
|λ|=ρ

f(ξ + λx)

λm+1
dλ =

∫
|λ|=ε

∞∑
l=0

Pl(z − ξ)
1

λm+1
dλ =

∫
|λ|=ε

∞∑
l=0

λlPl(x)
1

λm+1
dλ

Nachdem die Reihe für |λ| = ε gleichmäßig konvergiert und wegen der Eindeu-

tigkeit der Reihendarstellung Pm = 1
m! d̂

mf(ξ)(x) gilt∫
|λ|=ρ

f(ξ + λx)

λm+1
dλ =

∞∑
l=0

Pl(x)

∫
|λ|=ε

1

λm+1−l dλ = 2πiPm(x)

= 2πi
1

m!
d̂mf(ξ)(x).

Für x = 0 steht auf beiden Seiten 0.
q

4.4. Proposition. Sei f ∈ H(U,F ), ξ ∈ U , ρ > 1 und x ∈ U , sodass (1−λ)ξ+
λx ∈ U für alle λ ∈ C, |λ| ≤ ρ, dann gilt für jedes m ∈ N

f(x)−
m∑
k=0

1

k!
d̂kf(ξ)(x− ξ) =

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1(λ− 1)
dλ.

Beweis Für λ ∈ C, 0 6= λ 6= 1 gilt

1

λ− 1
=

m∑
k=0

1

λk+1
+

1

λm+1(λ− 1)
.
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Multipliziert man beide Seiten mit 1
2πif [(1 − λ)ξ + λx] und integriert über die

Kreislinie |λ| = ρ, so erhält man

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λ− 1
dλ =

m∑
k=0

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λk+1
dλ+

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1(λ− 1)
dλ.

Aus Satz 4.1 wissen wir bereits, dass die linke Seite gleich f(x) ist. Wenn wir
die Integrale in der Summe schreiben als

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(ξ + λ(x− ξ)]
λk+1

dλ =
1

k!
d̂kf(ξ)(x− ξ),

erhalten wir die Aussage, wobei die letzte Gleichheit aus Satz 4.3 folgt.
q

4.5. Korollar. Für f ∈ H(U,F ), m ∈ N, ξ ∈ U und r > 0, sodass B̄r(ξ) ⊆ U ,
dann gilt für x ∈ Br(ξ)∥∥∥∥∥f(x)−

m∑
l=0

1

l!
d̂lf(ξ)(x− ξ)l

∥∥∥∥∥ ≤ ‖x− ξ‖m+1

rm(r − ‖x− ξ‖)
sup

‖t−ξ‖=r
‖f(t)‖ .

Beweis Für x = ξ steht auf beiden Seiten 0. Also sei im Folgendem x 6= ξ und
ρ = r

‖x−ξ‖ > 1. Außerdem ist (1− λ)ξ + λx ∈ U für λ ∈ C, |λ| ≤ ρ. Daher lässt

sich Proposition 4.4 anwenden:∥∥∥∥∥f(x)−
m∑
k=0

1

k!
d̂kf(ξ)(x− ξ)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1
dλ

∥∥∥∥∥
≤ 1

ρm(ρ− 1)
sup
|λ|=ρ

‖f [(1− λ)ξ + λx]‖ .

Aus ‖(1− λ)ξ + λx− ξ‖ = |λ| ‖x− ξ‖ = ρ ‖x− ξ‖ = r für |λ| = ρ folgt

sup
|λ|=ρ

‖f [(1− λ)ξ + λx]‖ ≤ sup
‖t−ξ‖=r

‖f(t)‖ ,

wodurch wir insgesamt∥∥∥∥∥f(x)−
m∑
k=0

1

k!
d̂kf(ξ)(x− ξ)

∥∥∥∥∥ ≤ 1

ρm(ρ− 1)
sup

‖t−ξ‖=r
‖f(t)‖

erhalten. Wegen ρ = r
‖x−ξ‖ folgt die Aussage.

q

5 Schwache Holomorphie

Mit dem Satz, der hier vorgestellt wird, lässt sich die Holomorphie einer Funkti-
on immer auf die Holomorphie von Funktionen mit Zielbereich C zurückführen.
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5.1. Definition. Eine Funktion f : U → F wird lokal beschränkt bei x ∈ U
genannt, wenn es eine Umgebung V von x gibt, sodass f(V ) beschränkt in F
ist, also wenn f(V ) ⊆ Br(0) für ein r > 0.

f wird lokal beschränkt in U genannt, falls f in jedem Punkt von U lokal
beschränkt ist.

5.2. Lemma. Sei M ein metrischer Raum, F ein normierter Vektorraum und
f : M → F , dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) f ist lokal beschränkt (in M)

(ii) f ist beschränkt in jeder kompakten Teilmenge K ⊆M

Beweis (i)⇒ (ii):
Laut (i) gibt es für jedes x ∈ M eine offene Menge Vx ⊆ M mit f(Vx) ist

beschränkt. Sei K ⊆ M kompakt Dann ist {Vx : x ∈ K} eine offene Überdeck-
ung von K. Daher findet man aufgrund der Kompaktheit von K eine endliche
Teilüberdeckung K ⊆

⋃n
i=1 Vxi . Wegen

f(K) ⊆ f(

n⋃
i=1

Vxi) =

n⋃
i=1

f(Vxi)

und weil die endliche Vereinigung beschränkter Mengen wieder beschränkt ist,
ist auch f(K) beschränkt.

(i)⇐ (ii):
Wäre f bei ξ nicht lokal beschränkt, so gäbe es für jede Kugel B 1

m
(ξ) ein xm

aus dieser Kugel, sodass ‖f(xm)‖ > m. Die Folge (xm)m∈N konvergiert nach
Konstruktion gegen ξ. Daher ist die Menge

K := {xm : m ∈ N} ∪ {ξ}

kompakt, aber f(K) nicht beschränkt. Denn für jedes r > 0 existiert ein m ∈ N,
sodass ‖f(xm)‖ > m > r. Das widerspricht der Vorraussetzung (ii).

q

5.3. Satz. Sei F ein Banachraum, E ein normierter Raum, U ⊆ E offen und
Ψ ⊆ F ′ mit der Eigenschaft

Y ⊆ F beschränkt ⇔ ψ(Y ) ⊆ C beschränkt ∀ψ ∈ Ψ. (1)

Dann sind folgende Aussagen äquivalent

(i) f ∈ H(U,F )

(ii) ψ ◦ f ∈ H(U,C) für alle ψ ∈ Ψ

Beweis (i)⇒ (ii) Nachdem f holomorph ist, lässt es sich um ξ in eine Taylor-
reihe entwickeln, die auf Bρ(ξ) gleichmäßig konvergiert.

f(x) =

∞∑
m=0

1

m!
dmf(ξ)(x− ξ)
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Da ψ linear und stetig ist, gilt

ψ[f(x)] = ψ

[ ∞∑
m=0

1

m!
dmf(ξ)(x− ξ)

]
=

∞∑
m=0

1

m!

[
ψ ◦ dmf(ξ)

]
(x− ξ),

wobei wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von ψ die Reihe auch gleichmäßig auf
Bρ(ξ) konvergiert.

(i)⇐ (ii) wird in mehreren Schritten gezeigt:

a) Als erstes zeigen wir, dass Ψ punktetrennend ist:

Angenommen nicht, dann gäbe zwei es verschiedene Punkte x, y ∈ F, x 6= y,
sodass ψ(x) = ψ(y) für alle ψ ∈ Ψ. Daraus folgt ψ(x− y) = 0 für alle ψ ∈ Ψ.
Die Menge C · (x− y) ⊆ F ist sicher unbeschränkt, wird jedoch von allen ψ
auf 0 abgebildet. Das widerspricht (1).

b) Für jedes d ≥ 0 gibt es ein c ≥ 0, sodass für alle y ∈ Y gilt ‖y‖ ≤ cd, wobei
Y := {y ∈ F : ‖ψ(y)‖ ≤ d ‖ψ‖ ∀ψ ∈ Ψ}.
Y ist nicht leer, da 0 ∈ Y . Für jedes ψ ∈ Ψ gilt sicher supy∈Y ‖ψ(y)‖ ≤ d ‖ψ‖.
Somit ist Y ⊆ F laut (1) beschränkt. Daher kann c := d−1 supy∈Y ‖y‖ <∞
gewählt werden, wenn d > 0. Für d = 0 kann c beliebig gewählt werden.

c) f ist beschränkt auf jedem kompakten K ⊆ U :

Nachdem ψ ◦ f holomorph und daher stetig ist, folgt dass (ψ ◦ f)(K) =
ψ(f(K)) beschränkt ist für alle ψ ∈ Ψ. Das ist laut (1) äquivalent zur Be-
schränktheit von f(K) ⊆ F . Wegen Lemma 5.2 ist f lokal beschränkt.

d) f ist stetig in U :

Wähle ξ ∈ U beliebig. Dazu gibt es ein r > 0, sodass Br(ξ) ⊆ U . Nun folgt
aus Korollar 4.5 mit m = 0 für x ∈ Br(ξ)

|ψ ◦ f(x)− ψ ◦ f(ξ)| ≤
‖x− ξ‖

r − ‖x− ξ‖
sup

‖t−ξ‖=r
‖ψ ◦ f(t)‖

≤
‖x− ξ‖

r − ‖x− ξ‖
‖ψ‖ sup

‖t−ξ‖=r
‖f(t)‖

Da f laut c) lokal beschränkt ist, kann man r > 0 gegebenfalls kleiner ma-
chen, sodass sup‖t−ξ‖=r ‖f(t)‖ = d <∞. So erhalten wir:

|ψ(f(x)− f(ξ))| ≤
‖x− ξ‖

r − ‖x− ξ‖
d ‖ψ‖

bzw.
∣∣∣ψ(r − ‖x− ξ‖‖x− ξ‖

[
f(x)− f(ξ)

])∣∣∣ ≤ d ‖ψ‖
Aus b) folgt, dass es ein c ≥ 0 gibt mit

∥∥∥ r−‖x−ξ‖‖x−ξ‖
[
f(x)− f(ξ)

]∥∥∥ ≤ cd. Daher:

‖f(x)− f(ξ)‖ ≤
‖x− ξ‖

r − ‖x− ξ‖
cd

Also ist f bei ξ stetig.
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e) f ist holomorph in U :

Wähle ξ ∈ U wieder beliebig. Wir definieren für jedes m ∈ N eine Abbildung
Pm : E → F folgendermaßen: Für x ∈ E wählen wir ein ρ > 0, sodass
ξ + λx ∈ U für jedes λ ∈ C, |λ| < ρ und setzen

Pm(x) =
1

2πi

∫
|λ|=ρ

f(ξ + λx)

λm+1
dλ.

Das Integral existiert und ist unabhängig vom gewählten ρ. Sind nämlich ρ1
und ρ2 zwei positive reelle Zahlen, sodass ξ + λx ∈ U für |λ| ≤ max{ρ1, ρ2}
und setzt man

Pm,1 :=
1

2πi

∫
|λ|=ρ1

f(ξ + λx)

λm+1
dλ, Pm,2 :=

1

2πi

∫
|λ|=ρ2

f(ξ + λx)

λm+1
dλ,

dann gilt wegen der Cauchyschen Integralformel (Satz 4.3) für alle ψ ∈ Ψ
1
m! d̂

m(ψ ◦ f)(ξ)(x) = ψ(Pm,1(x)) = ψ(Pm,2(x)). Wegen der punktetrennen-
den Eigenschaft von Ψ folgt die Gleichheit der Integrale.

Als nächstes zeigen wir, dass Pm stetig ist. Dazu wähle x0 ∈ E beliebig.
Nachdem die Abbildung (λ, x) ∈ C× E 7→ ξ + λx ∈ E stetig bei (0, x0) ist,
gibt es ein ρ > 0 sodass ξ + λx ∈ U für alle λ ∈ C und für alle x ∈ E mit
|λ| ≤ ρ und ‖x− x0‖ ≤ ρ. Daher kann für Pm(x) und Pm(x0) dasselbe ρ
verwendet werden. Aus

‖Pm(x)− Pm(x0)‖ =
1

2π

∥∥∥∥∥
∫
|λ|=ρ

f(ξ + λx)− f(ξ + λx0)

λm+1
dλ

∥∥∥∥∥
≤ 1

ρm
sup
|λ|=ρ

‖f(ξ + λx)− f(ξ + λx0)‖

folgt wegen der Stetigkeit von f die von Pm bei x0.

Jetzt brauchen wir noch für jedes m ∈ N ein Am ∈ Las(mE;F ) mit Âm =
Pm. Für m = 0 folgt mit Satz 4.3, ψ(P0(x)) = ψ(f(ξ)). Also ist P0 = f(ξ) ∈
P(0E;F ). Für m ≥ 1 definieren wir Am mit Hilfe der Polarformel

Am(x1, . . . , xm) :=
1

2mm!

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 · ε2 · · · εmPm(ε1x1 + · · ·+ εmxm)

Dieser Abbildung ist einfach anzusehen, dass sie symmetrisch ist. Um die m-
Linearität zu zeigen, reicht es daher die Linearität in der ersten Komponente
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zeigen. Für jedes ψ ∈ Ψ gilt

ψ[Am(x1 + x′1, x2, . . . , xm)] =

1

2mm!

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 · ε2 · · · εm(ψ ◦ Pm)(ε1(x1 + x′1) + ε2x2 + · · ·+ εmxm) =

1

2mm!

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 · ε2 · · · εm
1

m!
d̂m(ψ ◦ f)(ξ)(ε1(x1 + x′1) + ε2x2 + · · ·+ εmxm) =

1

m!
dm(ψ ◦ f)(ξ)((x1 + x′1), x2, . . . , xm) =

1

m!
dm(ψ ◦ f)(ξ)(x1, x2, . . . , xm) +

1

m!
dm(ψ ◦ f)(ξ)(x′1, x2, . . . , xm) =

1

2mm!

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 · ε2 · · · εm
1

m!
d̂m(ψ ◦ f)(ξ)(ε1x1 + · · ·+ εmxm)+

1

2mm!

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 · ε2 · · · εm
1

m!
d̂m(ψ ◦ f)(ξ)(ε1x

′
1 + · · ·+ εmxm) =

ψ[Am(x1, x2, . . . , xm)] + ψ[Am(x′1, x2, . . . , xm)] =

ψ[Am(x1, x2, . . . , xm) +Am(x′1, x2, . . . , xm)]

Jetzt folgt aus der punktetrennenden Eigenschaft von Ψ die Linearität von
Am. Als nächstes zeigen wir, dass Âm = Pm, womit Pm ∈ P(mE;F ):

ψ(Âm(x)) = ψ(Am(x, . . . , x))

=
1

2mm!

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 · ε2 · · · εm(ψ ◦ Pm)((ε1 + · · ·+ εm)x)

=
1

2mm!

∑
εi=±1
1≤i≤m

ε1 · ε2 · · · εm
1

m!
d̂m(ψ ◦ f)(ξ)((ε1 + · · ·+ εm)x)

=
1

m!
dm(ψ ◦ f)(ξ)(x, . . . , x) =

1

m!
d̂m(ψ ◦ f)(ξ)(x) = ψ(Pm(x))

Aus der punktetrennenden Eigenschaft von Ψ folgt wieder, dass Âm = Pm.

Als letzter Schritt bleibt noch zu zeigen, dass
∑∞
m=0 Pm(x − ξ) in einer

Umgebung von ξ gleichmäßig gegen f(x) konvergiert.

Nachdem laut c) f lokal beschränkt ist, gibt es ein M > 0 und ein σ > 0,
sodass B̄σ(ξ) ⊆ U und sup‖t−ξ‖≤σ ‖f(t)‖ ≤ M . Dazu wählen wir noch zwei

reelle Zahlen ρ > 1 und r > 0, sodass rρ < σ, wodurch Br(ξ) eine Teilmenge
von B̄σ(ξ) ist. Für jedes x ∈ Br(ξ) gilt (1− λ)ξ + λx ∈ B̄σ(ξ) für alle λ ∈ C
mit |λ| ≤ ρ. Daher lässt sich Proposition 4.4 auf ψ ◦ f anwenden:

(ψ ◦ f)(x)−
m∑
k=0

1

k!
d̂kf(ξ)(x− ξ) =

1

2πi

∫
|λ|=ρ

(ψ ◦ f)[(1− λ)ξ + λx]

λm+1
dλ.
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Aus 1
m! d̂

m(ψ ◦ f)(ξ)(x) = ψ(Pm(x) erhalten wir

ψ

[
f(x)−

m∑
k=0

Pm(x− ξ)

]
= ψ

[
1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1
dλ

]

Wegen der punktetrennenden Eigenschaft von Ψ bekommen wir∥∥∥∥∥f(x)−
m∑
k=0

Pm(x− ξ)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1

2πi

∫
|λ|=ρ

f [(1− λ)ξ + λx]

λm+1
dλ

∥∥∥∥∥ ≤ M

ρm(ρ− 1)

für jedes x ∈ Br(ξ). Daher konvergiert die Reihe auf Br(ξ) gleichmäßig gegen
f .

q

5.4. Bemerkung. Wenn F ein Banachraum ist, so erfüllt Ψ := F ′ die Vorraus-
setzung in Satz 5.3, d.h.

Y ⊆ F beschränkt ⇔ ψ(Y ) ⊆ C beschränkt ∀ψ ∈ Ψ

⇒ folgt aus der Stetigkeit der ψ.
In der Tat ist die rechte Seite ist äquivalent zu: Für alle ψ ∈ Ψ existiert ein

rψ ≥ 0, sodass |ψ(Y )| ≤ rψ. Wenn man y ∈ Y als Element des Bidualraum
auffasst, so erhält man

sup
y∈Y
|y(ψ)| = sup

y∈Y
|ψ(y)| ≤ rψ

Nun folgt aus dem Satz von Banach-Steinhaus, dass supy∈Y ‖y‖ ≤ C <∞. Also
ist Y beschränkt.

6 Endliche Holomorphie

6.1. Definition. Eine Abbildung f : U → F wird endlich holomorph ge-
nannt, wenn für jeden endlichdimensionalen Unterraum S von E der nicht leeren
Schnitt mit U hat, f

∣∣
S∩U ∈ H(S ∩ U,F ) gilt.

Die Menge aller endlich holomorpher Abbildungen von U nach F wird mit
Hf (U,F ) bezeichnet. Für f

∣∣
S∩U wollen wir fS schreiben.

6.2. Bemerkung. Zu jedem endlichdimensionalen Unterraum X eines topolo-
gischen Vektorraums exisitiert eine isomorphe und gleichzeitig homöomorphe
Abbildung ι : Cn → X für ein n ∈ N. Daher könnte man für endliche Holo-
morphie auch fordern, dass für jedes solche ι mit ι−1(U) 6= ∅ die Komposition
f ◦ ι|ι−1(U) holomorph ist.

6.3. Bemerkung. Die Menge Hf (U,F ) ist mit der punktweisen Addition und der
punktweisen skalar Multiplikation ein komplexer Vektorraum. Außerdem folgt
aus Proposition 3.10, dass H(U,F ) ⊆ Hf (U,F ).

Für f ∈ Hf (U,F ), S ein endlichdimensionaler Unterraum von E mit S∩U 6=
∅ und ξ ∈ S ∩ U gilt dmfS(ξ) ∈ Ls(mS;F ) und d̂mfS(ξ) ∈ P(S;F ) für m ∈ N.
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Seien nun S1 ⊆ S2 zwei endlichdimensionale Unterräume von E mit S1∩U 6=
∅ und ξ ∈ S1 ∩ U dann gilt (siehe Proposition 3.10)

d0fS2
(ξ) = d0fS1

(ξ) = f(ξ), dmfS2
(ξ)
∣∣
S1

= dmfS1
(ξ),

d̂mfS2
(ξ)
∣∣
S1

= d̂mfS1
(ξ) für alle m ∈ N.

Daher existiert eine Abbildung δmf(ξ) ∈ Las(mE;F ), (bzw. ein δ̂mf(ξ) ∈
Pa(mE;F )), sodass δmf(ξ)

∣∣
S

= dmfS(ξ) für alle endlichdimensionalen Un-
terräume S von E.

6.4. Satz. Seien E,F normierte Vektorräume und f eine Funktion von einem
offenen U ⊆ E nach F . Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) f ist holomorph in U .

(ii) f ist endlich holomorph und stetig in U .

(iii) f ist endlich holomorph und lokal beschränkt in U .

Beweis Die Implikationen (i)⇒ (ii) und (ii)⇒ (iii) erhält man sofort. Daher
bleibt nur noch (iii)⇒ (i) zu beweisen.

Also sei im Folgenden f ∈ Hf (U,F ) lokal beschränkt und ξ ∈ U . Für jedes
x ∈ E definieren wir eine Abbildung tx : C → E als tx(λ) = λx. Klarerweise
ist tx ∈ L(C;E). Als Tx : C → E definieren wir die affine Abbildung (tx)ξ
wie in Propostion 3.10, also Tx(λ) = (tx)ξ(λ) = ξ + λx. Die Menge Vx :=
{λ ∈ C : ξ + λx ∈ U} ist offen und enthält die 0. Wenn wir den höchstens
zweidimensionalen Unterraum Sx von E der von x und ξ aufgespannt wird
betrachten, dann erhalten wir Tx(Vx) ⊆ U ∩ Sx.

Vx ⊆ C Tx−−→ U ∩ Sx
f−→ F

Nachdem Sx ein endlichdimensional ist und f in Hf (U,F ) liegt, ist die Ein-
schränkung von f auf Sx holomorph, also fSx

∈ H(U ∩ Sx, F ). Mit Proposition
3.10 erkennen wir fSx

◦ Tx ∈ H(Vx, F ), wobei

(fSx
◦ Tx)(λ) =

∞∑
m=0

1

m!
d̂m(fSx ◦ Tx)(0)(λ) =

∞∑
m=0

1

m!
d̂mfSx [Tx(0)] ◦ tx(λ)

=

∞∑
m=0

λm

m!
d̂mfSx

(ξ)(x)

Für λ ∈ B̄rx(0) konvergiert die Reihe gleichmäßig, wenn rx hinreichend klein

gewählt wird. Wenn man die Abbildungen δ̂mf(ξ) aus Bemerkung 6.3 betrach-
tet, erhält man

f(ξ + λx) = (f ◦ Tx)(λ) =

∞∑
m=0

λm

m!
δ̂mf(ξ)(x).

Die Reihe konvergiert wieder gleichmäßig für λ ∈ B̄rx(0) für ein hinreichend
kleines rx.
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Nachdem f lokal beschränkt ist, gibt es ein ρ > 0 und ein M > 0, sodass
B̄ρ(ξ) ⊆ U und sup‖t−ξ‖≤ρ ‖f(t)‖ ≤ M . Für x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1 und |λ| ≤ ρ folgt

ξ + λx ∈ U . Daher ist B̄ρ(0) = {λ ∈ C : |λ| ≤ ρ} ⊆ Vx als Teilmenge von C für
jedes x ∈ E mit ‖x‖ ≤ 1.

Wegen f ◦ Tx ∈ H(Vx, F ) erhalten wir gemäß Satz 4.3

1

m!
d̂m(f ◦ Tx)(0)(1) =

1

2πi

∫
|λ|=ρ

f ◦ Tx(0 + λ · 1)

λm+1
dλ

für jedes x ∈ E mit ‖x‖ ≤ 1 und m ∈ N. Daher folgt

1

m!
δ̂mf(ξ)(x) =

1

m!
d̂mfSx

(ξ)(x) =
1

m!
d̂m(f ◦ Tx)(0)(1)

=
1

2πi

∫
|λ|=ρ

f(ξ + λx)

λm+1
dλ

für jedes x ∈ E mit ‖x‖ ≤ 1 und m ∈ N, womit sich die Norm von δ̂mf(ξ)
folgendermaßen abschätzen lässt:∥∥∥∥ 1

m!
δ̂mf(ξ)

∥∥∥∥ ≤ M

ρm
<∞, m ∈ N

Also ist δ̂mf(ξ) stetig, d.h. δ̂mf(ξ) ∈ P(mE;F ), für jedes m ∈ N.

Jetzt bleibt zu zeigen, dass die Reihe
∑∞
m=0

1
m! δ̂

mf(ξ)(y − ξ) gleichmäßig
gegen f(y) konvergiert für ‖y − ξ‖ hinreichend klein.

Also wählen wir σ und r aus R, sodass σ > 1, r > 0 und σr ≤ ρ. Daraus
erhalten wir B̄r(ξ) ⊆ B̄ρ(ξ) ⊆ U . Für ein y ∈ B̄r(ξ) setzen wir x = y−ξ. Aus den
vorherigen Teilen des Beweises wissen wir, dass f ◦ Tx ∈ H(Vx, F ). Außerdem
erhält man wegen der Wahl von x, dass ‖x‖ ≤ r und daher ξ + λx ∈ U , wenn
|λ| ≤ σ.

Für 0 und 1 lässt sich Proposition 4.4 auf f ◦ Tx mit σ anwenden, da (1 −
ζ) · 0 + ζ · 1 ∈ Vx für |ζ| ≤ σ. Wir erhalten

(f ◦ Ty−ξ)(1)−
m∑
k=0

1

k!
d̂k(f ◦ Ty−ξ)(0)(1) =

1

2πi

∫
|λ|=σ

f [(1− λ)ξ + λy]

λm+1(λ− 1)
dλ

für jedes y ∈ B̄r(ξ) und m ∈ N, also∥∥∥∥∥f(y)−
m∑
k=0

1

k!
d̂kf(ξ)(y − ξ)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1

2πi

∫
|λ|=σ

f [(1− λ)ξ + λy]

λm+1(λ− 1)
dλ

∥∥∥∥∥ ≤ M

σm(σ − 1)

Nachdem σ > 1 gewählt wurde, konvergiert die Reihe gleichmäßig für jedes
y ∈ B̄r(ξ) gegen f(y)

q
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