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1 Einleitung

Diese Arbeit behandelt den Holomorphiebegriff verallgemeinert fiir Funktionen
von normierten Vektorrdumen in normierte Vektorrdume. Dabei werden nur
Vektorrdume iiber dem Skalarkorper C betrachtet. Das Ziel ist die Holomorphie-
Eigenschaft einer Funktion von irgendeinem normierten Raum auf Holomorphie
von Funktionen von C™ nach C herunterzubrechen

Als ersten werden Polynome von normierten Vektorrdumen in normierte
Vektorrdaume vorgestellt, damit spéter Potenzreihen eingefiithrt werden kénnen
und somit eine Verallgemeinerung fiir analytische Funktionen formuliert werden
kann. Fiir Funktionen auf C ist bekanntlich holomorph &quivalent zu analytisch.
Daher wird eine Verallgemeinerung fiir analytisch eingefiihrt und holomorph als
analytisch definiert.

2 Polynome

2.1 Multilineare Abbildungen

2.1. Definition. Seien Fy, Es, ..., E,,, F m € N normierte Rdume, dann nennt
man eine Abbildung A : []" | E; — F m-linear, falls die Abbildung

A(a)z Ez — F
T — A(al, e A1, T Ay e ,am)
fiir alle a € [];~, E; und fiir alle i € {1,...,m} linear ist.
2.2. Definition. Fiir m € N seien E1, Es, ..., E,,, F' normierte Rdume. Dann

bezeichnet L,(E1, ..., Ey; F) den Vektorraum, der m-linearen Abbildungen von
[1~, E; nach F.

Der Unterraum der beschrénkten m-linearen Abbildungen wird durch
L(E1,...,Ey; F) beschrieben, wobei A € L,(E1,...,En; F) genau dann be-
schrankt ist, wenn

HA(xh ce 7xm)||F

IlA]l == sup = sup |A(z1, .. zm) |l g
21#0,2m#0 |1l g, ZmllE, o)<t Jlzml<t

endlich ist.

2.8. Bemerkung. Wie es das Symbol schon erahnen lisst, beschreibt || A|| tat-
séichlich eine Norm auf L(Ey,..., Epy; F). Wie fiir lineare Abbildungen ist A
genau dann stetig, wenn || Al| endlich ist.

Beweis [|0]] = 0 folgt unmittelbar aus der Definition. Wenn A # 0, dann folgt
auch ||A]| # 0, nachdem es ein (21, ...,2y) gibt, sodass A(z1,...,zm) # 0. Fir
A e C gilt
”)‘AH = sup ”)‘A(xlv"'vxm)HF
21l <1, llm <1

=[Al- sup [A(zy, - zm)l = [AA]

el <1, lem | <1
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Fir A,B € L(En, ..., Ey; F) gilt wegen der Dreiecksungleichung fiir ||| -

|A+ B| = sup |A(z1, ... xm) + B(@1, .. 2m) || g
lz1ll <1, flem | <1
§ sup HA(xla"'vxm)HF+
lz1 | <1, llzm || <1
sup |B(z1,...,2zm)| ¢
lz1 | <1y llzm | <1
= [|A[l + [|B]

Sei [|A]| beschrinkt: Fiir (z1,...,2,) € [[~; E; und eine Folge (y7, ..., y" Jnen,
(yl,...,ym) € [T~ E; fiir jedes n € N, die gegen (0, .. ., 0) konvergiert beziiglich
der Produktopologie (bzw. Maxiumumsnorm), gilt

[A(z1,. .., 2m) — Az + ¥ Zm + ym) | e

= [JA(z1, .y &m) — A(T1, .-y 2m) — AT, T2 + Yoo T+ Ypy,)
—A(z1,y5, 23 + Y5, Tm H Yp) — =A@, T, Y|P

<A@, 22 +y3, - wm + yp) e + 1 A@L Y5 23 + 05, om +yn) e
+o [ A@ o1, Ym) e

<A 5l + y2 15 - lzm + vl g
+ 1Al ol g 1921 g s + y3ll g - om + vl g
+o A Azl - [em—rll g 1yl &

Fiir ein geeignet grofles C' > 0 erhilt man
. n neN
< ClAIY_ Nyl == o.
i=1

Also ist A stetig bei (z1,...,Zm)
Ist umgekehrt A stetig, dann existiert zu e = 1 ein § > 0, sodass

[A(z1,...,zm)| < 1 fir alle (x1,...,2Z,) mit max;—1. ., Hxl||EL < §. Diese
Bedingung ist sicherlich fiir (¢ H;—iu, ey 0 H;’;—:”) erfiillt. Also gilt
A2 s )l <1
Tl Temlls |,
T Ty 1
bzw. A( e ) <,
1]l g, [emllg, ||, ~ 9

womit ||A]| beschrénkt ist.
Q

2.4. Definition. Fir F{ = Fy = --- = E,, wird der Raum der m-linearen
Abbildungen von E™ nach F als £,(™FE; F') geschrieben.

Weiters bezeichen wir den Unterraum, der symmetrischen m-linearen Abbil-
dungen als L,s(™E; F), d.h.

L.s(MEF) = {A €L("EF): A(wy, . m) = A(To(1)s - - To(m)) VO € Sm} ,

wobei S, fiir die Menge aller Permutationen von {1,...,m} steht.
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2.5. Bemerkung. Jedes A € L,(™E;F) steht in Beziehung zu einem A; €
Lq.s(™E; F). Die symmetrische Abbildung As wird Symmetrisierung von A ge-
nannt und hat folgende Gestalt

1
A@rses@m) = =5 37 A1)y s Tom):

‘oS,

Mit A ist klarerweise auch Ag beschriankt. Falls A bereits symmetrisch war,
stimmt A mit A, iiberein.

2.2 m-homogene Polynome

2.6. Definition. Fiir m € N wird eine Abbildung P : E — F m-homogenes
Polynom von E nach F genannt, wenn es ein A € L,(™E;F) gibt, sodass
P(z) = Ax™ (= A(z,...,)) fiir alle z € E. Fiir diese Beziehung schreibt man
P=A.

2.7. Bemerkung. Als P,(™FE;F) bezeichnen wir die Menge aller m-homogenen
Polynome. Diese Menge bildet mit punktweiser Addition und punktweiser Ska-
larmultiplikation einen Vektorraum.

2.8. Bemerkung. Wenn A€ L,(ME;F) und Ay ist die Symmetriesierung von
A, dann gilt A = Aq
Beweis
1 1 R
Asw) = As(, - om) = — > Alw,...,x) = —mlA(z,...,z) = A(z)

m)!
oESm

a

2.9. Proposition. Fir m € N, m > 1, A € Los(™E;F) und P = A gilt die
Polarformel

1
A(l’l,...,l‘m) = om 1 g 61'62"'5mP(€1«T1+"'+€mxm)-
2mm|!
e;==+1
1<i<m

Den Beweis findet man in [5, Theorem 1.10]

2.10. Bemerkung. Insbesondere stellt A > A eine lineare Bijektion zwischen
Los(ME; F) und P, ("™E; F) her.

2.11. Definition. Fiir m € N wird eine Abbildung P : E — F stetiges m-
homogenes Polynom von F nach F genannt, wenn es ein A € L(™E; F) gibt,
sodass P = A.

Zusétzlich ldsst sich eine Norm auf P(™E; F') definieren durch

PO qp 1P@)

1P| == =
ceBxz0 7]l z€E, ||z <1

2.12. Proposition.
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(i) Die Abbildung
"t L(ME;F) — P(ME;F)
A A
st linear, surjektiv und stetig
(i) Die Abbildung
" L(MEF) — P(MEF)
A A

st ein Vektorraumisomorphismus und ein Homoomorphismus, wobei

~ m™ .
141 < Al < 27 d)
Den Beweis findet man in [1, Proposition 1.3]

3 Holomorphe Abbildungen
3.1 Potenzreihen

3.1. Definition. Eine Potenzreihe von E nach F (beides normierte Vek-
torrdume) um einen Punkt £ ist eine Reihe in z € F der Gestalt

Z Am(x - €>'m’

m=0

wobel A, € L;(™E;F) fiir alle m € N. Aquivalent lisst sich das auch durch
Polynome formulieren. Fiir P,, = A,, € P(™E;F) erhalten wir die selbe Po-
tenzreihe in der Form

me(x_g)-

m=0

Die A,, bzw. P,, werden in Bezug auf die Potenzreihe als Koeffizienten bezeich-
net.

3.2. Definition. Als Konvergenzradius einer Potenzreihe um £ bezeichnet man
die grofite reelle Zahl r, sodass die Reihe in B,(&) gleichméBig konvergiert fir
alle p, 0 < p<r.

Ist der Konvergenzradius grofler als 0, dann sagt man, dass die Reihe gleich-
méBig konvergiert.

3.3. Satz. Seien (A )men und (Bp)men Koeffizienten von Potenzreihen mit
positiven Konvergenzradien Ry und Re — also Ay, By, € L(MEF) — und gilt
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fir jedes x € B,(§) fir ein p > 0, dann folgt A,, = B, fir alle m € N.

Beweis Angenommen es wiére nicht so, dann existiert ein my € N und ein
(Z15 -y Zmg) € E™0, sodass Ay (21, -, Zmg) 7 Bmo (%1, -5 2Zmg). Wegen der
Symmetrie und der Polarformel folgt, dass es auch ein zy € E gibt, sodass
Ao (0)™ # Bpo(x0)™0. Dieses zp kann wegen der mg-Linearitit normiert
gewéhlt werden. Nun betrachten wir die Gleichheit

i A (Axo)™ = i B (Axo)™,

m=0

(e}

m=

welche fiir alle A € B,.(0) C C, mit » = min{p, Ry, Ra} gilt. Aus der m-Linearitét
erhalten wir

> AT Ap(z0)™ = > A" Bp(zo)™.
m=0 m=0

Aus Apo (20)™ # By, (0)™° erhalten wir einen Widerspruch zur Eindeutigkeit
der Potenzreihen mit komplexen Variablen (siehe [3, Korollar 6.7.9]).
Q

3.4. Proposition. Sei E' ein normierter Vektorraum und F ein Banachraum,
dann lisst sich der Konvergenzradius r einer Potenzreihe y o P (x—£) durch

1

r= -
lim Supm—)oo ||Pm|| "
bestimmen.

Den Beweis findet man in [I, Proposition 2.1]

3.5. Korollar. Fiir die Potenzreihe Y °_ Ap(z— &)™ = °_ Pn(z—&) um
& sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Reihe konvergiert gleichmifSig.
(i) Die Folge (HPmH#)mEN ist beschrdnkt.

(iii) Die Folge (\|Am||#)m€N ist beschrinkt.

3.2 Holomorphie

3.6. Definition. Seien E, F normierte Vektorrdume und U C E offen. Eine
Funktion f : U — F wird holomorph genannt, wenn es fiir jedes £ € U eine
Folge (Am)men, Am € Ls(ME; F),m € N und eine reelle Zahl p > 0 gibt, sodass
B,(§) € U und die Reihe Y-~ A (z — €)™ gleichméBig fiir € B,(£) gegen
f(x) konvergiert.

Der Raum aller holomorphen Funktionen von U nach F wird als H(U, F)
geschrieben.

3.7. Bemerkung. Aquivalent kann man auch eine Folge (Pm)men mit P, €
P(™E; F) wihlen, sodass f(x) =Y~ P (z—&) gleichméfBig auf einer kleinen

m=0
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Kugel um ¢. Die Reihe wird auch Taylorreihe von f um den Punkt  genannt.
Klarerweise erhélt man P, durch A,, und umgekehrt A,, durch die Polarformel
angewandt auf P,,.

3.8. Definition. Fiir f € H(U,F), £ € Useiy = o Am(z—&)" = > °_ Prn(z—
€) die Taylorreihe von f um £. Dann definieren wir

dmf(&)=m!- A, € L(TE; F)

d"f(&) =m!- A, =m!- P, € P("E;F)

als Differential der Ordnung m von f bei £. Diese Zuordnung ist wegen Satz
eindeutig. Die Taylorreihe kann jetzt geschrieben werden als

3.9. Proposition. Seien E, F normierte Vektorriume und U C E offen. H(U, F))
ist ein Unterraum von den stetigen Funktionen von U nach F, also von C(U; F').

Beweis Fiir f € H(U, F) wihle £ € U beliebig und p > 0, sodass die Taylorreihe
von f bei £ gleichméBig auf B,(§) konvergiert. Weil die Taylorreihe gleichméfig

~ 1/m
konvergiert, folgt H#dm f(g)” < C fiir alle m € N,m > 1. Fiir m = 0 gilt
Ldf(€) = f(€) Also erhalten wir

Clz =<l

I7) = FOI < Y2 0™ e —€l™ = TG =gy
m=1

fiir |z — &|| < p und pC < 1. Wihle man p nétigenfalls noch kleiner, so erhélt
man die Stetigkeit von f bei .
(]

3.10. Proposition. Seien FE, F' and G normierte Vektorraume, U C F offen,
f e HURG), pe LE;F) und a € F. Dann schreiben wir p, fir die stetige
affine Abbildung von E nach F mit p,(z) = p(x) + a. Falls V = u;Y(U) nicht
leer ist, so gilt f o p, € H(V,G) und fir jedes ( €V

d™(f o pa)(n) = d™ flpa(n)] o u™,

d™(f o pa)(n) = d™ flpa(n)] o 1,

wobei u™ : E™ — F™ folgendermafen definiert ist

(@, ) = (), . w(2)),  (21,...,2m) € E™.
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Beweis Man sieht einfach ein, dass fiir A € L;(™F'; G) die Komposition Ao p™
in L5(™E; G) liegt und m = Aop e P(™E;G) gilt. Daher folgt die zweite
Gleichung aus der ersten.

Fiir € = p14(C), ¢ € V wissen wir, dass > ~_, A,,(t — &)™ gleichméiBig gegen
f(t) konvergiert und zwar in einer Umgebungen von £ = p,(¢), wobei A,, =

and™ f (&)

a2 = 3 Amlpta(z) = 1OV = 3 Alpa(z) = ul(Q))"
=3 Auluz = Q" = 3 Ao ™z O

konvergiert gleichméBig in einer Umgebung U, C V. Daher folgt fou, € H(V,G)
und

%dm(f © a)(n) = %dmf[ua(n)] opu™.

4 Cauchysche Integralformeln

4.1. Satz. Seien E, F normierte Vektorriume, U C E offen, f € H(U, F),
2, €U und p > 1, sodass (1 = N+ Ax € U fiir alle A € C, |A| < p. Dann gilt

1 FI(1 = M€ + Az
fl@) = 5 N -1 d\.

Beweis Aus [, Satz 11.5.13] wissen wir: B
Fiir ein nicht leeres offenes V' C C, ein z € V und ein § > 0, sodass Bs(z) C
V, gilt fiir jedes g € H(V, F) und 7 € Bs(2)

1 9\
= — dA.
g(T) 27TZ P\_Zl:é A*T

Erfiillen nun &, z, p die Vorraussetzungen, so ist V:i={A e C: (1 - AN+ Az €
U} C C offen, B,(0) C V und 1 € B,(0). Weiters setzen wir g : V — F,
g(A) = fl(1 = AN)§+ Az]. Laut [3.10] (mit pe(A) = £+ p(X) und p(X) = A (z—§))
gilt g = fope € H(V,F). Fiir g an der Stelle 1 erhalten wir

f) =g = o [ SOy L[ SOENEEN
[Al=p

= omi

A1 2w e, A1

a

4.2. Bemerkung. Zu jedem £ findet man ein x bzw. zu jedem x ein £, sodass die
Voraussetzungen aus dem Satz erfiillt sind, indem man diese in einer ausreichend
kleinen Kugel um £ bzw. x wahlt.
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4.3. Satz. Seien E, F normierte Vektorriume, U C E offen, f € H(U, F),
EeU,xz € FE und p>0, sodass E+ Ax € U fiir jedes A € C,|\| < p. Dann gilt

1O = Sansean = o e o

m)! ~ o

Beweis Fiir ein nicht leeres offenes V C C,eing € H(V,F),0<r; <rg,a €V,
sodass {A € C: 1y < |\ —a| <rg]} CV, gilt bekanntlich immer

/lH:h gV d\ = /Hl:m g(\) .

Nun ist Vi={A € C: XA # 0,£ + \x € U} eine offene Teilmenge von C und
B,(0)\{0} C V. Die Funktion g : V — F definieren wir als g(\) = f(f,jf‘f).
Wegen Propositiongilt geH(V,F).FirO<e<pfolgt {AeC:e<|A<
p} CV, womit fiir alle m € N

/ f(§+>\x)d)\:/ FE+ )
A= A=p

)\m+1 )\m+1

Die Taylorreihe von f bei & Y2 Pi(z — &), konvergiert gleichméfig gegen
f(2) in B, (&), fir ein ¢ > 0. Fiir x # 0, wéhle ¢, 0 < € < p, so klein, dass
die Taylorreihe ;2 P,(z — ) in der abgeschlossenen Kugel B, gleichméBig
gegen f(z) konvergiert. Wenn wir z = £ + Az, A € C,|\| < e setzen, so folgt
Iz =&l = Azl < ellz]| und weiters

f(&+ Ax) 1
/ - Am+l ZPZ )\ +1 Z A Pl Am—&-l dA
[Al=p [A|=€ =0 [A|=e€ 1=0

Nachdem die Reihe fiir |A| = € gleichméBig konvergiert und wegen der Eindeu-
tigkeit der Reihendarstellung P, = #dm F&)(x) gilt

f(€+ \x) > 1 .
//\I—p ToamAL dA = ZPl(x) //\_6 Nl d\ = 2mi P, (x)

1=0 |
= 2w £ (€)(2).

Fiir x = 0 steht auf beiden Seiten 0.
Q

4.4. Proposition. Sei f € H(U,F), £ €U, p> 1 undxz € U, sodass (1 — X))+
Az € U fir alle X € C, |\ < p, dann gilt fir jedes m € N

L _ 1 F1(L = V€ + A
I CEEUE /M:p M an

Beweis Fiir A€ C, 0 # X # 1 gilt

" 1
; )\k+1 )\m+1()\ -1)
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Multipliziert man beide Seiten mit 5= f[(1 — A)¢ + Az] und integriert iiber die
Kreislinie |\| = p, so erhilt man

1 flA=NE+Na]
27”-/Mp A-1 "=

M€ + \z] 1 FI(1 = M€ + Az
Z 211 /A >\k+1 dA + % [Al=p )\m+1()\ — ].) dA.

Aus Satz [4.1] wissen wir bereits, dass die linke Seite gleich f(z) ist. Wenn wir
die Integrale in der Summe schreiben als
1 Az — 1
L[ M=ol
[Al=p

27ri A+l Eékf(g)(m - 5)7

erhalten wir die Aussage, wobei die letzte Gleichheit aus Satz folgt.

4.5. Korollar. Fir f € H(U,F), m €N, £ € U und r > 0, sodass B,(¢) C U,
dann gilt fir v € B,(§)

gm

o
S i o= S, Ol

Beweis Fiir x = £ steht auf beiden Seiten 0. Also sei im Folgendem x # £ und
P = Toegr > 1. AuBlerdem ist (I =X&+ Mz eU fir A € C,|A| < p. Daher lésst

sich Proposition [£.4] anwenden:

o L ! FI(1 = N + Az
|| ]; kf g)H - 27”/')\| o )\nH-l dA
< 1) lil‘lfp /11 = A&+ Az]f].

Aus [[(1 =&+ Az =&l = [Al[lz = €]l = pllz = &l = r fiir |A] = p folgt

sup [|f[(1 = A+ Az]|| < S IF @I

[Al=p t—¢||=r

wodurch wir insgesamt

lit=¢ll=r

UL S 1
‘ gg f)HSpm(pl) sup || £(1)]

erhalten. Wegen p = m folgt die Aussage.

5 Schwache Holomorphie

Mit dem Satz, der hier vorgestellt wird, 1dsst sich die Holomorphie einer Funkti-
on immer auf die Holomorphie von Funktionen mit Zielbereich C zuriickfiihren.
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5.1. Definition. Eine Funktion f : U — F wird lokal beschrinkt bei x € U
genannt, wenn es eine Umgebung V' von z gibt, sodass f(V) beschrénkt in F
ist, also wenn f(V') C B,.(0) fiir ein r > 0.

f wird lokal beschréankt in U genannt, falls f in jedem Punkt von U lokal
beschrankt ist.

5.2. Lemma. Sei M ein metrischer Raum, F' ein normierter Vektorraum und
f: M — F, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist lokal beschrinkt (in M)

(#4) f ist beschrénkt in jeder kompakten Teilmenge K C M

Beweis (i) = (i1):

Laut (i) gibt es fiir jedes * € M eine offene Menge V,, C M mit f(V,) ist
beschriinkt. Sei K C M kompakt Dann ist {V, : 2 € K} eine offene Uberdeck-
ung von K. Daher findet man aufgrund der Kompaktheit von K eine endliche
Teiliiberdeckung K C (J;, V;,. Wegen

n n

FE) S (U Ve) = £F(Va)

i=1 i=1

und weil die endliche Vereinigung beschrénkter Mengen wieder beschrénkt ist,
ist auch f(K) beschrinkt.

(1) < (i1):
Wiére f bei € nicht lokal beschriankt, so gidbe es fiir jede Kugel B N (&) ein x,,
aus dieser Kugel, sodass ||f(z,)|| > m. Die Folge (zm)men konvergiert nach
Konstruktion gegen £. Daher ist die Menge

K = {z, :meN}U{¢}

kompakt, aber f(K) nicht beschrinkt. Denn fiir jedes r > 0 existiert ein m € N,
sodass || f(zm)|| > m > r. Das widerspricht der Vorraussetzung (i).
a

5.3. Satz. Sei F' ein Banachraum, E ein normierter Raum, U C E offen und
U C F' mit der Figenschaft

Y C F beschrinkt < ¢(Y) C C beschrinkt Vi € . (1)

Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) feHU,F)

(ii) Yo f € H(U,C) fir allep €
Beweis (i) = (i1) Nachdem f holomorph ist, lisst es sich um ¢ in eine Taylor-
reihe entwickeln, die auf B,(€) gleichmé#Big konvergiert.

oo

f@)= 3 Ldm () - )

m=0
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Da ) linear und stetig ist, gilt

@] =] X O -9 = 3 o [pedf©) @ -
m=0 ’ m=0 ’

wobei wegen der gleichméfligen Stetigkeit von i die Reihe auch gleichméfig auf
B, (&) konvergiert.

(i) <= (i1) wird in mehreren Schritten gezeigt:

a) Als erstes zeigen wir, dass ¥ punktetrennend ist:

Angenommen nicht, dann géibe zwei es verschiedene Punkte x,y € F,x # y,
sodass ¥(x) = 9 (y) fiir alle ¢ € ¥. Daraus folgt ¥ (z —y) = 0 fiir alle ¢ € 0.
Die Menge C - (z — y) C F ist sicher unbeschrinkt, wird jedoch von allen
auf 0 abgebildet. Das widerspricht .

b) Fiir jedes d > 0 gibt es ein ¢ > 0, sodass fiir alle y € Y gilt ||y|| < e¢d, wobei
Vi={ye F: [l < dly| vy € U}
Y ist nicht leer, da 0 € Y. Fiir jedes 1) € W gilt sicher sup, ¢y [[9(y)[| < d 9]
Somit ist Y C F laut beschriinkt. Daher kann ¢ := d~ ' sup,cy [Jyl| < oo
gewéhlt werden, wenn d > 0. Fiir d = 0 kann c beliebig gew&hlt werden.

¢) f ist beschrinkt auf jedem kompakten K C U:

Nachdem ¢ o f holomorph und daher stetig ist, folgt dass (¢p o f)(K) =
P(f(K)) beschriankt ist fiir alle ¢ € U. Das ist laut dquivalent zur Be-
schrianktheit von f(K) C F. Wegen Lemma ist f lokal beschrankt.

d) f ist stetig in U:

Wihle £ € U beliebig. Dazu gibt es ein r > 0, sodass B,.(¢) C U. Nun folgt
aus Korollar mit m = 0 fur « € B,(£)

|z — ¢ .
P P ntilﬁ):r v o f()l

Iz €] ol s 150

r— |z —¢|| lt—¢=r

Yo f(x) = 4o f(E)

Da f laut ¢) lokal beschrénkt ist, kann man r > 0 gegebenfalls kleiner ma-
chen, sodass sup|,_¢| =, | f()|| = d < co. So erhalten wir:

w(f@) — f(E)) < A7

Tz e
rlw =gl
o V@ =@ <dll

|l

bzw. ‘1/1(

Aus b) folgt, dass es ein ¢ > 0 gibt mit

" [£(@) — £(©)] | < ed. Daher:
=~ ¢l

— 0 C
r— [z =&l

1f(2) = FOI < d

Also ist f bei £ stetig.
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e) f ist holomorph in U:
Wihle £ € U wieder beliebig. Wir definieren fiir jedes m € N eine Abbildung

P, : E — F folgendermaflen: Fiir + € E wéhlen wir ein p > 0, sodass
&+ Az € U fiir jedes A € C, |A\| < p und setzen

) 1 fl&+ Ax)
P, (z) /Mp ALY

~ o AmH

Das Integral existiert und ist unabhéngig vom gewihlten p. Sind nédmlich p;
und py zwei positive reelle Zahlen, sodass £ + Az € U fiir |A| < max{p1, p2}
und setzt man

1 f(€+ M) 1 f€+ Ax)

Po1:=— d\, P,o:=—
m, 271 IN=p1 Am+1 ’ m, 2mi IA|=ps Am+1

dA,
dann gilt wegen der Cauchyschen Integralformel (Satz fur alle p € ¥
Ldm (Yo f)(€)(x) = Y(Pna(z)) = ¥(Pna2(z)). Wegen der punktetrennen-
den Eigenschaft von W folgt die Gleichheit der Integrale.

Als néchstes zeigen wir, dass P, stetig ist. Dazu wihle o € E beliebig.
Nachdem die Abbildung (A, z) € C x E — £ 4+ \x € E stetig bei (0, x¢) ist,
gibt es ein p > 0 sodass £ + Az € U fiir alle A € C und fiir alle x € E mit
A < p und ||z — x9|| < p. Daher kann fiir P,,(z) und P,,(xo) dasselbe p
verwendet werden. Aus

3 _ 1 €+ Az) — f(€+ Azo)
IPue) = Putoll = 52| [ e A
< — sup [|[f(§+ Az) — f(§+ Azo) |
P Al=p

folgt wegen der Stetigkeit von f die von P,, bei .

Jetzt brauchen wir noch fiir jedes m € N ein A, € Los(™E; F) mit A, =

P,,. Fiir m = 0 folgt mit Satz [.3] ¥(Py(z)) = ¥ (f(£)). Also ist Py = f(€) €
P(°E; F). Fiir m > 1 definieren wir A,, mit Hilfe der Polarformel

1
A (1, .. T) = Sl Z €1 €3 emPrlery + -+ + €ny)
]

Dieser Abbildung ist einfach anzusehen, dass sie symmetrisch ist. Um die m-
Linearitat zu zeigen, reicht es daher die Linearitdt in der ersten Komponente
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zeigen. Fiir jedes ¢ € U gilt

Y[Am (1 + 27,22, .., )] =

1
gt D €reerem(o Pu)(ar(wn +a) + ey o+ emin) =
Sicm
Lo» Lm0 £ (1 +75) + 2+ emn)
€1 €2 Epp—r o e1lx T €T EmTm) =
o9mm| = 12 m! n ! 2
1<i<m

(0 YO+ 1), 2, m) =

%dm(d) o f)(é) (w1, 10, ..., o) + %dm(w o &) (2}, ma,...,xm) =

o 20 2 em A" (0 Q@1 o+ i)+
1<i<m

1 1 gm , _

om )| 6;1 €1 €27 Cmoy (Vo /)E)(erzy + -+ emam) =
1<i<m

'(/)[Am(l‘ly T2y 7xm)] + ¢[Am(l‘/1’l‘2’ s 7xm)] =
1/J[Am($1a T, ... ,I'm) + Am(xllvx27 BRI uxm)}

Jetzt folgt aus der punktetrennenden Eigenschaft von U die Linearitét von
A,. Als niichstes zeigen wir, dass A, = P,,, womit P,, € P(™E; F):

(A (@) = Y(An(,. .., 7))
= ﬁ Z €1 .62...6m(1/)oPm)((61 +"'+€m)$)

e, =+1
1<i<m

_ L im

= 9mm) 621 €1 €9+ emm (o F)E((er + -+ +em)x)
1<i<m

1
m!

Ao O 2) = (0 ) = Y(Pux)

Aus der punktetrennenden Eigenschaft von W folgt wieder, dass Ay = Py
(o]

Als letzter Schritt bleibt noch zu zeigen, dass >~
Umgebung von ¢ gleichméfig gegen f(x) konvergiert.

Nachdem laut ¢) f lokal beschrinkt ist, gibt es ein M > 0 und ein o > 0,
sodass B,(¢) C U und Sup|i_¢| <o IIf(#)|l < M. Dazu wihlen wir noch zwei
reelle Zahlen p > 1 und r > 0, sodass rp < ¢, wodurch B, (&) eine Teilmenge
von B, (€) ist. Fiir jedes @ € B,.(€) gilt (1 — \)¢ + Az € B, (&) fiir alle A € C
mit |[A] < p. Daher ldsst sich Proposition auf ¥ o f anwenden:

P, (x — &) in einer

(wof)(x)fz%gkf(o(xi@:%/ ““f”(i@?)g“ﬂdA.
k=0 TS Al=p
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Aus %d’”(i{) o f)(&)(x) = Y(Pn(z) erhalten wir

] J1(1 = N + Aa] dA]
v [ /IA—p

2mi Al

W lf(x) —> Pu(z—¢)
k

=0

Wegen der punktetrennenden Eigenschaft von ¥ bekommen wir

<M
2mi Al ~pm(p—1)

Hf(l“) =Y Pu(z - f)H =
k=0

1 FI(L=NE + Aa]
/Al—p »

fiir jedes « € B,.(§). Daher konvergiert die Reihe auf B, (£) gleichméBig gegen
I

a

5.4. Bemerkung. Wenn F ein Banachraum ist, so erfiillt ¥ := F’ die Vorraus-
setzung in Satz [5.3] d.h.

Y C Fbeschrinkt < 1(Y) C Cbeschriinkt Vi € ¥

= folgt aus der Stetigkeit der .

In der Tat ist die rechte Seite ist dquivalent zu: Fiir alle 1) € U existiert ein
ry > 0, sodass [¢(Y)] < ry. Wenn man y € Y als Element des Bidualraum
auffasst, so erhélt man

sup |y ()| = sup [¢(y)| < 7y
yey Y

Nun folgt aus dem Satz von Banach-Steinhaus, dass sup, ¢y [ly[| < C < oc. Also
ist Y beschréankt.

6 Endliche Holomorphie

6.1. Definition. Eine Abbildung f : U — F wird endlich holomorph ge-
nannt, wenn fiir jeden endlichdimensionalen Unterraum S von E der nicht leeren
Schnitt mit U hat, f|SmU e H(SNU,F) gilt.

Die Menge aller endlich holomorpher Abbildungen von U nach F' wird mit
Hy(U, F) bezeichnet. Fiir f‘SﬁU wollen wir fg schreiben.

6.2. Bemerkung. Zu jedem endlichdimensionalen Unterraum X eines topolo-
gischen Vektorraums exisitiert eine isomorphe und gleichzeitig hom&omorphe
Abbildung ¢ : C* — X fiir ein n € N. Daher kénnte man fiir endliche Holo-
morphie auch fordern, dass fiir jedes solche ¢ mit :=1(U) # () die Komposition
f o t|,~1(ry holomorph ist.

6.3. Bemerkung. Die Menge H (U, F) ist mit der punktweisen Addition und der
punktweisen skalar Multiplikation ein komplexer Vektorraum. Aulerdem folgt
aus Proposition [3.10] dass (U, F) C Hs(U, F).

Fir f € H¢(U, F), S ein endlichdimensionaler Unterraum von E mit SNU #
Pund € € SNU gilt d™f5(€) € Ls(™S; F) und d™ fs(€) € P(S; F) fiir m € N.
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Seien nun S; C S5 zwei endlichdimensionale Unterrdume von E mit S1NU #
() und € € S; NU dann gilt (siehe Proposition [3.10))

d0f52 (5) = dOfS1 (5) = f(g)v dme2 (£)|Sl - dmel (5),
A" fs,(€)|g, = d™ fs,(€) fiir alle m € N.
Daher existiert eine Abbildung 6" f(€) € Los(™E;F), (bzw. ein 6™ f(€) €

P.(ME; F)), sodass 0™ f(€)|, = d™fs(§) fiir alle endlichdimensionalen Un-
terrdume S von E.

s

6.4. Satz. Seien E, F normierte Vektorrdaume und f eine Funktion von einem
offenen U C E nach F. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist holomorph in U.
(i) f ist endlich holomorph und stetig in U.

(i1i) f ist endlich holomorph und lokal beschrinkt in U .

Beweis Die Implikationen (i) = (¢4) und (i%) = (4i¢) erhilt man sofort. Daher
bleibt nur noch (iii) = (i) zu beweisen.

Also sei im Folgenden f € H (U, F)) lokal beschrankt und £ € U. Fiir jedes
2 € E definieren wir eine Abbildung ¢, : C — F als t,(\) = Az. Klarerweise
ist t, € L(C;E). Als T, : C — E definieren wir die affine Abbildung (t,)¢
wie in Propostion also Tp(A) = (tz)e(A) = & + Az. Die Menge V,
{A e C: &+ Xz € U} ist offen und enthilt die 0. Wenn wir den hochstens
zweidimensionalen Unterraum S, von E der von x und ¢ aufgespannt wird
betrachten, dann erhalten wir T,(V,,) CU N S,.

v,cCcXuns, L F

Nachdem S, ein endlichdimensional ist und f in H (U, F) liegt, ist die Ein-
schriankung von f auf S, holomorph, also fs, € H(U NS, F'). Mit Proposition
erkennen wir fs, o T, € H(V,, F), wobei

oo

A" (fs, o TO)N) = D —d” f, [T, (0)] 0 ta(3)

m=0

(fs, o Tz)(A) =

m=0

I
8 107e
S |3 S\H

Lt

LMB(@()

0

3
]

Fiir A € B, (0) konvergiert die Reihe gleichm#Big, wenn 7, hinreichend klein
gewiihlt wird. Wenn man die Abbildungen 6™ f(£) aus Bemerkung [6.3| betrach-
tet, erhélt man

FlE+ xa) = =3

Die Reihe konvergiert wieder gleichméfig fiir A € B, (0) fiir ein hinreichend
kleines r,.
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Nachdem f lokal beschriankt ist, gibt es ein p > 0 und ein M > 0, sodass
By(§) C U und supy,_¢<, [If(#)]| < M. Fiir € E, [Jz]| <1 und X < p folgt
&+ Az € U. Daher ist B,(0) = {\ € C: || < p} C V, als Teilmenge von C fiir
jedes z € E mit ||z] < 1.

Wegen f o T, € H(V,, F) erhalten wir gemif} Satz

1o, 1 foTa(0+ A1)
—dn(f o T)(0)(1) = 5 /w_p 2D an

21

fiir jedes € E mit ||z|] <1 und m € N. Daher folgt

@) = s () = —d™(f o T(O)()
1 f(€+ )

211 [A|=p )\m+1
fiir jedes £ € E mit ||Jz] < 1 und m € N, womit sich die Norm von 6 f(€)
folgendermaflen abschétzen lisst:

M
—6mf(§) <—<oo, meN
m! P

Also ist 0™ f(€) stetig, d.h. 6™ f(€) € P(™E; F), fiir jedes m € N.

Jetzt bleibt zu zeigen, dass die Reihe Y~ m,émf(f)( — &) gleichmifBig
gegen f(y) konvergiert fiir |y — &|| hinreichend klein.

Also wéhlen wir ¢ und r aus R, sodass ¢ > 1, r > 0 und or < p. Daraus
erhalten wir B,.(§) C B,(¢) C U. Fiirein y € B,.(£) setzen wir z = y—¢. Aus den
vorherigen Teilen des Beweises wissen wir, dass f o T, € H(V,, F). Aulerdem
erhélt man wegen der Wahl von z, dass ||z|| < r und daher £ + Az € U, wenn
A <o.

Fiir 0 und 1 ldsst sich Proposition auf f o7, mit o anwenden, da (1 —
€)-0+4 ¢ 1€V, fir |¢] <o. Wir erhalten

m oy 1 FIL=N)E+ A
(FoTy ) = oTy_,,:><0><1>Zm./M_U[imﬂ&_l)y”A

fiir jedes y € B,.(£) und m € N, also

M

1 fI(L = X)E+ Ay
/|)\| - Al = o™(o—1)

i AFL(N = 1)

Nachdem o > 1 gewéhlt wurde, konvergiert die Reihe gleichméBig fiir jedes

y € B,(€) gegen f(y)
Q
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