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1 Einleitung

Die Eigenschaften von Paaren von Projektionen sind schon seit Langem Gegenstand
intensiver wissenschaftlicher Untersuchungen. Siehe etwa [2, 3, 4, 5] Wir betrachten in
dieser Seminararbeit sogenannte generische Paare und zeigen, dass solche Paare bereits
durch eine positive Kontraktion, die im Bild von P (oder ) operiert, festgelegt sind.

2 Begriffsbildungen

Definition 2.1. Sei X ein Vektorraum tber C und (.,.) : X x X — C ein inneres
Produkt auf X. Das Paar (X, (.,.)) heifit ein Prahilbertraum.

Definition 2.2. FEin Hilbertraum H ist ein Prihilbertraum, der in der Norm ||z| =
<a:,:1:)% vollstdndig ist.

Definition 2.3. Sei X ein Vektorraum. FEine lineare Abbildung P : X — X heifst
Projektion falls P2 = P gilt!.

!Operatoren mit dieser Eigenschaft heifien idempotent



Definition 2.4. Sei X ein Prdahilbertraum. Eine Projektion P heifit orthogonale Pro-
jektion falls
ran(P) L ker(P)

gilt.
Definition 2.5. Sei X ein Vektorraum. Sei T : X — X linear und beschrinkt, I der
identische Operator auf X und X € C. Falls

ker(T — A\I) # {0}

so heifst X FEigenwert von T, ker(T — AI) Eigenraum zu A und alle x € ker(T — X\I)\{0}
FEigenvektoren zum Figenwert A.

Definition 2.6. Sei H ein Hilbertraum und (P, Q) ein Paar orthogonaler Projektionen
auf H. (P,Q) heifst generisch, wenn P und @Q keine gemeinsamen Eigenvektoren haben.

Definition 2.7. Seien H und K normierte Raume. Dann bezeichnen wir den Raum der
linearen und beschriankten Abbildungen von H nach IC mit L(H,K).

3 Generische Paare orthogonaler Projektionen

Lemma 3.1. Sei V ein Vektorraum und sei P 1V — V eine Projektion. Dann hat P
nur die Eigenwerte 0 und 1.

Beweis. Sei A ein Eigenwert von P mit zugehorigem Eigenvektor . Dann gilt P(z) = Ax.
Auf diese Gleichung wenden wir wiederum P an und erhalten: \2x = P%(z) = P(z) = Ax.
Wegen z # 0, muss A> = \ gelten. Die einzigen Losungen dieser Gleichung sind 0 und
1. O

3.1 Beispiel generisches Paar

Sei H ein Hilbertraum und (P, Q) ein Paar orthogonaler Projektionen auf H. Wir be-
trachten folgende Unterrdume von H:

Hoo={feH:Pf=0,Qf =0}

Hio={feH:Pf=FfQf =0}
Hor={feH:Pf=0,Qf = f}
Hin={feH:Pf=FfQf =f}

und sei H, das orthogonale Komplement der direkten Summe dieser Unterraume. Somit
enthalten diese Unterrdume alle gemeinsamen Eigenvektoren von P und ) (siehe Lemma
3.1 ). Daraus folgt, dass die Einschrénkung von P und @ auf H, ein generisches Paar
von Projektionen ist.

Weil die Rdume H,, ,(m,n = 0, 1) alle invariant unter P und @ sind und weil P und @
selbstadjungiert sind, ist auch H, unter P und @ invariant.



3.2 Polarzerlegung

Definition 3.2. Sei T' € L(H). Falls (Tx,x) > 0 fir alle x € H gilt, so nennen wir T
einen positiven Operator und schreiben T > 0.

Satz 3.3. Es seien H ein Hilbertraum und 0 < T € L(H). Dann existiert genau ein

positiver Operator S € L(H) mit S = T. Wir schreiben S = T% und nennen T7 die
Wurzel von T.

Beweis. Siehe Satz 2.5.2 (i) in [1]. O

Definition 3.4. Seien H und IC Hilbertraume und T' € L(H,K). T heifst eine partielle
Isometrie, wenn es einen Unterraum X C H gibt, sodass

T‘X:X—>,H

isometrisch und
T|XJ_ — 0

1st.

Definition 3.5. Seien H und K Hilbertraume und T € L(H,K). Sei K = ran(T) ®
ker(T*) eine orthogonale Zerlegung. Die orthogonale Projektion

Pr =P K — ran(T)
heifit die Bildprojektion von T.

Satz 3.6. Seien H und K Hilbertraume und T € L(H,K). Dann existiert genau ein
positiver Operator |T'| aus L(H) und eine partielle Isometrie Vr € L(H,K) sodass gilt:

T =Vy|T| ViVe = Py

Dabei ist Py die Bildprojektion von [T|. Auflerdem gilt |T'| = (T*T)%
Beweis. Siehe Satz 2.5.13 (i) und (ii) in [1]. O
Bemerkung 3.7. Es gilt ker(T) = ker(|T)

Lemma 3.8. Sei T € L(H) und sei T = Vp|T| die Polarzerlegung von T. Falls T
selbstadjungiert ist, dann ist auch Vp selbstadjungiert und Vp vertauscht mit T und mit

/T].

Bewess.

(a) Wegen Satz 2.5.13 (iv) in [1] gilt fiir die Polarzerlegung von T, dass T = Vi|T™|.
Da T selbstadjungiert ist, gilt also T = V;{|T'|. Wegen der Eindeutigkeit der Polar-
zerlegung folgt Vi = V.



Vi|T| = (Vp|T))" = |T|"Vy = |T|Vr
ViT = ViV |T| = Vi | T| Ve = TV
0

Lemma 3.9. Sei H ein Hilbertraum und T € L(H) und sei T = Vp|T| die Polarzerlegung
von T. Wenn T injektiv ist und ran(T') dicht in H ist, dann ist V unitdr.

Beweis. siehe Satz 2.5.14 (i) in [1]. O

Lemma 3.10. Sei T € L(H) und sei T = Vp|T| die Polarzerlegung von T. Falls ker(/T})
= {0} und T selbstadjungiert ist, dann ist Vp unitdr.

Beweis. Wegen ker(T) = ker(|T|) = {0} ist T injektiv. Wegen
{0} = ker(T) = ker(T*) = ran(T)*

ist ran(T) dicht in H. Daher gilt wegen Lemma 3.9, dass Vp unitér ist. O

3.3 Generische Paare

Proposition 3.11. Sei (E, F) ein Paar von orthogonalen Projektionen in H.
(a) Sei f € H sodass EFf = f. Dann gilt Ef = f und Ff = f.

(b) Sei (E,F) ein generisches Paar von Projektionen, dann folgt aus EFf = f, dass
f=0.

(c) Sei (E,F) ein generisches Paar von Projektionen, dann folgt aus Fg = aFg und
0#aeC, dass g = 0 ist.

Beweis.

(a) Ef = f gilt wegen
Ef =EEFf=E’Ff=FEFf=f

Sei Ff # f. Wegen ||[F|| < 1ist ||[Ff|| < ||f]]. Daraus folgt, wegen ||E| < 1, der
Widerspruch:

LA =EFF < [|EFI <[]

(b) Mit der Voraussetzung EF' f = f folgt aus (a) Ef = f und F'f = f. Damit hitten F
und F' einen gemeinsamen Kigenvektor f zum Eigenwert 1. Da laut Voraussetzung
(E, F) ein generisches Paar von Projektionen ist, muss f = 0 sein, damit £ und F
keine gemeinsamen Eigenvektoren haben.



(c) Sei h € H mit Fig = h = aFg. Das bedeutet h € ran(F) N ran(E) also Fh = h
und Eh = h. Da (E,F) ein generisches Paar ist und somit keine gemeinsamen

Eigenvektoren hat, gilt h = 0. Also Fg = aEg = {0}. Das bedeutet g € ker(F) N
ker(E), also Fg = 0 und Fg = 0. Auch hier wenden wir das Argument an, dass F

und F' keine gemeinsamen Eigenvektoren haben diirfen, womit g = 0 gilt.

O]

Definition 3.12. Sei (P, Q) ein Paar von orthogonalen Projektionen in H. Dann defi-

nieren wir:

pt=1-pP
Qt=1-Q
A=P-Q

B=I-P-Q=P-—Q
Bemerkung 3.13. Alle diese Operatoren sind selbstadjungiert.

Lemma 3.14.
A2+ Br =1

Beweis.
A2+ B> =(P-Q)?+(I—-P-Q)?
=P PQ-QP+Q*+1?-P-Q—-P+ P>+ PQ—Q+ QP+ Q?
=1

Lemma 3.15.
AB+ BA =0

Beweis.
AB=(P-Q)(I—-P-Q)

~P(I-P-Q) -QU-P-Q)
=P-P - PQ-Q+QP+@Q’
=QP - PQ

—BA=—-(I-P-Q)(P-Q))
=—((I-P-QP-(I-P-Q)Q)
=—(P-P°-QP—(Q-PQ+Q%)
=—(-QP+PQ)
=QP - PQ



Lemma 3.16.

PQ = (I+A)Q
Beweis.
(I+A)Q=Q+PQ—-Q*=rQ
Lemma 3.17.
QP=(I-AP
Beweis.
(I-A)P=P—-P*+QP=QP
Lemma 3.18.
PA%? = A’P = PQ*P
Beweis.

PA?=P(P-Q)?=P?-P2Q - PQP+ PQ = P(I —Q)P = PQ*P

A’P=(P—-Q)P=P?—-PQP—-QP?*+QP=P(I-Q)P=PQ*P

Lemma 3.19.
PB? = B2P = PQP

Beweis.

PB?>=P(I - P - Q)*
—PI*?-P-Q-P+P*+PQ-Q+QP+Q?
=P —P? - PQ+ PQ+ PQP
= PQP

B*P=(I-P-Q)>*P
=(I’-P-Q-P+P*+PQ-Q+QP+Q*P
=P - P*— QP+ PQP+QP
= PQP

Lemma 3.20.
QA* = A’Q = QPQ



Beweis.
QA?=Q(P-Q)*=QP-QPQ-QP+Q=Q(I - P)Q =QPQ
A’Q=(P-Q)’Q=PQ—-PQ-QPQ+Q=Q(I—-P)Q=QPQ

O
Lemma 3.21.
QB = B’Q = QPQ
Bewess.
QB*=Q(I’-P-Q—-P+P>’+PQ—-Q+QP+@Q?
=Q-QP-Q+QPQ+QP
=QPQ
B’Q=(I’-P-Q—-P+P*+PQ-Q+QP+Q*)Q
=Q—-PQ—-Q+QPQ+PQ
=QPQ
O

Lemma 3.22. Sei (P,Q) ein generisches Paar orthogonaler Projektionen. Dann sind
auch (P,Q1Y), (P+,Q), (P, Q1) generische Paare orthogonaler Projektionen .

Beweis. Wir zeigen, dass (P, Q") ein generisches Paar ist. Der Beweis fiir die anderen
Paare funktioniert analog.

Seien Hpn (m,n = 0,1) die Unterriume von H mit Hy,p i= {f € H: Pf =mf, Q1 f =
nf}. Wir zeigen, dass Hy, n = {0} (m,n = 0,1) gilt:

{feEH:Pf=0,Q f=0}={feH:Pf=0,Qf = f}
{feH:Pf=0,Q f=f={feH:Pf=0,Qf =0}
{(feH :Pf=fQ f=0t={feH :Pf=f Qf=f}
{feH:Pf=FfQ f=ft={feH :Pf=F Qf =0}

Die Mengen auf der rechten Seite sind {0}, da (P, Q) ein generisches Paar ist und somit
keine gemeinsamen Eigenvektoren hat. O

Lemma 3.23. Sei H ein Hilbertraum und A = P — Q. Dann ist ran(P) invariant unter
A2,

Beweis. Nach Lemma 3.18 gilt PA? = A2P. Das bedeutet, dass ran(A2|mn(p)) =
ran(PA?) ist. Somit bildet A?|,,,(p) nach ran(P) ab. O

Definition 3.24. FEin Vektorraum V heifit separabel, wenn er eine hichstens abzdihlbare,
dichte Teilmenge enthdlt.



Lemma 3.25. Sei H ein Hilbertraum und A € L(H) kompakt. Dann ist ran(A) sepa-
rabel.

Beweis. siehe Satz 3.7 in [6] O
Proposition 3.26. Sei (P, Q) ein Paar von generischen Projektionen.
(a)

ker(A) = ker(|A|) = ker(B) = ker(|B|) = ker(A+ 1) = ker(B+ 1) = {0}
(b) Die Einschrinkung von Q auf ran(P) ist injektiv. ran(Q|an(p)) st dicht in ran(Q).
(c) Wenn A kompakt ist, dann ist H separabel.

Beweis.
(a) Wegen Definition 3.12 gilt
feker(A) & (P-Q)f =0 Pf=Qf
Da (P, Q) ein generisches Paar ist, gilt wegen Proposition 3.11 (c), dass f = 0 ist.
geker(A+I) e (P+1—-Q)g=0< Pg=—-Q'yg
Da (P,Q%') ein generisches Paar ist, gilt wegen Proposition 3.11 (c), dass g = 0 ist.
heker(A—I) e (P-Q—-Dh=0& (—Pt* —Q)h =0« P*h=—Qh
Da (P+,Q) ein generisches Paar ist, gilt wegen Proposition 3.11 (c), dass h = 0 ist.
f€ker(B) & (P —Q)f =0 P f=Qf
Da (P+,Q) ein generisches Paar ist, gilt wegen Proposition 3.11 (c), dass f = 0 ist.
heker(B+I)< (P —Q+1)h=0< Pth=-Q"'h

Da (P+,Q%') ein generisches Paar ist, gilt wegen Proposition 3.11 (c), dass h = 0
ist.

g€ker(B-I)&(I-P-Q—-1)g=0<(-P—-Q)g=0& —Pg=0Qqg

Da (P, Q) ein generisches Paar ist, gilt wegen Proposition 3.11 (c¢), dass g = 0 ist.
Wegen Bemerkung 3.7 folgt die Behauptung auch fiir |A| und |B| .



(b)

Wir zeigen die Injektivitit, indem wir ker(Q|,qn(py) = {0} zeigen. Dazu betrachten
wir ein f € ran(P) mit f € ker(Q). Dann gilt wegen Lemma 3.17 f € ker(A —I)
und wegen (a) gilt deshalb f = 0.

Wegen Lemma 3.16 gilt fiir ein f € ran(Q) mit f € ker(P), dass f € ker(A+I)
und mit (a), f = 0. Also ist ker(P|.qnq)) = {0}

Wir adjungieren nun P|,4,(q) als Abbildung von ran(Q) nach H und erhalten so
QP als Abbildung von H nach ran(Q). Somit ist das orthogonale Komplement vom
Bildbereich von QP der Nullraum und somit der Bildbereich von Q P, (dieser stimmt
mit Q(ran(P)) = ran(Q|yan(p)) liberein) dicht in ran(Q).

Wir zeigen, dass H separabel ist indem wir
H = ran(P) ® ker(P) = ran(P) ® ran(I — P) = ran(P) ® ran(Pt) (1)

beriicksichtigen und zeigen, dass ran(P) und ran(P') separabel sind.
Um zu zeigen, dass ran(P) separabel ist, zeigen wir die Existenz einer héchstens
abzéhlbaren, dichten Teilmenge von ran(P). Dazu betrachten wir ran(A2|,.,(p))-

Wegen Lemma 3.23 ist rcm(A2|mn(p)) eine Teilmenge von ran(P).

Weil A? kompakt ist, wenn A kompakt ist und wegen Lemma 3.25 schliefen wir,
dass rcm(A2|mn( p)) separabel ist.

Mit (a) schlieBen wir auf:

{0} = ker(A2]mn(p)) = ran(P) S Tan(Az‘ran(P))

womit ran(A?|,q,(py) dicht in ran(P) ist.
Der Beweis fiir ran(P1) funktioniert analog.

O
Lemma 3.27. 1
Beweis.
2P=1+P—-Q—-1+P+Q
O
Lemma 3.28. )
Q=5(-A-B)
Bewess.
2Q=1—-P+Q—-1+P+Q
O



Lemma 3.29. .
pt= 5 —A+B)

Beweis.
Pt =I-P+Q+1-P—-Q=2I-2P
O
Lemma 3.30. 1
Qizi(I+A+B)
Beweis.
20t =I+P-Q+I—P—-Q=2-2Q
O

Wegen ker(A) = {0} und ker(B) = {0} sind die Operatoren V4 und Vg, aus den
Polarzerlegungen von A und B, selbstadjungiert und unitiar. Wir setzten fiir die folgende
Proposition V = V4 V3.

Lemma 3.31. Sei H ein Hilbertraum und 0 < T € L(H). Sei R € L(H), der mit T
vertauscht, dann vertauscht R auch mit T 3.

Beweis. siehe Satz 2.5.2 (ii) in [1] O
Proposition 3.32. Sei (P, Q) ein generisches Paar.

(a) Va und Vg vertauschen mit |A| und mit |B|.

(b) VaVig + VgVa =0

(c) V¥=V"1=-V

(d) VP =PV und VQ = Q*+V

(¢) VBP = QVp und VoAP = Q-Vy

Beweis.

(a) Wegen Lemma 3.8 (b) vertauschen V4 und |A].
Wegen Lemma 3.14 und weil A und B selbstadjungiert sind, gilt

|IBI?=B*=1-A%>=1—-|A]?
Wegen
(I —[APYWa =1V — |A]PVy = VI — V4|AP? = Va(I — |A]?)

und mit Lemma 3.31 vertauscht V4 auch mit |B|.
Man zeigt analog, dass Vg mit |A| und |B| vertauscht.

10



(b) Wegen Lemma 3.15 und (a) gilt
0= AB+ BA = |A||B|(VaVE + VBVa4)
Wegen ker(|A|) = ker(|B|) = {0} folgt die Behauptung.

(c) V ist als Produkt zweier unitarer Operatoren selbst unitér.
Da V4 und Vg selbstadjungiert sind, erhalten wir mit (b)

V*=VEVi=VpVa=-VaVp = -V
(d) Aus (a) und (b) folgt
VA=V, VBV4|A| = |A|VaVEVy = AVEVy = —AV,Vp = —AV (2)

Analog erhélt man VB = -BV. Wegen Lemma 3.27, 3.28, 3.29 und Lemma 3.30 folgt

1 1 1 1
VP =V (I+A-B) = S (V4VA-VB) = S (V-AV+BV) = S(I-A+B)V = PV

und

1 1 1 1
VQ=V5(I=A=B) = S(V-VA-VB) = J(V+AV+BV) = _(I+A+B)V = Qv

(e) Zunéchst zeigen wir VA = —AVp. Dabei verwenden wir Vj = ] und Lemma 3.8
(b), sowie das Zwischenergebnis (2) aus (d).

Aus VA = —AV erhalten wir nach Multiplikation mit V4 von rechts VAV, =
—AVVy. Wir wenden Lemma 3.8 (b) an und erhalten VV4 A = —AVV,4. Wegen
V =V Vp gilt ViVpV4 A = —AV4 VBV und daher mit (b) VpA = —AVp.

Nun erhalten wir mit Lemma 3.27 und mit Lemma 3.28
1 1
VP = VBi(I +A-B)= i(VB + VA —VpB)
1 1
= §(VB — AVB — BVB) = 5([ —A- B)VB = QVB

Die zweite Gleichung beweist man analog.

Korollar 3.33. ran(P) und ran(P') sind isomorph.

Beweis. Wir zeigen die Isomorphie von ran(P) und ran(P1) unter zu Hilfenahme von
VP =PV, (vel. Proposition 3.32 (d)). Dazu definieren wir die Abbildung V' : ran(P) —
ran(PL) mit V = V]mn( p) und zeigen, dass V' ein Isomorphismus ist.

(a) V ist linear, da V linear ist

11



(b) V ist injektiv, da V injektiv ist

(c) VP = PtV & Pt = VPV~ also gilt ran(Pt) = ran(V|ran(p)) = ran(V), womit
V surjektiv ist.

g
Definition 3.34. Wir setzen K = ran(P).

Wegen Definition 3.34 ist die Einschrinkung V von V auf K eine Isometrie von K auf
KL und es gilt .
H=KaeVK

Mit dieser Zerlegung von H kann der Operator P als P = I & 0 dargestellt werden. Der
Operator @ kann als Blockoperatormatrix dargestellt werden:

[ PQP PQP*t
Q - PLQP PLQPL

Wir werden zeigen, dass diese Matrix, durch einen einzigen linearen Operator, der in I
operiert, bestimmt werden kann.

Lemma 3.35.
(a) A2|x operiert in K.
(b) A2|ic ist positiv und selbstadjungiert.
() 4%]c] <1
Beweis.
(a) siehe Lemma 3.23
(b) A ist selbstadjungiert, somit auch A% und ihre Einschrinkung auf K.
(c) Wegen Lemma 3.14 gilt fiir jedes z € H
0 < (Az, Az) = (A%z,z) = (Iz,2) — (B%*x,2) = (z,2) — (Bx, Bx)

also
|Az|? = (Az, Az) < (z,2) = ||z||* und daher ||A|| <1

O]

Definition 3.36. Sei S : K — K die positive Quadratwurzel von A2|x. Sei C : K — K
die positive Quadratwurzel von I — A?|x.

Lemma 3.37. K ist invariant unter (AQ)% und (B2)%

12



Beweis. Wegen Lemma 3.31 und Lemma 3.18 gilt
P(A%)z = (43P

Also ist mit derselben Argumentation wie im Beweis zu Lemma 3.23 K invariant unter

1
(42)3.
Untellr zu Hilfenahme von Lemma 3.19 funktioniert der Beweis fiir die Invarianz unter
(B?)? analog. O

Korollar 3.38.

(a) S ist die Einschrankung von |A| auf IC, daher S = |A||x
(b) C ist die Einschrinkung von |B| auf IC, daher C = |Bl||x
Beweis.

(a) |A||x ist wegen der Definition von |A| positiv. Wegen Lemma 3.37 ist K invariant
unter |A| und wegen A selbstadjungiert gilt

Al[} = (A%)3]% = A%

(b) Wegen B?|x = I — A?|x, funktioniert der Beweis analog wie fiir |A|.

Lemma 3.39.
(a) C und S kommutieren.
(b) C>0,5>0,||S|<1und|C| <1
(c) C>+ 8% =1
(d) ker(C) = ker(S) = {0}
Beweis.
(a) Wegen Lemma 3.23 gilt:
C?5% = (I — A?|i)A?|x = A% (I — A%|) = S2C?
und wegen Lemma 3.31 gilt CS = SC

(b) Wurde fir S in Lemma 3.35 (c) gezeigt, wobei zu berticksichtigen ist, dass die Wurzel
einer selbstadjungierten Kontraktion wieder eine Kontraktion ist. Der Beweis fiir C
funktioniert analog.

(c) C*+ S =|BIf +|Alg =Bg + Ax =1

(d) siehe Proposition 3.26

13



O]

Satz 3.40. Sei (P, Q) ein generisches Paar von orthogonalen Projektionen im Hilber-
traum H. Sei K = ran(P) und seien V,S und C wie in Definition 3.36 und Korollar
3.38. Dann gilt fir H = KK ® K+, dass die Projektionen P und Q durch Blockoperator-
matrizen in folgender Weise dargestellt werden kénnen:

10 c? ¢csv-!
P= (o o) , @= (Vcs VSQV‘1> (3)

Beweis. Aus Lemma 3.19 folgt:
PQP = PB?> = PB*P = P(I — A?>)P
Aus Proposition 3.32 (c) und (d) folgt:
PLQPt=vPVlvQtvlvPV Tl = vPQt PV = vV PA?PYV !

Interpretiert man diese Ergebnisse als Operatoren auf K und Kt so gilt, weil P auf
ran(P) der identische Operator ist:

P(I - AH)P=C? VPA’PV ! =VSs?V!

Wegen Proposition 3.32 und Lemma 3.38, sowie unter zu Hilfenahme von BA = PQ—QP
und VgVy = V1 gilt

PQP" = BAP' = |B|| AV P" = B|x| AV Pt = 05V Pt

und

PLQP = -P'BA =PV~ B||A| = V|B||AlxP = VCSP.
O

Bemerkung 3.41. Identifiziert man K+ durch den Isomorphismus V mit K, also H
mit IC® IC, so kann Q folgend dargestellt werden:

c? cCs
@= (C’S 52>
Korollar 3.42. Wenn (P, Q) ein generisches Paar von Projektionen ist, dann kann man
die Potenzen von A und B einfach mittels Matrixmultiplikation ermitteln.

sz —csv! 5 [5? 0
4= <_m _szv—1> A= ( 0 Vs @
Wenn p > 0 gerade ist gilt:
SP 0
P _ e
A ( 0 VSPV_1>
Wenn p > 0 ungerade ist gilt:
a7 —osv
—-vose —ysrtiy-t

14



Beweis. Wir zeigen mittels vollstdndiger Induktion fiir p gerade (fir p ungerade funk-
tioniert der Beweis analog): Induktionsanfang ist in Gleichung (4) definiert. Fiir den
Induktionsschritt sei Gleichung (3.42) gegeben. Wir zeigen fiir gerades p > 0:

SP 0
P=lg = _
A4 ( 0 VSPV‘1>
SPS + CSPIVTIVCS = 5P + €SP = SP(S? + 1 — %) = SP
—SPCSV 4 osPTV VSV T = —gpttoy Tt 4 0PV T =0
—VCSPTIS2 VSV IV CS = VoSt L vesrtt =0
vesrlosy Tl vV StV = veRsry T visPRY T =
V(SP — sprAyv T v grtiy -l — eyt
O

Satz 3.43. Sei (P,Q) ein Paar von orthogonalen Projektionen, die nicht notwendiger-
weise generisch sind. Dann folgt aus |P — Q|| < 1, dass ran(P) und ran(Q) isomorph
sind.

Beweis. siehe §105 in [8] O
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