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1 Einleitung

Im ersten Kapitel werden grundlegende Ergebnisse der Elastizitdtstheorie behandelt, so-
wie erste Variationsformulierungen hergeleitet. Auflerdem werden mit Unterstiitzung von
numerischen Experimenten die Unterschiede zwischen linearer und nichtlinearer Elasti-
zitdt erlautert. Das zweite Kapitel fithrt in die Theorie der Schalen, also Strukturen
mit diinnen Wénden, ein. Es werden eine geometrische Herleitung eines nichtlinearen
Schalenmodells skizziert und geeignete Stetigkeitsanforderungen besprochen. Im dar-
auffolgenden Abschnitt werden einige Plattenmodelle besprochen und geeignete Finite-
Elemente-Raume, sowie eine Methode zum Losen von gemischten Problemen vorgestellt.
Im letzten Kapitel werden mit Hilfe der in den vorherigen Abschnitten bereitgestell-
ten Methoden eine Variationsformulierung fiir schubstarre und schubweiche, nichtlineare
Schalenmodelle hergeleitet und numerische Beispiele vorgestellt. Fiir alle numerischen
Experimente wurde das Programm NGSOIVGE] zusammen mit der Skriptsprache Python
verwendet.

Lef. [Schid]



2 Einfiihrung in die Elastizitdtstheorie

In diesem Kapitel werden die bendtigten physikalischen Formeln hergeleitet, um eine
Variationsformulierung fiir die Elastizitdt aufstellen zu kénnen. Fiir eine Einfithrung in
die kontinuumsmechanischen Grundgleichungen wird auf [Wril3, Kapitel 3] und [MH12]
verwiesen.

In diesem Abschnitt wird wie in [Bral3, Kapitel VI| vorgegangen.

2.1 Deformation eines Korpers

Sei ) C R3 ein offenes und beschrinktes Gebiet und der Rand 9 von 2 sei hinreichend
glatt. Durch © wird ein Korper beschrieben, welcher sich in einem spannungsfreien Zu-
stand befindet. Q wird auch als Referenzzustand bezeichnet. Ubt man nun eine Kraft
auf den Korper aus, so wird sich dieser deformieren. Der aktuelle Zustand des Korpers
wird durch die Deformation

P: Q- R (1)
beschrieben. Setzt man
u(z) == ®(x) —x fir alle z € Q, (2)

so wird mit u die Verschiebung des Korpers beschrieben. Die Verschiebung wird als sehr
klein angenommen (® = id), sodass Terme hoherer Ordnung von u oft vernachlissigt
werden. Dies fithrt dann zu der linearisierten Elastizitéatstheorie.

Im Folgenden wird angenommen, dass ® hinreichend glatt ist. Der Gradient

0P, 0P 0P
o1 0z oxs

F=Vo= (92 o2 o (3)

o8, 9% 5%
o1 0z oxs
wird Deformationsgradient genannt.
Eine Deformation heiffit zuléssig, wenn det F' > 0, wenn also die Orientierung erhalten
bleibt, sowie Teilmengen mit positiven Volumen wieder auf Teilmengen mit positiven
Volumen abgebildet werden.
Die Stérke der Deformation wird durch das Verhéltnis von ®(z + Ax) — ®(z) zu
r+ Ax — x = Az gemessen.

2.1.1 Satz. Seien z, x + Az € Q. Dann gilt fiir ® € C?*(Q2,R?)

|®(z + Az) — ®(2)]]3  AzTFTFAx
= + O(||Az .
AR Taeg T OUlAelk)




Beweis: Mit Taylor und der Beschranktheit von F' gilt:

[P(z + Az) — ()5 _ ||®(x) + VE(x)Az + O(||Az[[5) — P(2)[]5

AT e
IF@A+ O(IABRIE _ (F)Az + O(AsB) (F()Az + O(|Az]3)
I 18218
AzTFTFAz + O(||Azx|3)  AzTFTFAz
TAzIE Taag T+ OUlAdl)

Die lokale, quadratische Langendnderung im Punkt z in Richtung Axz wird durch den
Tensor F'TF beschrieben. Der Tensor

C=F'F (4)

wird Cauchy-Greenscher Verzerrungstensor (engl.: strain tensor) genannt. Wenn C' = [
wird der Korper nicht deformiert. Dies nennt man eine Starrkérperbewegung oder ,,de-
formfreie Deformation®“. Es ist zu erwarten, dass sich ein Korper, welcher nur rotiert
oder verschoben wird, nicht verformt.

2.1.2 Satz. Sei Q ein zusammenhiingendes Gebiet und ® € C'(Q,R?). Dann ist die
Deformation genau dann eine Starrkorperbewegung, wenn

O(z) =a+ Qx
fiir alle a € R? und Q € OF gilt.
Beweis: ~ Siehe z.B. [Bral3, S. 277 f]. [ |
Man definiert
1
E=35(C-1) (5)

als die Abweichung von einer Starrkérperbewegung, welche Greenscher Verzerrungsten-
sor genannt wird. Dieser ist offensichtlich symmetrisch. Einsetzen von und in
liefert

1 1
E= é(V(u +id)"'V(u+id) — I) = i(VuTVu + Vu® + Vu). (6)
Vernachléssigt man Terme hoherer Ordnung, so erhélt man in erster Ndherung den
ebenfalls symmetrischen, linearisierten Verzerrungstensor

c(u) = %(WT + V). (1)



2.2 Beschreibung der Krifte

Im Folgenden wird angenommen, dass sich die Krifte-Wechselwirkungen vollsténdig auf
flachenhaft verteilt wirkende Krifte (kurz Flachenkrifte) und volumenhaft verteilt wir-
kende Kréfte (kurz Volumenkrifte) zurtickfithren lassen.

Die Schwerkraft ist eine typische Volumenkraft, wahrend z.B. ein Lastwagen eine Flachenkraft
auf einer Briicke hervorruft, wenn er iiber diese fahrt.

Die Volumenkraft wird durch eine Funktion f : Q — R3 beschrieben, die Flichenkraft
durch eine Funktion ¢ : Q x S? — R?, wobei S? die Einheitssphiire im R3 bezeichnet.
Sei V' C Q mit hinreichend glattem Rand und dA ein entsprechendes Oberflichenelement
mit der AuBennormalen n. Dann liefert dA den Beitrag t(x,n)dA zur Kraft. Der Vektor
t(z,n) wird Cauchyscher Spannungsvektor (engl.: stress vector) genannt.

Das Axiom des statischen Gleichgewichts besagt, dass sich alle Kréifte und Momente
beziiglich eines Punktes auf Null aufaddieren, wenn der Korper im Gleichgewichtszu-
stand ist.

Axiom des statischen Gleichgewichts: Der Korper €2 befinde sich unter den Volu-
menkriiften f im Gleichgewicht. Dann existiert ein Vektorfeld ¢ auf Q x S2, so dass in
jeder Teilmenge V' von 2

/Vf(x)dx—i—/avt(x,n)ds —0,
/Vxxf(x)dx—k/ x X tlx,n)ds =0

ov

gilt. Dabei bezeichnet x das Vektorprodukt im R3.

Der folgende Satz zeigt, dass der Cauchysche Spannungsvektor ¢ linear von der Auflen-
normalen n abhéngt.

2.2.1 Satz von Cauchy. Seien t(-,n) € C* (Q,R3), t(x,-) € C(S? R3) fiir alle x €
Q,n € 52 sowie f € C(Q,R?) und der Kérper Q geniige dem Axiom des statischen
Gleichgewichts. Dann gibt es ein symmetrisches Tensorfeld T' € C* (€, S?) mit folgenden
Eigenschaften:

t(z,n) =T(z)n, z€Q, neS?,
div T'(z) + f(z) = 0, zr €,
T(x) =T"(z), €.

Der Tensor T" wird als Cauchyscher Spannungstensor (engl.: stress tensor) bezeichnet.

Die obigen Gleichungen wurden im Koordinatensystem des deformierten Korpers ange-
geben. Da angenommen wurde, dass die Verschiebung sehr klein ist, wird der Bildbereich



®(Q2) = B oft stillschweigend mit 2 identifiziert. Es ist aber wiinschenswert, die Ver-
schiebung auch im Koordinatensystem des Referenzgebiets anzugeben.
Im Weiteren werden Groflen in der Referenzkonfiguration mit einem R gekennzeichnet.

Die Umrechnung der Volumenkraft folgt direkt aus dem Transformationssatz
dx = det(V®) dxg, der Massenerhaltung p(x) dz = pr(xg) drg und der Tatsache, dass
die Volumenkréfte proportional zur Dichte sind:

p(®(xr)) = det(VE™")pr(zr)
= f(a:) = det(VCI)_l)fR(xR) .
Hier wurde implizit die Annahme gemacht, dass die Punkte durch die Deformation nicht

in ein gedndertes Kraftfeld geraten. Man spricht hier von sogenannten toten Lasten.

Die Transformation des Spannungstensors ist mit etwas mehr Aufwand verbunden. Mit
dem sogenannten ersten Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor

P :=det(F)TF T (8)
gilt
divg P+ fr=0. (9)

Dieser ist im Gegensatz zum Cauchyschen Spannungstensor nicht symmetrisch. Daher
wird durch Symmetrisieren der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor

Yi=F'P=det(F)F'TF" (10)
eingefiihrt.

Neben den Gleichgewichtsbedingungen miissen noch die Materialgesetze beachtet wer-
den, da die Deformation eines Kérpers auch von seinen Materialeigenschaften abhéngt.

2.2.2 Definition. Ein Material heifit elastisch, wenn eine Funktion T Mi — Si
existiert, sodass

T(z) = T(F(zr)) (11)

gilt. X
Die Funktion T heif3t Antwortfunktion und nennt man konstitutives Gesetz.

Der Hintergrund fiir das konstitutive Gesetz ist die Annahme, dass die Spannungen
lokal von den Verschiebungen abhéngen, wobei nur die ersten Ableitungen beriicksichtigt
werden.

Die Antwortfunktion fiir den 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor lautet

S(F) = det(F)F'T(F)F~T.



2.2.3 Definition. Ein Material heifit homogen, wenn T nicht explizit vom Ort x
abhéngt, d.h. T'(x, F') = T(F).

In weiterer Folge werden nur noch homogene Materialien betrachtet.

Axiom der Koordinatenunabhingigkeit (engl.: frame indifference): Der Cauchy-
sche Spannungsvektor ¢(z,n) = T'(x)n ist invariant beziiglich der Rotation des Koordi-
natensystems, d.h. es gilt

Qt(x,n) = t(Qz,Qn) fiir alle Q € O3,

2.2.4 Definition. Ein Material heif3t objektiv, wenn es dem Axiom der Koordinaten-
unabhéngigkeit geniigt.

2.2.5 Satz. Sei das Axiom der Koordinatenunabhéngigkeit erfiillt. Dann gilt

T(QF) = QT(F)Q" fiir alle Q € O3 .

Insbesondere gibt es eine Funktion ¥ : S2 — S* mit

~

S(F) = S(FTF),
d.h. & héngt nur von F7F ab.

2.2.6 Definition. Ein Material heifit isotrop, wenn keine Richtung im Material ausge-
zeichnet ist.

2.2.7 Bemerkung. Holz, Kristalle oder geschichtete Materialien sind nicht isotrop.

Die Isotropie besagt, dass sich die Spannungen des Korpers nicht &ndern, wenn man den
nicht deformierten Korper vor der Deformation dreht.

2.2.8 Satz. Ein Material ist isotrop genau dann, wenn T(F) = T(FQ) fiir alle Q € 03.
Dies ist fiquivalent zu T'(F) = T(FFT) mit einer passenden Funktion 7.

Aufgrund der oben beschriebenen Eigenschaften hingt die Antwortfunktion hauptséchlich
von den Invarianten der Matrizen ab. Fiir 3 x 3 Matrizen kénnen die drei Invarianten
la = (l1(A), I2(A), I3(A)) tiber das charakteristische Polynom

det( A — A) = N> — (AN + [ (AN — 13(A)

berechnet werden. Diese kénnen mit Hilfe der Eigenwerte A\;, Ay, A3 der Matrix A aus-



gedriickt werden:

3
ll(A) = Zaii = Sp(A) = >\1 + )\2 + )\3,

1

3
5 E , a“a]] i
J:

( ) det( )—/\1/\2)\3.

—_

((sp(A))* = sp(A%)) = Mg + MAs + Ao)s,

l\D
[\DI»—t

Damit kann der berithmte Satz der Mechanik formuliert werden.

2.2.9 Satz (Rivlin-Ericksen-Theorem). Eine Antwortfunktion 7' : M2 — S% ist
genau dann objektiv und isotrop, wenn sie von der Form T'(F) = T(FFT) und

T:S? =S : T(B) = Bollp)] + Bi(ls) B + Bo(i5)B

ist. Dabei sind 3y, 1, B2 Funktionen der Invarianten von B.
Beweis:  Siehe z.B. [Bral3, S. 283 f]. [ |

2.2.10 Korollar. Fiir ein isotropes und objektives Material gilt fiir den Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensor

S(F) = S(FTF),
mit g](C) = ol + 710 + 71,C?, wobei 9, V1, 72 Funktionen der Invariante lo sind.

2.2.11 Satz. Sei ein isotropes und objektives Material gegeben und seien vy, 71 und 79
differenzierbare Funktionen von [y (E), l5(F) und l3(£). Dann gibt es Zahlen 7, A, p mit

ZN](I +2F) = —nl + X spur(E)I + 2uE + o(E).
Beweis:  Siehe z.B. [Bral3, S. 285]. |

Wenn C' = I gilt, dann befindet sich der Korper im spannungsfreien Zustand. Damit ist
m = 0. Die anderen beiden Koeffizienten werden als Lamé-Konstante bezeichnet.
Vernachléssigt man Terme hoherer Ordnung, so erhélt man das linearisierte Materialge-
setz von Hooke

S(I +2E) = A spur(E) + 2uE .
2.3 Herleitung der Variationsformulierungen

Ausgehend vom Satz von Cauchy werden die Variationsformulierungen fiir die Elastizitéat
hergeleitet. Der Gleichgewichtszustand eines elastischen Korpers wird durch folgende
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Gleichungen beschrieben:

—divT(z) = f(x), x€Q,
d(x) =Py(z), z€Tlp,
T(x)n =g(x), zely.

Dabei ist @y eine vorgegebene Deformation auf dem Dirichlet-Rand I'p, sowie g eine
vorgegebene Flachenlast auf dem Neumann-Rand I'y.

Diese Gleichungen kénnen nun als Randwertaufgabe aufgefasst werden.

Gesucht ist die Deformation ®, sodass gilt

—div T(z,V®(x)) = f(z), z€Q, (12)
O (x) = ®y(z), xz€Tlp, (13)
T(z, V& (x))n =g(x), zeln. (14)

Der Einfachheit halber werden f, g und ® als tote Lasten betrachtet.

2.3.1 Definition. FEin elastisches Material heifit hyperelastisch, wenn es eine Energie-
funktion W : @ x M2 — R gibt, so dass T'(z, F) = 9% (z, F) fir allex € Q und F € M?
gilt.

Fiir objektive und isotrope Materialien gelten fiir die Energiefunktion &hnliche Ergeb-
nisse wie bei der Antwortfunktion. Diese werden im folgenden Satz nochmals aufgelistet.

2.3.2 Satz. Fiir ein objektives Material ist W (z,-) nur eine Funktion von C' = FTF,

~

W(z, F) =Wz, FTF)
und fiir den Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor gilt fiir alle C' € S2

oW (z,C)

Y(z,C) =2 2C

Weiters hiangt W nur von den Invarianten von C ab

~

W (z,C) =W(x,lc) firalle C € S2 .
Analog gilt fiir isotrope Materialien
W(x,F) = W(:z:,FQ), fiir alle F' € Mi und @ € @i.

Fiir kleine Deformationen gilt mit C' = I 4+ 2F insbesondere

~

W (z,C) = g (sp(E))? + pE : E+o0(E?) . (15)

11



2.3.3 Definition. Seien A, B € R™*". Dann ist das innere Produkt A : B definiert als

A:B:=) A;Bij=sp(AB") .
ij=1
Bei einem hyperelastischen, objektiven und isotropen Material kann die Antwortfunkti-
on also durch eine Energiefunktion ausgedriickt werden, welche wiederum nur von den
Invarianten des Cauchy-Greenschen Verzerrungstensors abhéngt.
Damit erhilt man folgende Randwertaufgabe:
Gesucht ist die Verschiebung u :  — R3, so dass

ow
F=I+Vu C=FTF, 2:2%, P=FY,
—div P = fin ), (16)
u=wup auf I'p,
Pn=gaufl'y.
Um daraus eine Variationsformulierung herzuleiten, werden einige Ergebnisse aus der
Sobolevraumtheorie benétigt.

2.3.4 Definition. Der Funktionenraum aller lokal integrierbaren Funktionen ist defi-
niert als

LY(Q) := {u: u|lg € L1(K) fiir alle K C  kompakt} .

2.3.5 Definition. Fiir £ € Ny definiert man die Sobolevnorm

[ \/ STl -

o] <k

Die Sobolevraume sind nun folgendermaflen definiert:

H Q) == {u € LY ¢ ||ul| () < 00},
HE(Q) :={uec H*Q): tr u=0}.

Sei I'p C 992. Dann ist
HE (Q) :={u e H*(Q) : trr,u=0}.
Der Dualraum zu H} () wird mit H~* bezeichnet
H™(Q) = [Hy(Q)]".

Die Dualraumnorm || - || z-+ ist definiert als

u,v
lullgor = sup
0£ve HE(Q) ||v] ’Hk(sz)

12



2.3.6 Satz. Es existiert ein linearer, stetiger Spuroperator
tr : H'(Q) — Ly(09),
so dass tr v = v|aq fiir alle v € C*(Q) gilt.
2.3.7 Definition. Der Funktionenraum H(div) ist definiert als
H(div,Q) := {0 € [La(Q)]" : div o € Ly(Q)},

mit der Norm

o] £r(aiv) \/||0|| )+ [|div U||%2(Q)

wobei

||U||%2(Q) = Z ||0z‘||%2(9)
i=1

Der Dualraum H~!(div) von H(div) ist definiert als
H™Y(div,Q) :={oc € [H ' (Q)]": dive € HYQ)},

mit der Norm

o110y = /101310 + I1div ol
2.3.8 Definition. Der Funktionenraum H (curl) ist definiert als
H(curl, Q) := {u € [La(Q)]" : curl u € [L2(Q)]"},

mit der Norm

] £ (ew) \/||UHL2(Q + [[eurl w|[7, @)

2.3.9 Definition. Die Divergenz einer matrixwertigen Funktion o ist definiert als

BO'LVU 8Umy 80—1,2
Ozz Ogzy Ogz 8(9&7 + aay + 8
. o o a
div | oy 0y 0y | = e T 5t + 55 ,
Uz:p O-Zy O-ZZ 8g21‘ _|_ BUZy + aazz
z

d.h. auf jede Zeile der Matrix wird die Divergenz angewendet.

Damit lassen sich nun Sobolevriaume von matrixwertigen Funktionen definieren.

2.3.10 Definition.

H(div, Q) == {u € [La(Q)]™" : div u € [Lao(Q)]"}
L2<Q)sym = {U S [L2<Q)]n><n - Uy = iy, Z,] = ]_, e 7TL}
H(div, Q)™ .= {v € Ly(Q)*™ : div v € [Lo()]"}

13
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Es wird noch ein Lemma zur partiellen Integration von matrixwertigen Funktionen
benotigt.

2.3.11 Lemma. Sei A eine matrixwertige Funktion mit A € H(div), v € [H} ()]
und v der duflere Einheitsnormalenvektor. Dann gilt

/div(A)mda:z—/A:Vudx—/ Av-vds.
Q Q OO

Multipliziert man nun (L6) mit einer Testfunktion v € [Hf._ (€2)]?, integriert beide Seiten
und fiihrt eine partielle Integration durch, so erhélt man folgende Variationsformulie-
rung:

Finde ein ¥ € Ly(2)%¥™, so dass

/FZ:Vvdx:/f-vdx—/ g-vds fiiralle v € [HE (Q)]°. (18)
Q Q Iy

Dazu dquivalent ist das Minimierungsproblem:
Finde ein u € [H*(Q)]3, so dass

J(u):/QW(C(u))d:c—/Qf«u—/FNg-uds—>min!.

2.4 Lineare Elastizitat

Fiir hinreichend kleine Deformationen sind die Unterschiede zwischen den drei Span-
nungstensoren zu vernachléssigen. In diesem Unterabschnitt wird o fiir den linearisierten
Spannungstensor und ¢ fiir den linearisierten Verzerrungstensor geschrieben.

Wenn man einen Kérper durch eine Verzerrung € z.B. dehnt, entsteht dadurch eine Zug-
spannung o. Fiir kleine Verzerrungen verhélt sich ¢ nach dem Hookschen Gesetz linear
zur Verzerrung. Es gilt also

o= D(e), (19)
wobei der Tensor D das Materialgesetz in Abhéngigkeit von € beschreibt.
Setzt man in ein, so erhélt man
—divDe(u) = f. (20)

Zuerst multipliziert man (20])) mit einer Testfunktion v € [H} ()], integriert beide Seiten
und fithrt auf der linken Seite eine partielle Integration durch

/QDa(u):Vvdx:/Qfmdx. (21)
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Da o = De(u) symmetrisch ist, gilt weiters
T 1 T
o:Vv=o0: (Vo) :azg{VU—i-(Vv)}:a:g(v). (22)

Damit erhélt man die Variationsformulierung fiir die linearisierte Elastizitét:
Finde ein u € [H*(Q2)]3, so dass

/ De(u) : e(v)dx = / frvdr fiir alle v € [Hy(Q)). (23)
) Q
Setzt man das linearisierte Materialgesetz von Hook

D(e) =2ue + A sp(e)! (24)

ein, so erhélt man folgende Variationsformulierung;:
Finde ein u € [H*(Q)]3, so dass

/ 2ue(u) s e(v) + A div u div vder = / f-vdr fiir alle v € [H)(Q)). (25)
Q 0
2.4.1 Bemerkung. Man beachte, dass sp(e(u)) = div u gilt.

2.4.2 Satz (Charakterisierungssatz). Sei V ein linearer Raum und a : V x V — R
eine symmetrische, positive Bilinearform. Ferner sei f : V' — R ein lineares Funktional.
Die GréBe J(v) := $a(v,v) — (f,v) nimmt in V ihr Minimum genau dann bei v an, wenn
a(u,v) = (f,v) fiir alle v € V gilt. AuBerdem gibt es hochstens eine Minimallésung.

Beweis:  Siehe z.B. [Bral3, S. 34]. [ |

2.4.3 Korollar. Die Losung des Minimierungsproblems
Ao :
J(u) = [ pe(u):e(u) + §(d1V w)de — [ f-udr — min! (26)
) Q

16st das Variationsproblem (25)).
Bewezs: Die Behauptung folgt direkt aus dem Charakterisierungssatz. ]

Die obigen Variationsformulierungen verwenden die beiden Lamé-Konstanten A und p. In
der Praxis werden jedoch die physikalisch besser interpretierbaren Parameter F (Young-
Modul, Elastizitdtsmodul) und v (Querkontraktionszahl, Poisson-Zahl) verwendet.

Der Elastizitdtsmodul beschreibt den Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung
bei der Verformung eines Korpers bei linear elastischem Verhalten.

Wenn man einen Kérper dehnt, so verédndert sich auch seine Querdimension. Die Poisson-
Zahl beschreibt diese Querkontraktion. Durch physikalische Gegebenheiten gilt A > 0
undu>0,sowieE>Ound0<1/<%.
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Die Formeln fiir die Umrechnung lauten wie folgt:

L A , E:u(3)\+2u)’
2\ + ) A+
E E
)\: v M:

(1+v)(1-2v)’ 21+v)

Man beachte, dass aus v — %, A — oo folgt. Dies fiithrt zu einer schlechten Kondition
und verlangt robustere Methoden zum Lésen. Inkompressible Materialien wie Gummi
weisen diese Eigenschaft auf.

2.5 Neo-Hooksches Materialgesetz

Bei sehr starken Deformationen wird ein Material teilweise stark belastet und zusammen-
gedriickt. Dies kann dazu fithren, dass sich Elemente bei der Diskretisierung durchbiegen,
was weder wiinschenswert noch realistisch ist (vgl. Abbildung (1| links).

Es ist zu erwarten, dass es umso schwieriger wird ein Material zu komprimieren, je starker
es bereits komprimiert wurde. Dies ldsst sich mit dem sogenannten Neo-Hookschen Ma-
terialgesetz

N(C) = g (spur C-1I)+ 27’“‘ (det(C)) "2 — 1) (27)
modellieren.

Man beachte, dass N(C) — +oo fiir C' — 0 gilt, die benotigte Energie ist also bestimmt
divergent gegen +o00, wenn das Volumen gegen Null gehen soll (vgl. Abbildung|1|rechts).

Netgen 6.1-dev Netgen 6.1-dev

Abbildung 1: Durchbiegen der Elemente links und Verhinderung durch das Neo-
Hooksche Materialgesetz rechts

2.6 Numerische Experimente

Um die Unterschiede zwischen linearer und nichtlinearer Elastizitdt zu verdeutlichen,
wird mit beiden Methoden ein numerisches Experiment durchgefiihrt.
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Gegeben sei eine zweidimensionale Stahlplatte (Elastizititsmodul: 108 kN /mm?, Poisson-
Zahl: 0.28), welche auf einer Seite eingespannt ist (homogene Dirichletrandbedingung)
und gleichméfig mit einer Volumenkraft von oben belastet wird.

Fiir die lineare Elastizitét wird das Minimierungsproblem (26 mittels Newton-Verfahren
mit Liniensuche geltst.

Bei der nichtlinearen Elastizitdt wird mit Hilfe von folgendes Minimierungsproblem
aufgestellt und verwendet:

Finde ein u € [H'(Q)]?, so dass

Netgen 6.1-dev Hetgen 6.1-dev

Abbildung 2: Lineare und nichtlineare Elastizitét

0.2 T T T T 0.2

= linear +— nonlinear
0.0 4

Displacement
Displacement

2 L n n L n
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Force

Force

Abbildung 3: Lineare und nichtlineare Elastizitéat bei unterschiedlichem Belastungsgrad

Wie aus Abbildung 2] entnommen werden kann, wird das Ergebnis der linearen Methode
bei hoher Belastung unrealistisch.

Im Fall der nichtlinearen Elastizitéit entspricht das Ergebnis deutlich mehr der Realitét.
Bei starken Belastungen ist es vorteilhaft, die nichtlinearen Terme zu beriicksichtigen.
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Bei geringer Belastung sind die Unterschiede hingegen vernachldssigbar (vgl. Abbil-
dung [4)

I
N

+— linear
< nonlinear 4

o
o

Displacement
| | | | |
= e ol o o
o 00 (=2 = LS

|
=
N

|
=
S

|
-

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Force

S
o
=1

Abbildung 4: Vergleich lineare und nichtlineare Elastizitiat bei geringer Belastung
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Listing 1: elasticitynonlinear.py

import netgen.geom2d as geom2d
from ngsolve import *

geom = geom2d.SplineGeometry ()
pnts = [ (0,0), (2,0), (2,0.2), (0,0.2)]
pind = [ geom.AppendPoint (xpnt) for pnt in pnts ]

lines = [ (0,1,1),(1,2,2),(2,3,3),(3,0,4) 1]
for pl,p2,bc in lines:

geom. Append ([’1line’ ,pind[pl],pind[p2]],bc=bc)
mesh = Mesh(geom.GenerateMesh(maxh=0.05))

fes = Hl1(mesh, order=3, dirichlet=[4], dim=mesh.dim)

factorspace = FESpace("number", mesh)
factor = GridFunction(factorspace)

E = 108

nu = 0.28

#Transform to Lamé parameters
lam = Exnu/((1+nu)*(1-2%nu))
mu = E/(2%(1+nu))

u = fes.TrialFunction ()

force = CoefficientFunction((0,-0.01))
I = IdentityCF(mesh.dim)

F = u.Deriv()+I

# Cauchy-Green strain tensor

C = FxF.trans

E 0.5%(C-1I)

trace = Trace (E)

BilinearForm(fes, symmetric=False)

+= SymbolicEnergy (mu*InnerProduct(E,E)+lam*0.5*xtrace*xtrace)
+= SymbolicEnergy(-factor*InnerProduct (force,u))
GridFunction(fes)

e p oo

gradu = CoefficientFunction(u.Deriv())

viseps = 0.5*x(gradu + gradu.trans+gradu*gradu.trans)
Draw(viseps, mesh, "strain")

Draw (u, mesh, "displacement")

for loadstep in range (30):

factor.vec[:] = loadstep+1l
NewtonMinimization(a, u)
Redraw ()
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3 Diinnwandige Strukturen (Schalenstrukturen)

Viele technische Anwendungen verwenden Strukturen mit diinnen Wénden. Es ist prin-
zipiell moglich diese mit dreidimensionalen Elementen zu simulieren. Dazu wiirde man
jedoch sehr viele Elemente benotigen und der Diskretisierungsfehler der Standardme-
thoden ist recht grof3.

Stattdessen kann man versuchen, eine niederdimensionale Modellgleichung abzuleiten,
welche das Verhalten der Struktur genau genug approximiert.

Fiir eine umfassende Einfiihrung in die Schalentheorie wird auf [CB11], [Wril3, Kapitel
9.4] und [BWBRO04] verwiesen.

Im Folgenden wird angenommen, dass die Strukturen eine homogene Dicke ¢ besitzen.

7

Abbildung 5: Struktur mit diinner Wand

3.1 2D Strukturen

Zuerst wird der Fall eines zweidimensionalen Problems betrachtet, welches auf ein ein-
dimensionales zuriickgefiihrt werden soll.

Q

Abbildung 6: Schalenstruktur

Seien dazu U C R ein Gebiet und u, n : U — R? Funktionen. S := u(U) wird Mit-
telebene genannt und n bezeichne den skalierten Normalenvektor mit ||n|]; = 5. Das
zweidimensionale Gebiet €2 kann damit wie folgt beschrieben werden:

Q={z+z2n(2): 2€8,z¢€[-1,1]}.
Es ist nun eine Funktion u : Q — R? gesucht, fiir die gilt
uw(z) = up(Z) + zuq (2)

wobel z = % + zn(#) (vgl. Abbildung [6)).
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Dazu wird eine Galerkin-Semidiskretisierung mit dem Ansatz

My

W _ L (@)Y
- () Sy

durchgefiihrt.
Im Folgenden wird die Methode niedrigster Ordnung M, = 1 und M, = 0 betrachtet.

Sei dazu Q = I x (—%, %) mit dem Dickeparameter ¢,0 < ¢ < 1, und I = (0,w). Weiters

seien u, v : R? — R?, sowie U, 8, w, V, 0, v € H}(I) gegeben mit

o = U0

w(x)

o (4577

Hier bezeichnen U und w die mittlere horizontale und vertikale Verschiebung. 3 kann als

Verdrehung interpretiert werden. Man beachte, dass auf Grund der Kleinwinkelndherung
B ~ tan g gilt.

A~ tan 3

Gesucht ist folgende Variationsformulierung:
Finde ein u, so dass

/ 2ue(u) : e(v) + A sp(e(u))sp(e(v)) de = / f-vdxr fiir alle v. (28)
Q Q

Es gilt:

e = (V07 0) =5 (PG )
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Anschlieendes Einsetzen und Integrieren ergibt schlieflich

/:/2“5 v) + A sp(e(u))sp(e(v)) dy du
//_ Cu+ AU —yB)V' —yd) + u(w' — B) (v — §) dy dx

:/(2u+)\)tU’V’ (2u+A) 65'+ut(w—5)(vl—5)dx.
I

Da f = (f 1) als konstant entlang der Wanddicke angenommen werden kann, also nur

f2

eine Funktion von x ist, vereinfacht sich die rechte Seite:
// v(x,y)dyde = / fi(z) (V(x) +yd(x)) + fo(x)v(x) dy dx
=
= /tf1 (x)V(z) + tfo(z)v(x) dx
I

[ ()

Damit erhilt man die folgende Variationsformulierung:
Finde ein U, w und 8 € H}(I), so dass

(21 + )\)t/U'V’ dx = t/fﬂ/dx, vV e Hy(I), (29)
I I

3

2+ N5 /15'5' d + ,ut/l(w’ _ B — ) da = t/lfw de, Y(v,8) € [HA(I)?.
(30)

Die erste Gleichung beschreibt die Léngenverschiebung. Die zweite Gleichung, welche
die vertikale Durchbiegung beschreibt, ist interessanter.

3.2 Timoshenko Balken

Vernachléssigt man die Koeffizienten der Gleichung und skaliert f := t% f2, so erhélt
man folgendes Modellproblem:
Finde ein (w, ) € [Hg(Q)]?, so dass

/96’5’ + %2 (W' =) (W' =9) de = /va dr fiir alle (v,6) € [H(Q)]?.  (31)

Dieses Problem wird auch als Balkenmodell von Timoshenko bezeichnet.
Man erhélt das dazu dquivalente Minimierungsproblem:

. 1 1 I 2 o
mlni/ﬂ(ﬁ) de + — (w p)* dx /wadaf.

w,B 2t2
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Der erste Term wird als Biegeenergie interpretiert, wihrend der zweite als Scherenergie,
also die Abweichung der Normalen der deformierten Mittellinie von der deformierten
Normalen der Referenzmittellinie, bezeichnet wird.

Dieser kann als Strafterm-Approximation der Nebenbedingung § = w’ fiir t — 0 inter-
pretiert werden, also

1
min—/(w")2 dr — / fwdx,
w2 Jqo Q
oder dquivalent dazu:
Finde ein w € HZ(Q), so dass

/ w'" dx = / fvdx fiir alle v € H3(Q).
Q Q

Dies ist das Balkenproblem von Bernoulli.

Fiir kleine Parameter 0 < t < 1 ist das Problem schlecht konditioniert.

Durch Umschreiben der Variationsformulierung kann man dieses Problem beheben.
Definiere dazu

Damit lautet das neue Problem:
Finde ein (w, ) € [Hg(Q2)]? und 1 € Ly(Q), so dass

/5’5’ dr +/ (W' =) nde = / fvdx fiir alle (v,6) € [Hy(Q)]?, (32)

0 0 0

/ (w' — B)ydx —t* / nydx =0 fir alle v € Ly(Q). (33)
Q Q

In dieser Form ist der Grenzfall ¢ = 0 nun wohldefiniert.

3.3 3D Strukturen

Ziel dieses Abschnitts ist es, ein dreidimensionales, diinnwandiges Problem auf ein zwei-
dimensionales zuriickzufiihren.

Seien dazu Q C R3 ein Gebiet mit hinreichend glattem Rand, S C €, sowie U C R? ein
Referenzgebiet.

Im Folgenden werden einige Funktionen eingefiihrt.

u :  — R3 beschreibe die Verschiebung von , wihrend uy : S — R? die Translation
von S angibt. Die Rotation der Normalen auf S wird mit der Funktion 8 : S — R3
modelliert (vgl. Abbildung |7 auf der néchsten Seite]).

Weiters seien eine surjektive Einbettung ¢ : U — S und n : U — R3, welche die Ein-
heitsnormalenvektoren auf S beschreibt, gegeben.

Seien aufierdem z € R, £ € R? mit u(Z + 2n(§)) = up (%) + 28 (2), wobei & = p(£). S ist
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Abbildung 7: Einbettung ¢ und Funktionen uy und

damit eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit im R3.

Es wird wieder angenommen, dass (2 eine diinnwandige Struktur besitzt. Dann kann (2
folgendermaflen beschrieben werden:

t 1
0= {ule+m@: cevae |14}
Die Menge aller Punkte {Z = ¢(§) : £ € U} beschreibt die Mittelebene S der Struktur
im R3. z bezeichnet dabei den skalierten Einheitsnormalenvektor. Auch hier ist ¢ der
Dickeparameter mit 0 < ¢t < 1.
Zuerst betrachtet man den Gradienten von u. Dazu berechnet man die partiellen Ablei-
0

tungen 7-u und a%u. u’ bezeichne die totale Ableitung von wu.

Mit der Kettenregel gilt
% (u(z + zn)) = v/ (& + zn)n

% (u(z 4 2n)) = /(2 + 2n) (' + 2n’)

=>Viou(@ +2n) =u

/

(& + 2n) (n,¢" + 2n') . (34)
Mit der Beziehung u(z + zn) = ug (2) + 20 () gilt

o A 0

= B(2)
o A 0 . N
o (u(Z + zn)) = o€ (uo(2) + 28(2))
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Man muss aufpassen, wenn man von Ableitungen auf S redet. Dazu wird die Einbettung
@ auf einen Diffeomorphismus erweitert, sodass man die Ableitungen berechnen kann
und dann zuriick auf die Tangentialebene projeziert. Durch Gleichsetzen von und

erhalt man

9
23
wobei V. die Tangentialableitung auf S bezeichnet.

(u(@ 4 2zn)) = ' (& + 2zn) (¢ + 2n') = Vougy' + 2V, ¢, (36)

Es wird folgendes Lemma iiber pseudoinverse Abbildungen benotigt.

3.3.1 Lemma. Es seien f : V — W eine lineare Abbildung, f; : W — f(V) die
Orthogonalprojektion auf f(V) und fy : f(V) — V jene Abbildung, die jedem Vektor
aus f(V) sein einziges f-Urbild in (ker f)* zuordnet. Dann ist

f = fao i
die Pseudoinverse von f. Insbesondere gilt
fof = fi-
Beweis: ~ Siehe z.B. [Hav08| S. 384]. |

Nun wird die Pseudo-Inverse (¢’ )T von rechts auf angewendet.
Unter Beriicksichtigung von ¢’ o ¢/ = P_ gilt

' (¢ 0@+ 2n 0 M) = Vougy 0 o + 2V, 8¢ 0 't
su' (Pr+2Vmn) =V,u+ 2V, 5.

Damit erhélt man folgende Formeln:

0
% (w(@ + 2n)) =u (Pr+ 2V,n) = Vyug + 2V, 0

%(u(i +zn)) =un=_p
Vu(z + zn) = P.Vu+ P,Vu =V, uy+ 2V, 5+ nmnIVu = V,ug+ 2V, + pn’

P, =nnt
P.=1—nn".

P, bezeichnet dabei die Projektion auf die Tangentialebene T'(Z) von S und P, die Pro-
jektion auf die Normalenkomponente. Da nn’ eine symmetrische Matrix ist, sind P,
und P, symmetrisch und damit Orthogonalprojektionen.

Sei
C=(I+Vu) (I+Vu)=(+Vu+2V.8+ 01 + Vug + 2V, 8+ pn?)
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der Cauchy-Greensche Verzerrungstensor.

Man kann C' in den Koordinaten der beiden Tangentialvektoren 7,7 und des Norma-
lenvektors n angeben (Abbildung [8):

Abbildung 8: Tangential- und Normalenkomponente ([Mas11])

Cﬁ o1 CTl ol 0’7'1 n
C = Oﬁ T CTQ To CTQ n
Cn n CTQ n Onn

Notation:

C,. =PCP. (., :=PFPCP,
c,..=PCP. C,, =P, CP,

C,- entspricht der linken, oberen 2x 2 Teilmatrix von C'. Damit wird beschrieben, wie sich
die Mittellinie S verschiebt. Nun muss noch die Normalentransformation beriicksichtigt
werden.

Hier sind die Teilmatrizen C,,, = (CTI"

Cron

Anderung der Dicke des Materials und C,,, der Rotation des Normalenvektors.

) und C),,, von Bedeutung. C,,,, entspricht der

Zuerst wird die Verschiebung der Mittellinie C, welche der Membranspannung (engl.:
membrane stretching) entspricht, betrachtet. Man beachte, dass auf der Tangentialebene
T(z) z = 0 gilt. Weiters ist P.n = 0.

CTT = PTCPT
= P.(I + V. ug+ 2V.8+ ) (I + V,ug + 2V, 8+ Bnl) P,
= (P + V) (P + Vo)

Als néchstes wird der Term C.,, untersucht. Dieser entspricht der Scherung (engl.: shear
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strain) der Tangentialebene. Auch hier gilt z = 0.

C.. = P.CP,
= (P, +V,u) (P + Vou P, + Bn' P,)
= (P, +V,uj) (nn™ + Bn"nn")
= P (I +V,u) (n+p)nT

= | Voul'n+ (P, 4+ V,ue)" 6 | n'

(. J/

::BET(i)
Wiéhrend [ unstetig sein kann, ist 5 zumindest tangentialstetig.

Wenn die Deformation ® nur aus einer Translation und einer Rotation besteht, so sollte
sich die Spannung und damit auch die Energie nicht &ndern. Da dies bei der Translation
sofort ersichtlich ist, wird der Fall betrachtet, bei dem die Deformation nur aus einer
Rotation

®(z) = Rx = x + u(x) (37)

besteht, wobei R € Q3.

Damit gilt:
u(z) = (R —1I)(z)
Vu:R—IévTuo—irﬁnT

R—I=(R-1I)(I—-nn")+nn")=(R—-I)(P+P,)
= V= (R-0P, B=(R-In.

3.3.2 Satz. Es gelte ®(z) = Rz mit R € Q. Dann gilt C,, = P, und C,,, = 0.
Beweis:

P.(I+Vau) (n+8) =P.(I+R—-I1P)" (n+(R—1)n)
=P,R"Rn=Pn=0

(P + Vaoug) (Pr+ Vyug) = (Pr+ (R—D)P)T) (P + (R—T)P;)
= P.R"RP, = P;

Mit der Membranenergie

Eremy = ||O7'T - IT’T“%Q(S) ’ (38)
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der Scherenergie

Eshear - ||C7'n||%2(5) (39)

und der Biegeenergie

Ebend = t2||877—<5~)||%2(s)7 (40)

wobei e,,() der linearisierte Verzerrungstensor, eingeschrénkt auf die Tangentialebene,
ist, kann folgendes Minimierungsproblem fiir diinnwandige Strukturen aufgestellt wer-
den:

Finde ein u € [H}(S)]? und 8 € [H(S)]?, so dass

J(u, B) = /S(CTT —I;): (Cor — L)+ Crpy : Crpy + 2. () : STT(B) dx — /sf -udr — min!.

Bei Strukturen mit Ubergingen, wie z.B. Ecken, ist die Rotation 4 nicht mehr ste-
tig, da der Normalenvektor einen Sprung macht (vgl. Abbildung . Dies muss man
beim Aufstellen der Variationsformulierung beriicksichtigen und entsprechende Interface-
Bedingungen fordern.

Wie man sofort erkennt, ist nur die Normalenkomponente von  unstetig, wiahrend die
Tangentialkomponente weiterhin stetig ist.

Dies motiviert 8 € H(curl) anzusetzen, um der Interface-Bedingung gerecht zu werden.
In den néchsten Kapiteln wird eine entsprechende Variationsformulierung hergeleitet.

Abbildung 9: Schalenproblem numerisch berechnet

YN

Abbildung 10: Struktur mit Ecke
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Listing 2: shellenergy.py

from netgen.csg import *
from ngsolve import *

mesh = Mesh(MakeCylinderShell ().GenerateMesh (maxh=1))

Vi = Hi(mesh, order=2, dirichlet="dir", dim=3)
fes = FESpace([V1,V1])
u,beta = fes.TrialFunction ()

n = specialcf.normal (3)

nmat = CoefficientFunction((n,), dims=(3,1))
Id = IdentityCF(mesh.dim)

Ptau = Id-nmat*nmat.trans

a = BilinearForm(fes)

# membrane energy

Ftau = u.Deriv().Trace().trans+Ptau

Ctautau = Ftau.trans*Ftau

Etautau = Ctautau-Ptau

a += SymbolicEnergy (InnerProduct(Etautau, Etautau), BND)

# shear energy
shear = u.Deriv().Trace()*nmat+Ftau.trans*beta.trans
a += SymbolicEnergy (InnerProduct (shear, shear), BND)

# bending energy

prod = InnerProduct(beta.Deriv().Trace(), beta.Deriv().Trace())
a += SymbolicEnergy (0.01*prod, BND)

bending = sym(Ftau.trans*beta.Deriv().Trace().trans)

a += SymbolicEnergy (0.01*InnerProduct(bending, bending), BND)

factorspace = FESpace("number", mesh)

factor = GridFunction(factorspace)

force = CoefficientFunction((0,1*y,0))

a += SymbolicEnergy(-factor * InnerProduct(force,u), BND)

u = GridFunction(fes, name="u")
Draw(u.components [1], mesh, "rot")
Draw(u.components [0] , mesh, "disp")

for loadstep in range (20):

factor.vec[:] = loadstep+1
NewtonMinimization(a, u)
Redraw ()
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4 Plattenmodelle

In diesem Kapitel werden einige Methoden vorgestellt, mit denen man Strukturen mit
diinnen Wanden simulieren kann.

Dazu werden geeignete Finite Elemente benotigt, welche noch genauer beschrieben wer-
den. Nach obigen Ausfiihrungen soll die Verschiebung wu global tangentialstetig sein.
Um die Ecken der Strukturen zu erhalten, wird eine neue, tensorwertige Variable m
eingefiihrt, welche die Biegemomente beschreibt. Deren normal-normal Komponente
Mpn = nmn soll stetig iiber die Elemente sein. Dies entspricht aus physikalischer Sicht
der Drehmomenterhaltung.

Fiir eine ausfiihrliche Einfithrung und Analyse dieser Finiten Elemente wird auf [SSO7]

verwiesen.

Im Kapitel 5| werden Probleme mit diinnwandiger Struktur im R* numerisch berechnet
und eine Formulierung fiir Schalenmodelle hergeleitet. Dazu werden die Methoden zuerst
fiir Platten vorgestellt und analysiert.

4.1 Hellinger-Reissner Methode

Ausgangspunkt ist das folgende Elastizitatsproblem:
Ao =¢(u) in Q, (41)
dive=—f in Q. (42)

Man betrachte nun die gemischte Methode nach Hellinger-Reissner:
Finde ein 0 € Ly(Q)*™ und u € [H'(Q)]%, so dass

/QAU crdr — /QT ce(u)dr =0 fir alle 7 € Ly(2)*™, (43)
—/Qaze(v)dx :—/Qf-vda: fﬂrallevG[Hl(Q)]z. (44)
Der Tensor A ist definiert als
Ao = iaD + )\ Jlr usp(a)[,

mit den Lamé-Konstanten p und A. 0P bezeichnet dabei den Deviator von o
1
oP =0 — C—isp(a)].

Durch partielle Integration erhdlt man die dazu duale Formulierung:
Finde ein 0 € H(div)®™ und u € [Ly(Q)]?, so dass

/AO‘ZTdCE—I—/diVT-udZE:O fir alle 7 € H(div)™™,
Q 0

/diva‘vdx :—/f-vdx fiir alle v € [Lo(Q)]* .
Q Q
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Es gibt nun drei Méglichkeiten, wie man [ div o-u interpretieren kann. Dadurch ergeben
sich verschiedene Eigenschaften fiir die Verschiebung u und den Spannungstensor o.

1. Als Dualitatsprodukt (div o, u) g-1)xm1 ) = — (0o, 5(u))L2(Q)
Da hier gefordert wird, dass u € H'(Q), ist die Verschiebung stetig iiber die Ele-
mente. Der Spannungstensor o € Ly(€2)*¥™ kann hingegen global unstetig sein.

2. Als Dualitétsprodukt (div o, u) g (curly* x H(curl)
Die Verschiebung u ist nun in H(curl) und damit global tangentialstetig. Bei dem
Spannungstensor o € Ly(Q)*¥™ wird zusétzlich noch gefordert, dass divdiv o €
H~Y(€), womit die normal-normal Komponente o, stetig iiber die Elemente ist.

3. Als Skalarprodukt (div o, U)LQ(Q)

Hier muss die Verschiebung u nur noch in [Ly(€2)]? sein und ist damit global un-
stetig. Der Spannungstensor o muss hingegen in H(div)*™ sein und die Norma-
lenkomponente o, ist global stetig.

4.1.1 Bemerkung. Die gemischte Methode ist fiir alle drei Méglichkeiten wohldefiniert.
Der zweite Punkt entspricht den oben gestellten Anforderungen am besten.

Zunéchst stellt sich die Frage wie H(curl)* aussieht.

4.1.2 Satz. Der Dualraum von H (curl) ist H~!(div).

Gesucht wird also ein o € Ly(Q)*¥™ mit div o € H!(div). Dies ist dquivalent zu

o € H(divdiv) := {0 € Ly(Q)*™ : divdive € H'(Q)} , (45)
mit
do oay 2
Opw O o S 0%o;
divdiv ey ) = div oz Dy ij -1 6
( Oyz Oyy ( 8811 865” Z 03318% (46)

4.1.3 Satz. Sei o ein stiickweise glatter Tensor auf der Triangulierung 7 = {7} mit
onr € H %(GT). Weiters sei 0, global stetig. Dann gilt div o € H(curl)*.

4.1.4 Satz. Unter der Annahme einer stiickweise glatten Losung ist das Elastizitatsproblem
aquivalent zu folgendem gemischten Problem:
Finde ein o € H(divdiv) und u € H(curl), so dass

/ Ao : 7dx + Z/ div 7 dx — / Tnrllr ds =0 fir alle 7 € H(divdiv),
Q T JT T

Z/diva-vdx—/ OnrUr ds :—/f-vd:v fiir alle v € H(curl).
= JT aT Q
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Bei der numerischen Berechnung werden die Elemente auf ein Referenzelement transfor-
miert. Auf diesem wird dann z.B. die Divergenz ausgerechnet und wieder zuriicktrans-
formiert. Fiir die Transformation auf das Referenzelement wird die sogenannte Piola-
Transformation verwendet.

4.1.5 Definition. Sei T CR", ¢ : T — T eine Abbildung vom Referenzelement T auf

das Element T, F' = ¢/, J = det F' und sei 6 € Ly(T'). Dann ist die Piola-Transformation
o = P{c} definiert als

1

o(¢(2)) = 5Fo(z).

4.1.6 Satz. Sei 6 € H(div,T) und o = P{6}. Dann gilt

~

(div 0)(6()) = %div ;.

Beweis:  Siehe z.B. [Sch09, S. 106]. [ |

4.1.7 Definition. Sei T C R™ o : T — T eine Abbildung vom Referenzelement T
auf das Element T, F' = ¢/, J = det F' und sei 6 € Lo(T,R2%"). Dann ist die Piola-

sym
Transformation o = P{¢} definiert als
N I
o(p(z)) = ﬁFO‘F :
4.1.8 Satz. Sei 6 € H(div,T) und o = P{6}. Dann gilt
1 1 1 VFl o)
(div o)(¢(2)) = 3F6V(j) + ﬁ( : + Fdiv &) .
VE, 6
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Beweis: Sei ¢ € C§°(R"™, R™) beliebig und ¢(¢(z)) = ¢(z).
/divawpdx:—/ o:Vydz
T o(T)
_/ (G0d): (Vood)]di
T
0 _[ (006): (VOF) Jdi
7

(I)  V¢=(Vp)ogF = (Vp)og=VpF
(I1)  (FoF"): (VoF™') = sp(FoF (F~)" (V@)") = sp(F&(V$)") = (F6) : (V)

(I111) (F¢); = (Z Fixb, - ., Zﬂmn)

—~ OF, 96
= div(( Z 8 (Fik0ky) pe k&k] + F ;xkj VF,:6+ F;-diveo
Jik=1 4 k=1
Da C§° dicht in Lo(T) ist, folgt damit die Behauptung. |

4.1.9 Bemerkung. Wenn ¢ affin-linear ist, d.h. ¢(x) = a + Bz, vereinfacht sich Satz
4.1.8 auf

(div o) ((2)) = %Bdlv ;.
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4.2 Hellan-Herrmann-Johnson Methode

Einen anderen Zugang zur Herleitung der benétigten Formeln bietet die Hellan-Herrmann-
Johnson Methode angewandt auf die Kirchhoff-Platte.

Fiir genauere Beschreibungen wird auf [Com89] und [KZ14] verwiesen.

Man beginnt mit einem elliptischen Problem vierter Ordnung:

Gegeben sei eine Funktion f € Ly(Q). Gesucht ist ein w € HZ(£2), so dass

A*w=f inQ. (47)

Mit dieser Gleichung wird eine diinne Platte modelliert, die vertikal mit einer Kraft f

belastet wird (vgl. Abbildung [11).
|f

A A

Abbildung 11: Platte, die von oben belastet wird

Nun wird eine schwache Formulierung fiir das Problem hergeleiten.
Sei dazu v € HZ(Q). Dann gilt mittels partieller Integration

n
/A2uvdx:/ E Ui,V AT
Q Q

ij=1
n n
= —/ E Ugz2,Va; d:p—i—/ E Ug;zj0; VV; dS
Qij=1 0% j=1
n n
= / E Uz Vo, AT — / E Ug,z; Vo, Vi dS
2 =1 924 j=1

= / Viu : Vvdz,
0
da v und Vv auf dem Rand von €2 verschwinden.

Die schwache Formulierung fiir das Problem lautet damit:
Finde ein u € HZ(Q), so dass

/ Viw : Viudr = / fvdr fiir alle v € HF(Q).
Q Q

Definiert man nun m := V2w, erhiilt man folgendes gemischtes System:
Finde ein m € Ly (Q) und w € HZ(), so dass

mZTdZL'—/VszTd(B:O fir alle 7 € L3"™(Q),

Q Q
—/m:VQUd:c :—/fvd:c fiir alle v € Hg(Q).
Q Q
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4.2.1 Bemerkung. Man erhilt diese Formulierung auch, wenn man in den Gleichun-
gen — anstatt der vektorwertigen Funktion u den Gradienten Vu einer skalaren
Funktion u einsetzt.

In dieser Form ist w € H?*(2), wodurch man C'-stetige Elemente bendtigen wiirde.
Um dies zu vermeiden wird die Variationsformulierung durch partielles Integrieren um-
geformt

/m:de—/V2w:Tdac:O, (48)

0 Q

—/divdiv muv dx :—/fvda:. (49)
Q Q

Unter der Annahme, dass 7 und v stiickweise glatt sind, folgt mittels elementweiser
partieller Integration

/m:Td$+Z/Vw-diVTda:—/ Vw-1,ds =0, (50)
Q = Jr

Z/divm-Vvdx—/ (div m) - nvds =— [ fudz. (51)
= Jr or

Q

Gefordert wird, dass fiir alle 7 die Normalenkomponente 7,,,, stetig iiber die Elemente
ist. Da Vw als exakte Losung stetig iiber den Rand der Dreiecke ist, gilt

/ Vw[r,|p ds = / Vwy, [Tanl g + VWi [Totl p ds = / Vwy [Tot] 5 ds .
E E E
Dabei bezeichnet

[Tn]E = Toy |+ Tn2|T2a E=TNT,

den Normalen-Sprung (engl.: normal jump) iiber die Kante E.
Eingesetzt in Gleichung , ergibt dies

/m:de—i-Z/Vw-diVde—/ Vw; - 1 ds = 0.
Q = JT T

Da v € H'(Q) stetig iiber die Kanten und Vv tangentialstetig ist, sowie div m und m,,;
als exakte Losungen stetig iiber die Réander der Dreiecke sind, gilt

/ (div om) - nvds =0 = Voymp ds  fiir alle v € H'(Q) .
or aT

Gleichung lasst sich damit folgendermaflen umformen:

Z/divm-Vvdx— Vvtmntds:—/fvdx.
T JT oT Q
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Zusammengefasst lautet die Variationsformulierung damit:
Finde ein m € H(divdiv) und w € H*(f2), so dass

/m:TdaH—Z/Vw-diVTd:U— Vw; - Tpeds =0, V1 € H(divdiv),
Q = Jr T

(52)
Z/divm-Vvdx—/ Vuymg, ds ——/fvdx, Yo € H(Q).
= Jr T Q

(53)

4.3 Reissner-Mindlin Methode

Verwendet man die Gleichungen —, wobei man Vw durch eine neue Variable (8
ersetzt und einen zusétzlichen Term hinzufiigt, kommt man zur Reissner-Mindlin Me-
thode:

Finde ein m € H(divdiv), 8 € H(curl) und u € H*(Q), so dass

/m:7dx+2/6~div7dm— By - Tnt ds =0, VT,
9) = Jr or

(54)
Z/divm-adx—/ 5tmmds—12/(vu—ﬁ)(vv—a)dm:—/fvdx, V0,0
= Jr or = Jo Q

(55)

Der zusétzliche Term beschreibt die Scherenergie, wobei (Vu — ) der Scherung und
% (Vu — ) der Scherspannung entspricht.

4.4 Finite-Elemente-Raume

Wie im vorigen Abschnitt bereits beschrieben, werden die Réume H (divdiv), H(curl)
und H'(Q) verwendet, jedoch wurden bisher die Randbedingungen noch nicht beriicksichtigt.
Auf dem Rand I'p sei die Verschiebung u und die Rotation g vorgegeben. Die Verschie-
bung ist wie iiblich eine wesentliche Randbedingung, wihrend Bedingungen an (3, we-
sentlich und an 3, natiirlich sind. Auf I'y = I'\I'p wird m,, vorgeschrieben. Dabei stellt
sich heraus, dass m,, die wesentliche und m,,, die natiirliche Randbedingung ist.

Im Folgenden wird zur Vereinfachung v = 0, 8, = 0 und m,, = 0 auf I'p und I'y
gefordert.

Fiir die Diskretisierung werden fiir £ > 1 folgende Finite-Elemente -Rdume verwendet:

My = {1, € L¥Y™(Q) : m|r € P*, 7, € PoexUh=D stetig, 7, = 0 auf [y},
Vi = {uvp € Ly(Q) : vp|p € PHFL, vy, stetig , v, =0 auf I'p},
By, = {0y € [La(Q)]™ : 04|T € P*, 5y, stetig, 6. =0 auf I'p}.
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Die Elemente von By, gehtren dabei zur zweiten Familie der Nédélec Elemente.

Um nun einen Finite-Elemente-Raum fiir Strukturen mit diinnen Wénden zu konstruie-
ren, werden die zweidimensionalen Elemente von M), als Oberflichenelemente verwendet.
Man erhidlt damit einen neuen Raum Mg, f, welcher ein leeres Inneres hat.

Die Verschiebung u und die Rotation § werden als gewthnliche, dreidimensionale Ele-
mente angesetzt.

Damit garantiert wird, dass nur auf dem Rand gerechnet wird, werden v und § auf die
Oberfléche, also auf den Rand, eingeschréankt.

Abbildung 12: Mg, und eingeschrénktes 3D-Element

4.5 Minimierungsproblem fiir gemischte Methoden

Nun wird eine numerische Methode zum Losen der gemischten Probleme des vorigen
Abschnitts hergeleitet. Seien dazu V' und () zwei normierte Vektorrdume, sowie eine ste-
tige und koerzive Bilinearform a : V x V — R, eine stetige Bilinearform b : V x ) — R
und eine stetige Linearform f: Q — R.

4.5.1 Definition. Seien V' ein normierter Vektorraum und A(-,-) : V. x V — R eine
Bilinearform. A(-,-) heifit

1. koerziv (elliptisch) genau dann, wenn ein oy > 0 existiert, so dass

Alu,u) > oq||ulf;, fiir allew € V,

2. stetig genau dann, wenn ein oy > 0 existiert, so dass

A(u,v) < aglullv[[v]]y  fiir alle u,v € V.

Ziel ist es, das folgende gemischte Problem auf ein Minimierungsproblem zuriickzufiihren:

a(m,7)+b(t,u) =0 fir alle 7 € V', (56)
b(m,v) = f(u) firalleve@. (57)
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Man definiert dazu die Lagrange-Funktion
1
L(m,u) = §a(m, m) + b(m,u) — f(u).

4.5.2 Satz. Das Tupel (m,u) ist eine Losung von (56)-(57) genau dann, wenn (m,u)
ein kritischer Punkt von L(-,-) ist.
Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus

L
0= aa—g(m +eT,u)|e=0 = a(m, 7) + b(T,u),

0= g—ﬁ(m,u+sv)|g_o = b(m,v) — f(v).

|
L ist in m (strikt) konvex, da a(-,-) elliptisch ist.
Das Minimum von L(u,m) in m kann daher bestimmt werden. Dadurch erhélt man das
Energiefunktional

J(u) :=min L(u,m) .

Nun wird die genaue Form von J(u) hergeleitet.

Die Bilinearformen a(-,-) und b(-, -) werden dazu als Operatoren interpretiert.

4.5.3 Definition. Sei 7' : V — W ein linearer Operator zwischen zwei normierten
Vektorrdaumen V und W. Dann ist die Operatornorm definiert als

Tv
T |v—w = sup I ”W.
ozvev ||Vl

Der konjugierte (duale) Operator T* : W* — V* von T ist definiert mittels
(Tv,w) = (v, T*w) firaleveV,weW".

4.5.4 Satz. Eine stetige Bilinearform A(-,-) : V x V' — R induziert einen stetigen und
linearen Operator A : V — V* mittels

(Au,v) = A(u,v) fir alle u,v € V.
Die Operatornorm ||A||y_v+ ist beschrinkt mit der Stetigkeitskonstante cs von A(-,-).

Beweis:  Siehe z.B. [Sch09, S. 18 f]. [ |

Fiir die Linearform f(-) schreibt man f € V* und

(f,v) = f(v) firalleveV.
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Das gemischte System - ldsst sich nun folgendermaflen anschreiben:

Am+ B*u =0,
Bm =f.
Bezeichne m* das Minimum
min L(u,m) = —A"'B*u = m*.

m

Nun l&sst sich J wie folgt ausdriicken:

J(u) = L{u,m*) = %(AA—lB*u,A—lB*m —(BA"\B*u,u) — (f,u)
= —%(BAlB*u,w — (f,u).

J(u) ist auf Grund des negativen Vorzeichens strikt konkav, da A, und damit auch
BA™'B*, symmetrisch und positiv definit sind. Das Maximum von J(u) kann damit
bestimmt werden.

4.5.5 Bemerkung. Bei nichtlinearen Problemen wird das Newton-Verfahren mit Li-
niensuche zur Bestimmung der kritischen Punkte von der Lagrange-Funktion L(m,w)

verwendet.

4.5.6 Beispiel. Betrachte das gemischte Problem:
Finde ein m € H(divdiv) und w € H?(f2), so dass

/m:7’dx—/V2w:Td:v:O fir alle 7 € L3 (),
Q Q
- / divdiv mv dz = —/ fodz fur alle v € Ly(92) .

Q Q

Hierbei ist B* = V2 und B = divdiv, sowie A = Id.
Damit folgt

(BA™'B*u,u) = (A~ B*u, B*u)
= (V*u, V*u)

und man erhalt fur J(u)
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5 Schalenmodelle

In diesem Abschnitt wird nochmals die Problemstellung aus Kapitel [3| aufgegriffen und
mit Hilfe der im vorigen Kapitel bereitgestellten Methode numerisch gelost.

5.1 Problembeschreibung und Herleitung
Man definiert nach dem Vorbild der Gleichungen (52)-(53) die Bilinearformen

1

a(m,7) = ——2/m crdr, (58)
= Js

b(m,v) == — Z / divm-Vode + | my - Vivds. (59)
Tes T or

Hier bezeichnet t, 0 < t < 1, wieder den Dickeparameter und S die Mittelebene der
dreidimensionalen, diinnwandigen Struktur.

Ausgangspunkt war die Gleichung , welche nur eine eindimensionale Belastung mo-
delliert. Nun soll die Verschiebung u in allen drei Dimensionen simuliert werden, also
ue [HY(S)].

Es stellt sich heraus, dass man dazu den Gradienten Vu mit dem Normalenvektor n
multiplizieren und dann in die Bilinearform b(-, ) einsetzen muss. Daher veréndert sich
diese zu

b(m,v) := Z Tdiv m - (Vo)'n)dz — . Mt - ((Vw)'n)ds. (60)

Wiéhrend die Bilinearformen a(-,-) und b(-,-) der Biegeenergie entsprechen, fehlt noch
zumindest die Membranenergie

Eremy = HCTT - ITTH%2(S) )

um ein Schalenmodell zu beschreiben.
Diese wird im linearen Fall mit dem zusitzlichen Term

/aTT(u) e (v)de
s
beschrieben, wobei
1
err(u) = §(PTVU + (Vu)' P,)

wieder der linearisierte Verzerrungstensor, eingeschrankt auf die Tangentialebene von S,
ist.
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Im nichtlinearen Fall wird der zu minimierende Term
/ Err(u) : Ep(u) da
s

hinzugefiigt, wobei

Epr(u) = FT (u) Fy(u) = P,
Fr(u) = Vu + P,

der Greensche Verzerrungstensor, eingeschrinkt auf die Tangentialebene von S, ist.

5.1.1 Bemerkung. Um die Stabilitdt des Systems zu gewéhrleisten, wurden die Glei-
chungen — mit —1 multipliziert, da der Membranenergieanteil E,,,..,;, ein positives

Vorzeichen hat:
—-A —-BT mY) (0
-B Ememb u N f

m=—-A"'BTu
— Bm+ Epenpu = f
=(BA™'B" + Epemp)u = [ .
Dadurch wird eine mogliche Ausloschung beim Schur-Komplement verhindert. Wenn
man nur an der Verschiebung u interessiert ist, kann man das Vorzeichen bei der Bili-

nearform b(-,-) unverindert lassen. Man erhélt dann jedoch ein m mit einem falschen
Vorzeichen.

5.1.2 Bemerkung. Wihrend bei der Biegeenergie der Term #? auftritt, wurde bei
der Term t% verwendet. Der Grund liegt wieder beim Schur-Komplement, da dort
die assemblierte Bilinearform a(-,-) invertiert wird.

5.2 Schubstarre Strukturen

Zuerst werden schubstarre Strukturen betrachtet, d.h. fiir die Scherenergie gilt

1
Eshear = t_QH(vu)Tn - BH%Q(Q) =0.

Damit wird gewihrleistet, dass 8 = (Vu)Tn gilt.
Dieses Problem wird schon vollstédndig durch die oben besprochenen Terme beschrieben:
Finde ein u € [V3]* und m € Mg,,; mit der Lagrange-Funktion

L(m,u) = %a(m, m) + b(m,u) + Enpemp(u) — f(u), (61)
so dass
J(u) = Iri’iln L(m,u) — min!. (62)
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5.3 Schubweiche Strukturen

Nun muss die Scherung auch beriicksichtigt werden.
Dazu wird eine neue Unbekannte § eingefiihrt, welche dem Scherwinkel entspricht.

Wie am Ende von Kapitel |3 bereits festgestellt, ist die Forderung 8 € [H'(Q)]? fiir die
Rotation nicht optimal. Stattdessen wire 3 € H(curl) eine geeignetere Wahl, da dadurch
[ tangentialstetig wiire.

Durch Hinzufiigen der Scherenergie

1

und Abéndern der Bilinearform b(-,-) zu

b(m, d) ::Z/Tdivm-édx— aTmnt-cStds, (63)

TeS

erhélt man die finale Variationsformulierung.
Finde ein u € [V3]?, m € Mgy, und 8 € Bj, mit der Lagrange-Funktion

J(m, u, B) = %a(m, m) —+ b(m, ﬁ) + Ememb<u) + Eshear(ua 5) - f(u) ) (64)
so dass
J(u, ) = min L(m,u, 8) — min!. (65)

Damit konnen nun auch Strukturen mit Ecken behandelt werden (vgl. Abbildung
lder néchsten Seite)).

Rotation Moments Shear stress

Abbildung 13: Rotation, Biegemomente und Scherspannung eines deformierten
Zylinders

42



Displacement Moments

Abbildung 14: Verschiebung und Biegemomente einer deformierten Struktur mit Ecken
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Listing 3: hhjshellshear.py

from netgen.csg import *
from ngsolve import *

from ctypes import CDLL
mylngs = CDLL("libtdnns.so")

geo = CSGeometry ()

cyl = Cylinder (Pnt(0,0,0),Pnt(1,0,0),0.4).bc("cyl")
left = Plane(Pnt(0,0,0), Vec(-1,0,0)).bc("left")
finitecyl = cyl * left * Plane(Pnt(1,0,0), Vec(1,0,0))

geo.AddSurface(cyl, finitecyl)
geo.AddSurface (left, finitecyl)

mesh = Mesh(geo.GenerateMesh(maxh=1))
mesh.Curve (2)

fesl = FESpace("hdivsymsurf", mesh, order=1)
fes?2 H1 (mesh, order=2, dirichlet="left")
fes3 HCurl (mesh, order=1)

fes = FESpace([fesl,fes2,fes2,fes2,fes3])

sigma,ul,u2,u3,beta = fes.TrialFunction()
tau,vl,v2,v3,delta = fes.TestFunction ()
sigma = sigma.Trace ()

tau = tau.Trace()

beta = beta.Trace ()
delta = delta.Trace()

sigmamat = CoefficientFunction((sigmal[0],sigmal([3],sigmal4],sigmal3],
sigmal[1] ,sigma[5],sigma[4],sigmal[5],sigmal[2]),dims=(3,3))

taumat = CoefficientFunction((taul[0],taul3],taul4],taul3],taull],
tau[5],taul4],taul[b],taul2]) ,dims=(3,3))

gradv = CoefficientFunction((grad(vl).Trace(),grad(v2).Trace(),
grad(v3).Trace()) ,dims=(3,3))

gradu = CoefficientFunction((grad(ul).Trace(),grad(u2).Trace(),
grad (u3) .Trace()) ,dims=(3,3))
nsurf = specialcf.normal (3)

t = specialcf.tangential (3)

nel = Cross(nsurf, t)
nsurfmat = CoefficientFunction((nsurf,), dims=(3,1))
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Id = IdentityCF(mesh.dim)
Ptau = Id-nsurfmat*nsurfmat.trans

def epstt(g):
return 0.5*(Ptauxg+g.trans*Ptau)

ngradv = gradv.trans*nsurf
ngradu = gradu.trans*nsurf
sigman = sigmamat*nel

taun = taumat*nel

def tang(u):
return (uxt)x*t

)

= BilinearForm(fes, symmetric=True)

a += SymbolicBFI(-100*(sigma[O]l*taul[O]l+sigma[l]l*taull]l+sigmal[2]*taul2]+
2xsigma [3]*tau[3]+2*xsigma [4]*xtau[4]+2*sigma [6]*taul[5]), BND)

a += SymbolicBFI(-sigma.Deriv()*delta-tau.Deriv()*beta, BND)

a += SymbolicBFI(sigmanx*tang(delta)+taun*tang(beta), BND,
element_boundary=True)

a += SymbolicBFI(le-10x*beta*delta*(ul*vi+u2*xv2+uld3*v3), BND)

a += SymbolicEnergy (0.5*(ngradu-beta)*(ngradu-beta), BND)

Ftau = gradu+Ptau
Ctautau = Ftau.trans*Ftau
Etautau = Ctautau-Ptau

a += SymbolicEnergy(InnerProduct (Etautau, Etautau), BND)

factorspace = FESpace ("number", mesh)
factor = GridFunction(factorspace)

a += SymbolicEnergy(-factor*y*u2, BND)

u = GridFunction(fes, name="u")

uvec = CoefficientFunction(u.components [1:4])
Draw (uvec, mesh, "uvec"

Draw(u.components [4], mesh, "rotations")

for loadstep in range (20):

factor.vec[:] = loadstep+1l
NewtonMinimization(a, u)
Redraw ()
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